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Plan prezentacji

Dlaczego teza twierdzeń o nasyceniu dla
różnych operatorów z prac Z. Ciesielski oraz
W. Dahmen, C.A. Micchelli jest identyczna.

Sen, który wyjaśnił co trzeba robić dalej.

Odpowiedzi na pytania których nie było.
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Operatory

De�nicja

Rozpatrujemy operatory postaci

Qf (x) =
∑
α∈Z2

(f ,F (· − α))R2G (x − α), (1)

G jest funkcj¡ kawaªkami wielomianow¡, o zwartym no±niku (box-spline),
F funkcja kawaªkami wielomianowa o zwartym no±niku (mo»e by¢
dystrybucja), funkcja f : R2 → R dostatecznie gªadka i regularna.

Potrzebujemy nast¦puj¡cych oznacze«: jednomiany

[]β(x) = xβ1
1

xβ2
2
, x = (x1, x2), β = (β1, β2) ∈ N2. (2)

Zakªadamy, »e operator Q zachowuje wielomiany do stopnia %− 1, czyli
je±li |β| = β1 + β2 ≤ %− 1, to

Q([]β) = []β . (3)

(Z. Ciesielskiego,W. Dahmen i C.A. Micchelli operatory dodatnie % = 2)
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Twierdzenie o nasyceniu (typu Voronovskaya)

De�nicja

Zde�niujmy rodzin¦ operatorów Qh for h > 0,

Qh = σh ◦ Q ◦ σ1/h, (4)

gdzie
σhf (x) = f (x1/h, x2/h), x = (x1, x2)

Twierdzenie

Je±li operatory speªniaj¡ powy»sze zaªo»enia, to dla 1 ≤ p ≤ ∞ oraz
funkcji f dostatecznie gªadkiej i regularnej (je±li F delta Diraca , to
dodatkowo p · % > d = 2)

‖Qhf − f ‖p ≤ Cph
%|f |p,%.

Co mo»na powiedzie¢ o zbie»no±ci w normie Lp, 1 ≤ p ≤ ∞

lim
h→0

Qhf − f

h%
=???
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Odpowied¹ dlaczego ró»ne operatory zbiegaj¡ do tej samej
granicy

Twierdzenie

Je±li dla |β| = β1 + β2 ≤ % operator Q nieco znieksztaªca wielomany
stopnia %

Q([]β) = []β + Aβ ,

gdzie istnieje przynajmniej jedna staªa Aβ 6= 0, to istnieje granica w
normie Lp, 1 ≤ p ≤ ∞

lim
h→0

Qhf − f

h%
=
∑
|β|=%

1
β!

AβD
βf ,

Dβf =
∂|β|f

∂xβ1
1
∂xβ2

2

CO ZROBI�, JE�LI OPERATOR ZNIEKSZA�CA MOCNO
WIELOMIANY??
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CO TRZEBA BADA�

SEN

lim
h→0

∥∥∥∥Qhf − f

h%

∥∥∥∥
p

=????,

za± granica

lim
h→0

Qhf − f

h%
=

istnieje dla sªabej zbieznosci w Lp, 1 ≤ p <∞. (rachunki M. Be±ka i KD
p = 2)
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Twierdzenie Fejera Orlicza Mazura

Dowód dla p = 2 metody transformaty Fouriera. Jak dla dowolnego p

Twierdzenie

Dla kazdego |β| = % funkcja

hβ(x) = Q([]β)(x)− []β(x)

jest Z 2 okresowa, czyli dla kazdego α ∈ Z 2

hβ(x − α) = hβ(x).

Twierdzenie

lim
h→0

∥∥∥∥Qhf − f

h%

∥∥∥∥p
p

=

∫
R2

(

∫
[0,1]2

∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=%

1
β!

Dβf (t)hβ(x)

∣∣∣∣∣∣
p

dx)dt,
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Odpowiedzi na pytania których nie byªo

Twierdzenie∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥Qhf − f

h%

∥∥∥∥p
p

−
∫
R2

(

∫
[0,1]2

∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=%

1
β!

Dβf (t)hβ(x)

∣∣∣∣∣∣
p

dx)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ch

Twierdzenie

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥QhQ

1

h f − Q1

h f

h%

∥∥∥∥p
p

−
∫
R2

(

∫
[0,1]2

∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=%

1
β!

Dβf (t)hβ(x)

∣∣∣∣∣∣
p

dx)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ch

Twierdzenie to jest u»yteczne w badaniach parametru okna w estymacji
g¦sto±ci.

DZI�KUJ� ZA UWAG�
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