
Wprowadzenie

���������
Rn � �
	���
����������
���
������� n ��� ��� �!�"� � �$#&% �����
'�(�������)�*�+-,�./���-�
' � �$#�021 . � 
��
��	'�,3�".!�"��	��4��.!� % �"��� � ��,�( � �65 �

x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn
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x · y = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn.
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span{V } = {
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j=1

ajvj : aj ∈ R, vj ∈ V }.
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K(x, r) = {x ∈ Rn : ‖x‖ < r}.
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Ã�a�ePr�]ÅÄÇÆ
Załóżmy, że dane są dwie funkcje g1 i g2 określone na R

n tak, że:¨�V
nośniki obu funkcji są równe pewnemu wielościanowi Q,³:V
są ciągłe w zbiorze Q,¤:V
dla każdej funkcji ciągłej f o zwartym nośniku

∫

Rn
f(x)(g1(x) − g2(x)) dx = 0.

Wówczas

g1(x) = g2(x) dla każdego x ∈ Rn.

Ã�a�ePr�]UÄÉÈQÊ � `:¶�}UËH[�cdo�o�[�bnr�Ì
Załóżmy, że funkcje f, f̂ są ciągłe oraz dla pewnego δ > 0

|f(x)|≤c(1 + |x|)−n−δ x ∈ Rn
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|f̂(x)|≤c(1 + |x|)−n−δ x ∈ Rn.

Wówczas ∑

α∈Zn

f(x− α) =
∑

α∈Zn

f̂(α)e2πiα·x

dla każdego x ∈ Rn.
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|f(x) − f(y)| < L‖x− y‖.
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6g-�/(���� 0©u �"(6����=?�?=�'������6� y £�� +-�������K�$=?�
'�(t�
�-��� B 	Z�
� ,3� B ����� % +-	-,Z
���� D % � � 0 ¢ £&D ( � �Ï¤�¦ D 
��
��./�

∑

α∈Zn

f(x− α) =
∑

β∈Zn

a(β)e2πiβ·x.

� ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,��q� � � � �/	-���

��!� £�� +-�������K� ' # �65 � 	<�

a(β) =

∫

[0,1)n

( ∑

α∈Zn

f(x− α)

)
e2πiβ·x dx =

∫

Rn
f(x)e2πiβ·x dx = f̂(β),


 � , � )<
��
�4� � � 5�� 0
�ÐH� � � � ��	-�/�8�M�65 � 	-��� B � ���6'»=?� � � � ��+@� � ��'6' � 	��zT % � � 0 ¢ 9 L ¦�V&��.!����+-	-,:
?=s�

f = ψ̂φ̂.

Ã�a�ePr�]UÄÅÑ
Załóżmy, że dane są dwie funkcje φ, ψ ograniczone i o zwartym nośniku. Wówczas

(∗∗)
∑

α∈Zn

ψ̂(x+ α)φ̂(x+ α) =
∑

α∈Zn

(φ ∗ ψ)(α)e−2πi α·x

dla każdego x ∈ Rn.



Dowód 0 ÐH'�(K�"./��� x 0 � � 	-��� � � B ψ � �K�"� φ ' # ��+-	-,:
?=��"� � � � � �"��(i���´	 � ;�	-�/,�+ D���"(6��� � ���K� B ��	-��� % � % �K� � �?=7'�(�� � 	-��� (∗∗) =?�
'�( � ����. � � �!�"	<����(���� y � 	 � �J��(�����
��
	Z��� 0¾ �
	���
��
���4(6��	 � ����. � � �!�"	 % ������� P 0©u �"(6���

P (x) =
∑

α∈Zn

∫

Rn
φ(y)ψ(α− y)e−2πix·α dy =

=
∑

α∈Zn

∑

β∈Zn

∫

[0,1)n
φ(y + β)ψ(α− y − β)e−2πix·α dy =

=
∑

α∈Zn

∑

β∈Zn

∫

[0,1)n
φ(y + β)e−2πix·(y+β)ψ(α− y − β)e−2πix·(α−y−β) dy =

=

∫

[0,1)n
φx(y)ψx(y) dy,

y ���
���
ψx(y) =

∑

α∈Zn

ψ(α− y)e2πix·(α−y)

� �K�"�
φx(y) =

∑

β∈Zn

φ(β + y)e−2πix·(β+y).

¾ �-���X��+-	-,Z
?=?�H� ��B 	�� � � � � �/	 # � � '������6� y £�� +-�������K��«

φx(y) ∼
∑

α∈Zn

a(φx)(α)e2πiy·α,

y ���
���
a(φx) =

∫

[0,1)n
φx(y)e

−2πiα·y dy =

=

∫

[0,1)n

∑

β∈Zn

φ(β + y)e−2πi x·(β+y)e−2πiα·y dy =

=

∫

Rn
φ(y)e−2πiy·(x+α) dy = φ̂(x+ α).

Ò 	��". � y ��
��
	-���H��.!�X��+-	-,:
?=s� ψx 0�u ( ��B 'K�"� � ;6
����l�"�6'6��Ó3�".!�F��.!�F'������6� y 5 � (���� y � 	 � � ���(�����
��
	���
6g � (����
����+3=?���8�

P (x) =
∑

α∈Zn

a(φx)(α)a(ψx)(α),


 � �<�"=?� (∗∗) 0
�



Ã�a�ePr�]UÄ�Ô
Dla dowolnej funkcji f ∈ L2(Rn) zachodzi następująca tożsamość: dla dowol-

nej funkcji ciągłej G o zwartym nośniku

∫

Rn
G(x)((F−1f̂)(x) − f(x)) dx = 0.

Ponadto, jeśli f, g ∈ L1(Rn), to

F(f ∗ g) = F(f)F(g)

oraz dla ξ ∈ Rn

F(f(· − ξ))(x) = F(f)(x)e−2πiξ·x

a także dla t > 0
F(f(t·))(x) = 1/tnF(f)(x/t).

Dla f, g ∈ L2(Rn) zachodzi tożsamość Parsevala

(f, g)Rn =

∫

Rn
f̂(y)ĝ(y) dy.

u � ����
�� ¢ L ��¦ D_¢ � ¦ Dq¢ � � ¦ 0



1. Pudełkowa funkcja gięta

�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ�Ö�Æ
L ��
�������� V � ��� �!�"��+ n × s � � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,3��
KgY
��:A!, � � �/(s��
6gY	��"�
� � �"���v2[�jlkno�`:^:`:r<��bn� D =?�
;�./�_��� # �M�I��
��������
�E=?�
'�($�65 � 	Z� n D

(1.2) R (V) = n

� �K�"� B ����	��E�{, � ./+-� 	z(6�?=©�I��
��������
�4	-���{��� � �����K�J'K�"�8��
KgM����� 0
f ���

Kg V � �
	���
����U� � ���
�/	<� � ��,�( � �65 � v1, v2, . . . , vs

+-( � � ��� � 	Z��
Kg>�E, � ./+-� 	�I��
��������
�
V 0 � ��,�( � ����(K� ' # 	-��������� � � � � �K�"�J	��".�� B # � � ,��K�"(i�>
��:A!, � � �/(6�?= Zn 0

� �"��+-	<��,CT?¨ 0 ³:V&=?�
'�(F�65 � 	 � � � B 	��P���I'�( � �����6������	-����� DlB � � ��,�( � ���>(6�J� � � % �/	��"= #
% �����
'�(�������) Rn D

span{V } = Rn.
§ � ���
�/	<� V � (K�",���
Kg � A���'�	 � ;6
��!��
KgQ	��"�
� � �"����v2[�jlkno�`:^:`:r<��bn�7Ö�WF� B �<�>(K�",3�� � ���
�/	�� � ���
	���
����E	��"�N�I��
���������� � % +<'���
����"./	 # V 0
f ���

Kg 〈V 〉 � �
	���
������ � � ,�	-����( # j�[�|4�i[�m�w�| xqjlknm2�i�C�
�-� � ��+ � '��
��'�(�,���
Kg� ��B ./� � ��
Kg@'�+-� � ��,�( � �65 � � V

〈V 〉 =





s∑

j=1

tjvj : 0≤tj≤1, j = 1, . . . , s



 .

u@% � '�(K��
��q�I��
��������
� V � ��	-�/,3� D�B �

〈V 〉 = V([0; 1]s).

ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�Ö�Ñ
L ��
��������

V =

(
1 1 1 0
0 0 1 1

)

=?�
'�(�� � % +<'���
����"./	�� 0 § � �-���/	�� V =?�
'�(&+-( � � ��� � 	�� % ������� � ��,�( � ���7«

v1 =

(
1
0

)
v2 =

(
1
0

)
v3 =

(
1
1

)
v4 =

(
0
1

)
.

u �-��5��

〈V 〉 = {(t1 + t2 + t3, t3 + t4), 0≤tj≤1, j = 1, 2, 3, 4},



0 1 2 3
0

1

〈V 〉
v4 v3

v1, v2

Powłoka wypukła

f ���

Kg4��+-	-,Z
?=�� χ〈V 〉
� �
	���
����E��+-	-,:
?=?�{
6g��"���",�(6������'�(i��
��
	 # �
�-� � ��+

〈V 〉 D (��
	 0
χ〈V 〉(x) =

{
1 x ∈ 〈V 〉
0 x 6∈ 〈V 〉.

ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�Ö/Ô
f ���

6g

V =

(
1 0
0 1

)
,

� 5 � 
�����' 〈V 〉 = [0; 1]2,
����;

χ〈V 〉
=?�
'�(

��+-	-,:
?= # 
6g��"�K�",�(6������'�(s��
��
	 # , � �����K�"(�+ 0
Funkcja charakterystyczna kwadratu

� � �<�"���4�6��,�+-�6��	<
��"=s	 # �-��¯<	-��
?=?� % +<�-��A!, � � �?=©��+-	-,:
?=s� y ����(6�?= 0
�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ�Ö!×
Ë8knv2a-�im�[�|��¹�sk2bnm�^����Ø~�cdw:]�� � ,��6�
;�. � 	 #\� � y .��
�-��� � � ���
�/	Z� � ��,�( � �65 � V	��"�
� � �"�8�4��+-	-,Z
?=?� D ,�(65�� # � �
	���
������8���
���
������� % ������� B(·|V )

./+-�
BV
D ' % ��A!	-�!� �= # 
 # 	���'�(6� % +3= # 
�� � �"��+-	<��,

B(x|V ) =





1
detV χ〈V 〉(x) n = s

∫ 1
0 B(x− tvj |V \ vj) dt s > n,

y ���
��� � ��,�( � � vj =?�
'�(S(K�",z� � �-�K�"	Z� D�B �8� � ���
�/	�� V % � +<'�+-	-���

��/+ � ��,�( � �K� vj D (»= 0
V \ {vj}

=?�
'�(�� � % +<'���
����".®	�� 0
��� � 

�
'©+<;��6�
��	-�!�"	-�!�8	Z+-�J������
��
	<� y �E� ��( � �"�����"= # 
�� % +<�-��A!, � �$# ��+-	-,:
?=?� y ����( #

� �
��A!+ y � � � ��+z�8�-��¯<	-��
?=s�©T?¨ 0 Ù V©��� % �6������	Z( � � ��	Z� =?�
'�( � � � �����
�!�".���Ú 0
ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�Ö�Û
9:�
;�./�

V =

(
1 0 1
0 1 1

)
,



( � ��+-	-,:
?=�� BV =?�
'�( � ./�/(6���K�"(�+-�������"	 y . � =?���
��
��
	<�?= � ,��6�
;�.!�"	��X=��", � hat function.

Funkcja kapelusz

9:�
;�./�
V =

(
1 0 1 −1
0 1 1 1

)
,

( � BV =?�
'�( � ./�/(6���K�"(�+-�������"	 y . � =?���
��
��
	<�?= � ,��6�
;�.!�"	��X=��", � Zwart-Powell element 0

Karol

1

Funkcja ZwartΨPowella

u ( � �/���6�-�
��	-�!�M¨ 0 ÜF� ��	-�/,3� D�B � % +<�-��A!, � � �F��+-	-,Z
?=�� y ����(K��	-���H���".�� B � � �U, � .�� �=s	 � ;6
�� D � =��",����?=©� � �-�����K�"��� � ��,�( � ��� 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ<Ö�Ý
Dla każdej funkcji ciągłej f ∈ C(Rn) zachodzi

(1.8)

∫

Rn
f(x)Bv(x) dx =

∫

[0;1]s
f(Vu) du, u =




u1

u2

.
us


 ,



du = du1 . . . dus. Transformata Fouriera funkcji BV dana jest wzorem

(1.9) B̂v(ξ) =
s∏

j=1

1 − e−2πiξ·vj

2πiξ · vj
.

Dowód 0 G � � 5��O=?�
'�(E�/	<��+-,:
��"=s	�� � � y .��
�-��� s 0 GH.!� s = n
�I��
��������

V
=?�
'�(

, � �����K�"( � � � D ���"(6���ª�F�-��¯<	-��
?=s�
∫

Rn
f(x)Bv(x) dx =

∫

〈V 〉
f(x)

χ〈V 〉(x)

detV
dx.

� � 	-��� � � B V([0; 1]n) = 〈V 〉 D '�( # �F�t( � �����6������	-�!� � ���"� �!�"	-���t�
� ����	-	���
6g � 

�:Ad

�
∫

〈V 〉
f(x)

χ〈V 〉(x)

detV
dx =

∫

[0;1]n
f(Vu) du.

u �:Ad5 B ��� D<B �JT?¨ 0 Þ V2=?�
'�( % �K� � ���
� � �8��.!� s≥n 0 � � ,3� B ����� D<B �&=?�
'�( % �K� � ���
� � �8��.!�
#V = s+ 1 0 � � 	-��� � � B s+ 1 > n D � ���

{��'�(�	-���?=?� � ��,�( � � vj (K�",�� D-B �

span{V \ {vj}} = Rn.

� 5 � 
�����'��F�-��¯<	-��
?=s� � �K�"�F( � �����K������	<��� £ +-�-�/	-��� y �
∫

Rn
f(x)B(x|V ) dx =

∫ 1

0

∫

Rn
f(x)B(x− tvj |V \ vj) dx dt =

=

∫ 1

0

∫

Rn
f(x+ tvj)B(x|V \ vj) dx dt.

f ���

Kg Vj
� �
	���
����J�I��
�������� D ,�(65��K� % � � '�(K�:A��J�8�I��
��������
� V % � +<'�+-	-���

��/+ j � (6�?=, � ./+-� 	Z� 0tu ���:A ��B ��	-�!� �/	<��+-,:
��"=s	<� y �J� (����
���I�"��� D-B �
∫

Rn
f(x)B(x|V ) dx =

∫ 1

0

∫

[0;1]s
f(Vju+ tvj) du dt =

=

∫ 1

0

∫

[0;1]s
f(u1v1 + · · · + uj−1vj−1 + ujvj+1 + · · · + usvs+1 + tvj) du dt =

=

∫

[0;1]s+1
f(Vy) dy.

9:�
;�./�q(6���K�"�8��.!��,3� B �-� y � � ��,�( � �K� ξ ∈ Rn
+-( � � ���
���8�U��+-	-,Z
?=?�{��,�' % � 	<��	<
?=��"./	 #

fξ(x) = e−2πiξ·x,



( � % � �-'�(K� � �!�"= # 
8� � T?¨ 0 Þ V � (����
���I�"���

B̂v(ξ) =

∫

[0;1]s
e−2πiξ·Vu du =

∫

[0;1]s
e−2πiξ·(u1v1+···+usvs) du =

=
s∏

j=1

∫

[0;1]
e−2πiξ·ujvj duj =

s∏

j=1

1 − e−2πiξ·vj

2πiξ · vj
.

�
Ã�a�ePr�]ÇÆ�Ö�Æ�ß
Funkcja BV jest nieciągła co najwyżej na brzegu zbioru 〈V 〉, który jest jej

nośnikiem.

Dowód. 1 	<��+-,:
��"=s	��H'��
,���
�� � � � ��+ D � � y .��
�-����./��
��
�Z� � ��,�( � �65 � D % ����� % � � � ����� ��/���U��.!� � ��� �!�"��+ n = 2 0�f ���

6g V2 = {v1, v2}
���
���
���X� � ���
�/	 # � � % +<'���
����"./	 #E�

Z2 0��n� � �6�������4� � ���
�/	<�
V3 = {v1, v2, v3},

y ���
��� v3 ∈ Z2 \ {0} 0�L ��B ./� � �F' # � � � % ���
� % ����,�� 0
v1

v2

v3

〈V3 〉

Powłoka wypukła

¨�V � ��,�( � � v3 	-���I.�� B �>	�� B ����	<�?=F�
% � � '�(s��
6g � ���
	���
�� � 	���
6g % ������� � ��,�( � ���
v1
�
v2 0 �l+��-��A!, � � �&��+-	-,:
?=�� y ����(K� B(·|V3)=?�
'�(7��+-	-,Z
?= # 
�� # y A # 	��$
��:Ad�?= % A���'���
��
�Z²�	-���

R2 0�f � ;�	-�/,���������+-	-,:
?=s�2=?�
'�(�'����
;6
�� � , # (
〈V3 〉 0

Pudełkowa funkcja gięta

v1

v2 v3

〈V3 〉

A B

CD

Powłoka wypukła

³:V � ��,�( � � v3 .�� B �H	��l=?�
��	<�?=�� % � � '�(s��
6g
� ���
	���
�� � 	Z��
Kg % ������� � ��,�( � ��� v1 � v2 D	 %q0 	�� % � � '�(6�?= � ���
	���
�� � 	<�?= % ������� v2 0
f � ;�	-�/,������º��+-	-,Z
?=s� B(·|V3)

=?�
'�(_�65 � 	 � .�� y A � � � ,

ABCD = 〈V3 〉.



Pudełkowa funkcja gięta

��+<�-��A!, � � ����+-	-,:
?=�� y ����(K� B(·|V3)
=?�
'�(

	-���

�� # y A�� � ����A!+ B � � ,:5 � AB � CD �65 � 	 � .�� y A � � � ,�+ 0

�n� � ���
�����4� � ���
�/	<�
V4 = {v1, v2, v3, v4},

y ���
��� v4 ∈ Z2 \ {0} 0��à% ���
� % ����,�+�¨�V$�<�".�'��
� % � � 

�
'H+<;��6�
��	-�!�"	-�!�I	-���Fá % '�+3=?��â
�� # y A � ;6
��t��+-	<,:
?=s��	�� R2 D � �!�"	 � � ��
����U�U
�� # y A � ;6
��©�t./�/	-� � � � ;6
��t��+-	-,:
?=s� B(·|V3)
D

� ��	-�/,3� B �{��'�(�	-���?=?�{'�(K�:A�� L (K�",3� D-B �

|B(x|V3) −B(y|V3)|≤L‖x− y‖.
u �"(6���

|B(x|V4) −B(y|V4)|≤
∫ 1

0
|B(x− tv4|V3) −B(y − tv4|V3)| dt≤L‖x− y‖.

�µ% ���
� % ����,�+�³:Vt� � y # ���"=?;6�{� � ���X� ��B ./� � � ;6
���«

v1

v2 = v4 v3

〈V4 〉

A B

CD

Powłoka wypukła

ã � ��,�( � � v4 .�� B ��	�� % � � '�(6�?= � ��� �	���
�� � 	<�?= % ������� � ��,�( � � v2 02f � ;�	-�/,��������+-	-,:
?=s�
B(·|V4)

=?�
'�($�65 � 	 � .�� y A � � � ,
〈V4 〉 = ABCD.��+<�-��A!, � � �E��+-	-,:
?=�� y ����(K�X=?�
'�($	-���

�� # y A�� � ����A!+ B =?� y � � � ,:5 � AB

�
CD ä

Pudełkowa funkcja gięta

ã � ��,�( � � v4 	-���t.�� B �F	�� % � � '�(6�?= � ���
	���
�� � 	<�?= % ������� � ��,�( � � v2 02f � % ���
��,<A����

v1

v2 v3

v4



Pudełkowa funkcja gięta./+-�

v1

v2 v3

v4
Pudełkowa funkcja gięta

£ +-	-,:
?=�� B(·|V4)
=?�
'�($
�� # y A��E	�� 
��:Ad�?= % A���'���
��
�:²�	-��� 0

u �",<A����<�"��� D<B � Vn−1 = {v1, v2, . . . , vn−1} � �K�"�:«ã �"./� � ��+-	-,:
?=�� B(·|Vn−1)
=?�
'�(�
�� # y A��E	�� 
��:Ad�?= % A���'���
��
�Z²�	-��� Dã �"./� � � '��
��'�(�,���� � ��,�( � ���

v2, v3, v4, . . . , vn−1

.�� B # 	��H=?�
��	<�?= % � � '�(6�?= 0��n� � ���
�����4� � ���
�/	<�

Vn = {v1, v2, v3, v4, . . . , vn}.

�å% ����� � '��
��� % ���
� % ����,�+z+<;��6�
��	-�!�"	-��� � ,�������+-	-,�+ � ��,�( � �K� vn 	-���Xâ % '�+3=?��â
�� # y A � ;6
�����+-	-,Z
?=s�ST % � � 0J� � B �?=6V D ���"(6���Í��+-	-,Z
?=�� B(·|Vn)
=?�
'�(F
�� # y A�� � R2 0 �����+ y �/� % ���
� % ����,�+@' # � � ���{� ��B ./� � � ;6
���«ã � ��,�( � � vn .�� B �º	�� % � � '�(6�?= � ���
	���
�� � 	<�?= % ������� � ��,�( � � v2 0æ� 5 � 
�����'	 � ;�	-�/,������Í��+-	-,:
?=s� B(·|Vn)

=?�
'�(X�65 � 	 � .�� y A � � � , 〈Vn 〉 0 £ +-	-,Z
?=���=?�
'�({	-����
�� # y A��
� ����A!+ B =?� y � � � 5Z
Kgz� � ,Z5 �Fäã � ��,�( � � vn 	-���X.�� B �4	���(6�?= % � � '�(6�?= 0�� 5 � 
�����'&��+-	-,Z
?=�� B(·|Vn)

=?�
'�(�
�� # y A��	�� 
��:Ad�?= % A���'���
��
�Z²�	-��� 0
�

ç
b�]�aZ}"j2}"a:]�r-^���rP~�aZ[�ePa:]�}�xq^:`Zbnr

u � % �6������	�(�+3=?���8���/	Z(6��� % �6��(K��
?=?� y � � �J��(�����
��
	 #C% +<�-��A!, � � �?=M��+-	-,Z
?=s� y ����(6�?= 0
� (s���Y

��./+ % � �<�"�8� � y 5�./	-���?=?'�� # , � 	<'�(���+-,:
?=?�2��+-	-,Z
?=s� y ����(s��
6gUTd�7�
� # 
���
6g8,3� � �:A!,3�"� �
� ����. � � �!�"	��"� �dV D % � 
Kg � ��� # 
 # � ��è 0 �-�4� �Z� �K� � �K�"� L ��


Kg<��././��� y �-D % � � 0 ¢ �&é�¦ D,�(65����
� % � �<�"./� �-��¯<	-��
?=?� � ����. � ;6
�����	-	Z��
Kg���+-	-,Z
?=s� y ����(i��
Kg 0h�>% � � � ���-²��8� � � �	���
�����	-�!� 0tf ���

6g volk

� �
	���
����E, ��� ��� �!�"� � �$# � �-=?��( � ;6� 0



Rn

Rs Rs−n

P−1(x)

Q

x

Konstrukcja wielościennej

funkcji giętej

GH.!�
n < s D Rn �7�
���
�����8�8(��K�",�( � � ���2=��", �

% � � % �����
'�(�������) Rs (K�", # D�B �
Rs = Rn ⊕Rs−n.

���������
P � �
	���
������\�7�
���
�����8�Y���
+-( � ��( � y � �	��"./	Z�4�
Rs
	��

Rn D (»= 0
P (x1, x2, . . . , xs) = (x1, x2, . . . , xn).

� 5 � 
�����' P−1(x) � �
	���
���� % �����

�� � � �-�K�"� % +-	-,�(�+
x D ,�(65����F=?�
'�(tg-� % ��� % A���'���
��
���
	 # s−n � ��� � ��"� � �$#E� Rs 0�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ�Ö�Æ�Æ

f ���

Kg Q ⊂ Rs
�7�
���
�/� � � % +-,<A!��� � ����. � ;6
��!�"	<��� � 	-��������� � � �?= � �-=?��( � ;6
�� 0

� 5 � 
�����'t|Icda��d[���^Zcda�b2bn�M�sk2bnm�^��
�4~�cdw:]�� � � % � � �!���<�"= # 
 # Q T�ê � ��+-	-,Z
?= # V2	��"�
� �
� �"�8�U��+-	-,:
?=?�

B(x|Q) = vols−n(Q ∩ P−1(x)), x ∈ Rn.

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ<Ö»Æ�È
Dla dowolnej funkcji ciągłej f

(1.13)

∫

Rn
B(x|Q)f(x) dx =

∫

Q
f(Pu) du,

gdzie du oznacza element objętości na Q.

Dowód 0Íf ���

Kg f �7�
���
���{� � � � ./	 # ��+-	-,:
?= # 
�� # y A #�0�� 5 � 
�����'$�{( �F0 £ +-�-�/	-��� y �� ���"� �!�"	-���F, � .��?=s	 � ;6
��q
��:A!, � � �"	<���
∫

Q
f(Pu) du =

∫

P (Q)
f(x)

∫

Q∩P−1(x)
dun+1 . . . dusdx1 . . . dxn =

=

∫

P (Q)
f(x)vols−k(Q ∩ P−1x) dx =

∫

Rn
B(x|Q)f(x) dx.

�
�&�����
� 	-���?=?'�����	-�!� � y 5�./	 � ;6
��:���:Ad5 B ��� D"B � � ��,�( � ���H� � ���
�/	�� V ' # (K�",H+ % � ��� # � �, � � �"	<� D-B �

span{v1, . . . , vn} = Rn.
§ � ��'��������
���{�I��
��������

V
� � �I��
��������
�8, � �����K�"( � � �?= A � � ��� �!�"����� s×s D � � % ��'�+ �= # 
8�I��
��������E����� � �$# � �K�"�E�I��
�������� '�,3�".!�"��	 # λI � � ��� �!�"����� (s − n) × (s − n) D(��
	 0

A =

(
v1 . . . vn | vn+1 . . . vs

0 | λI

)
.



���"�K�"�J��(��
λ
(K�",4� � �-�����K�"�8� D ��� detA = 1 0

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ<Ö»ÆZÔ
Niech wielościan Q = A([0; 1]s). Wówczas

B(x|V ) = B(x|Q) x ∈ Rn.

Dowód 0 � �
²������ � � � ./	 # ��+-	-,:
?=?�E
�� # y A # f 0 � ( � '�+3= # 
E( � �����6������	-��� � ���"� � ��"	-���{�
� ����	-	Z��
Kg � 
��:Ad

� D<� (����
����+3=?���8�
∫

Q
f(Pu) du =

∫

A([0;1]s)
f(Pu) du =

=

∫

[0;1]s
f(PAu) du =

∫

[0;1]s
f(Vu) du.

u T?¨ 0 Þ V � �K�"�UT?¨ 0 ¨�¤:V � ��	-�/,�� D-B �{��.!� � � � � ./	<�?=©��+-	-,Z
?=s�q
�� # y Ad�?= f
∫

Rn
f(x)[B(x|Q) −B(x|V )] dx = 0.

¾ �-�K�"������, � '�(�,�� [0; 1]n � � � � � � � � � �"	-�/+ A
=?�
'�( �65 � 	 � .�� y A � ;6
��!�"	 0R� �"��( � ;6���+-	-,Z
?=s�

B(x|Q)
=?�
'�($�65 � 	�� � �-=?��( � ;6
�� � �<'����"��+ s− n � ��� �!�"� � � � y � « % ������,�� � =s+g-� % ��� % A���'���
��
���
	Z� P−1(x)

�t�65 � 	 � .�� y A � ;6
��!�"	<�
� Q 0 èt� # y A � ;6�©(K�",{���-��¯<	-� � � �"	<�?=��+-	-,Z
?=s� � �
�-� � ����� 〈V 〉 = P (Q)
� ��B 	�� +-����'K����	-���F'�( � '�+3= # 
X(6��	@'K�"�N(i� % � � �
+ �� � � �"	-�!�J
 � � .����I��
����J¨ 0 ¨�ë 0©u .����I�"(�+ Ò ¨ � 	 � '��/��� D-B �

B(x|Q) = B(x|V ).

�
�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ�Ö�Æ-×
f ���

Kg n > 1 0 � �!�"(�, # �
�-� � ��+ 〈V 〉 	��"�
� � �"���4�
�-��5��

GV =
⋃

i1<...<in−1


〈vi1 , . . . , vin−1〉 +

s∑

j 6=i1,...,in−1

εjvj


 ,

y ���
��� εj = 1
./+-�

εj = 0 09:�
;�./�
n = 1 D ( �

GV =





s∑

j=1

εjvj , εj = 1
./+-�

εj = 0



 .



1 	�(6��� % �6��(K��
?=��E�
�-� � ��+ GV =?�
'�($	���'�(6� % +3= # 
���«_=?�
;�./�

B(·|V ) = B(·|Q),

( � GV =?�
'�($���
+-(6��� n− 1 � ��� �!�"� � � ��
6g�;6
��!�"	 � ����. � ;6
��!�"	�+ Q ⊂ Rs 0
ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�Ö�Æ�Û
G{�"	��X=?�
'�($�I��
��������8� � % +<'���
����"./	��

E3 = (1, 1, 1).

� 5 � 
�����' 〈E3 〉 = [0; 3] D

A =




1 1 1
0 1 0
0 0 1


 .

§��
+-( � ��( � y � 	��"./	��X�
�-� � ��+ � ��������
6g � A!,Z5 � �65 � 	 � .�� y A � ;6
��!�"	�+ Q = A([0, 1]3)
'�,<A����<�

'����X�8
���(K���K��
Kg % +-	-,�(65 � GV = {0, 1, 2, 3}.

R1

0 1 2 3x
ìí ìí ìí ìí

Wartość wielościennej funkcji giętej jest równa polu trójkąta

0 1 2 3

îï îï îï îï

Funkcja B(·|E3)ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�Ö�Æ<Ý
f ���

Kg

V =

(
1 0 1
0 1 1

)
.

� 5 � 
�����'

A =




1 0 1
0 1 1
0 0 1


 .



u �-��5�� Q =?�
'�($�65 � 	 � .�� y A � ;6
��!�"	<��� D ����; GV =?�
'�($�
�-� � �6���ª���
+-(65 � ,���� � �
���
� Q 0

x

GV

Q

Wartość funkcji jest równa długości odcinka

£ +-	-,:
?=�� B(·|V )
=?�
'�( % �����
�-'�(K� � � � 	�� ��% ���
��,<A������
���J¨ 0 Ú 0���������

P1
� �
	���
������F�7�
���
�����8�4���
+-( � ��( � y � 	��"./	��4� Rn+1 	�� Rn D

P1(x1, . . . , xn, xn+1) = (x1, x2, . . . , xn).

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ<Ö»Æ�ð
Załóżmy, że dana jest rodzina dopuszczalna W ⊂ Zn+1 taka, że dla dowolnego

wektora w z W
P1w 6= 0.

Wówczas rodzina V ⊂ Zn, powstała z wektorów P1w, w ∈ W , jest dopuszczalna.
Ponadto ∫

R
B((x, xn+1)|W ) dxn+1 = B(x|V ).

Dowód 0ÍL ��
�������� V % � � '�(K�"=?� �J�I��
��������
� W % ������� � ��,��6�
;�.���	-��� � '�(K�"(�	-��� y �
� �����6'���� D '�( # �E=?�?=t��� # �E=?�
'�($�I�",�'����I�"./	Z� 0tu ���:A ��B ��	-�!� 	-���X��� � �����K� � 	��E, � ./+-� 	����� � � ��
6g D ���"(6���æ=?�
'�(X� � % +<'���
����"./	�� 0�f ���

6g f ���
���
��� � � � � ./	 # ��+-	-,Z
?= # 
�� # y A #� ,��6�
;�. � 	 # 	�� Rn 0tu �-��¯<	-�/+3=s���U��+-	-,Z
?=?�{
�� # y A # 	�� Rn+1 � � � �6���z«

f̃(y) = f(P1y) y ∈ Rn+1.

� ( # �
∫

Rn
f(x)

∫

R
B((x, xn+1)|W ) dxn+1 dx =

∫

Rn+1
f̃(y)B(y|W ) dy.

W � ���
��'�(K�"= # 
X��� � � � ��+�T?¨ 0 Þ V � (����
���8+3=?����� % ���
� N = #W

∫

Rn+1
f̃(y)B(y|W ) dy =

∫

[0;1]N
f(P1(Wu)) du =



=

∫

[0;1]N
f(Vu) du =

∫

Rn
f(x)B(x|V ) dx.

� � 	-��� � � B
〈V 〉 = P1(〈W 〉),

� ���

{�{.����I�"(�+ Ò ¨ � ��	-�/,3�H=s+ B (6�����E	���'���� y � ( � �����6������	-�!� 0
�



2. Własności pudełkowych funkcji giętych

9:�
;�./�
C
=?�
'�(J	-��� � ' � �-./� �&# �I��
�������� # , � �����K�"( � �$# '�( � % 	-�!� n � � ' % 5ZAd
��
��	 �	-�/,3��
Kg�
��:A!, � � �/(i��
Kg D ����; V

�I��
�������� # � � % +<'���
����"./	 # D ( � ��
Kg��/. � 
��
��	 D (»= 0 CV=?�
'�(I�I��
�������� # � � % +<'���
����"./	 #�0 ¾ � % � � �!���<�"= # 
 # =?�?= � � ���
�/	<� � �
	���
����"��� % �������
CV 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�Ö»Æ
Niech C będzie macierzą nieosobliwą stopnia n o współczynnikach całkowitych.

Wówczas

(2.2) B(x|CV ) =
1

detC
B(C−1x|V ) x ∈ Rn.

Dowód 0 f ���

6g f ∈ C(Rn) 0 W � ���
��'�(K�"= # 
E� � +-,�� � (�	-���E�MT?¨ 0 Þ V � � % � � ���
��	-� ���.!�J��+-	-,:
?=s�
f(x)

�
f(Cx) � �K�"�E�E( � �����6������	-�!� � ���"� �!�"	-���E�
� ����	-	Z��
Kg � 
��:Ad

� D� (����
���I�"��� ∫

Rn
f(x)B(x|CV ) dx =

∫

[0;1]s
f(CVu) du =

=

∫

Rn
f(Cx)B(x|V ) dx =

∫

Rn
f(x)

B(C−1x|V )

detC
dx.

� � 	-��� � � B
〈CV 〉 = C(〈V 〉),

� ���

{�{.����I�"(�+ Ò ¨ � (����
���8+3=?�����

B(x|CV ) =
1

detC
B(C−1x|V ).

�
���������

Ek
� �
	���
��
���4�I��
���������� � % +<'���
����"./	 # �"A ��B�� 	 # � k =?�
����	<��, D (»= 0

(2.3) Ek =

(
1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

)

k� �K�"�

(2.4) E(k1,k2) =


 1 1 . . . 1

0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

0 0 . . . 0
1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸


 =

(
Ek1

0
0 Ek2

)
.



k1 k2§ � � � � B ���8�@(6���K�"� � � ���
�/	���� � % +<'���
����"./	<� V D ��.!�I,�(65�����
Kg���+-	-,:
?=�� BV =?�
'�(�/. � 
��
��	<���­(6��	<' � � � � ��� =?�
��	 � � ��� �!�"� � � ��
6gØ��+-	-,:
?=s� y ����(i��
Kg 0 GH.!� % � � '�( � (s�� y �K�"	-��
��
�����M'����{� � R2 0¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�Öd×
Obowiązuje równanie:

(2.6) B((x1, x2)|E(k1,k2)) = B(x1|Ek1)B(x2|Ek2).

Dowód 0 f ���

Kg f ∈ C(R2) 0Hf ���

Kg s = k1 + k2 0S� 5 � 
�����'H��( � �����6������	-�!� ����"� �!�"	-���8
��:A!,�� � ����. � ,�� � (6	<�?=&	����/(6��� � � �"	 # � (����
���I�"���7«
∫

R2
f((x1, x2))B((x1, x2)|E(k1,k2)) dx1dx2 =

∫

[0;1]s
f(E(k1,k2)u) du =

=

∫

[0;1]k1

∫

[0;1]k2

f((u1 + u2 + · · · + uk1 , uk1+1 + · · · + us)) du1 . . . dus =

=

∫

R2
f((x1, x2))B(x1|Ek1)B(x2|Ek2) dx1dx2.

� � 	-��� � � B
〈Ek1,k2 〉 = 〈Ek1 〉 × 〈Ek2 〉 = [0; k1] × [0; k2],

� ���

{�{.����I�"(�+ Ò ¨ � (����
���8+3=?�����PT»³ 0 Ú:V 0
�ËF}"`3xqm2�ir-vºÈ7ÖdÝ

� � � � B '���� � � �I( � �����6������	-�!�4+-� ��B ./� � �!�"= #U� ���
	���
�����	-��� % +<�-��A!, � � �?=S��+-	-,:
?=s�y ����(6�?= � '���(�+���
?=s� D y ���4�I��
���������� � % +<'���
����"./	�� V
�I�E	���'�(6� % +3= # 
 #E% � '�(K���3«

V =


 a a . . . a
b b . . . b︸ ︷︷ ︸

c c . . . c
d d . . . d︸ ︷︷ ︸


 .

k1 k2

f ���

Kg
C =

(
a c
b d

)
.

� � 	-��� � � B V
=?�
'�($� � % +�'��

����"./	�� D � ���

 detC 6= 0 0tu �"(6���

C
−1 =

1

detC

(
d −c
−b a

)

� �K�"�
C

−1
V = Ek1,k2

.



� ( # �M�IT»³ 0 ³:V � �K�"�UT»³ 0 Ú:V � (����
����+3=?���8�
B(x|V ) = B(x|CC

−1V ) =

= (detC−1)−1B(C−1x|C−1V ) = (detC)B(C−1x|Ek1,k2) =

= (detC)B

(
dx1 − cx2

detC
|Ek1

)
B

(−bx1 + ax2

detC
|Ek2

)
,

y ���
��� x = (x1, x2) 0 � ( # � � �"��( � ;6� �d+<	-,:
?=s� B(x|V ) � �
��A!+ B % � � '�(i��
Kg � ���
	���
 �� � 	���
6g % ������� � ��,�( � �
v =

(
a
b

)
,

(»= 0 ��.!� x = tv + w % ���
�4+<'�(K�". � 	Z��� w = [w1, w2] ∈ R2 � �K�"�8� � � � ./	���� t ∈ R D=?�
'�($�65 � 	���«
(2.8) B(tv + w|V ) = γB (t|Ek1) ,
y ���
���F'�(K�:A��

γ = (detC)B

(−bw1 + aw2

detC
|Ek2

)
.

u �"(6��� B(tv + w|V )
���".�� B ��=?�
����	-��� � � � �"��( � ;6
��_��+-	-,Z
?=s� B(t|Ek1) 0� '���
���� y 5�./	 � ;6
�� D =?�
;�./�

V =

(
1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1

)
,

( �
C =

(
1 1
0 1

)
, C

−1 =

(
1 −1
0 1

)
.

u �"(6���
B((x1, x2)|V ) = B(x1 − x2|E3)B(x2|E3),y ���
���

B(x|E3) =





ë D Ù x2 x ∈ [0; 1]ë D Ü�Ù − (x− 1, 5)2 x ∈ [1; 2]ë D Ù (x− 3)2 x ∈ [2; 3].� ( # � � ��	-�/,3��,�'��
(K�:A!($��+-	-,:
?=s� B(·|V )
«

Add2

1



Pudełkowa funkcja gięta�����
� % � � 	-� =s�8� D-B �{(��K�"	<'�.!��
?=?�{�
�-� � ��+ E � � ��,�( � � v � �
	���
����"��� % �������

E + v = {u+ v : u ∈ E }.
� � 
Kg � ��	 # ,�������+-	-, � �$# � �
	���
����"�8�H=��",{� � ��,�.�� Dvf 0 9:�
;�./����+-	-,:
?=�� f ∈ C1(Rn) D( �

Dvf =
n∑

j=1

vj
∂f

∂xj
.

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�Ö!ñ
Td�dV
Jeśli

span{V \ {vj}} = Rn,

to

(2.10) Dvj
B(x|V ) = B(x|V \ vj) −B(x− vj |V \ vj)

dla wszystkich x takich, że B(·|V \vj) jest ciągła w punktach x i x−vj . W szczegól-
ności w zbiorze Rn \GV .Td�/�dV
Jeśli

span{V \ {vj}} 6= Rn,

to

(2.11) Dvj
B(x|V ) = 0

dla

x 6∈ (〈V \ vj〉 + εvj), gdzie ε = 1, 0.

Td�/�/�dV
Pudełkowa funkcja gięta B(·|V ) jest wielomianem stopnia s − n w zbiorze

Rn \GV .
Dowód 0�u �:Ad5 B ��� D<B �{' % �"	 {V \ vj} = Rn 0�� 5 � 
�����'

B(x+ tvj |V ) −B(x|V )

t
=

=
1

t

∫ 1

0
B(x− (r − t)vj |V \ vj) dr −

1

t

∫ 1

0
B(x− rvj |V \ vj) dr =

=
1

t

∫ 1−t

−t
B(x− rvj |V \ vj) dr −

1

t

∫ 1

0
B(x− rvj |V \ vj) dr =



=
1

t

∫ 0

−t
B(x− rvj |V \ vj) dr −

1

t

∫ 1

1−t
B(x− rvj |V \ vj) dr =

=
1

t

∫ t

0
B(x+ rvj |V \ vj) dr −

1

t

∫ t

0
B(x+ rvj − vj |V \ vj) dr.

�����
�
t → 0

.�� � �O'�(�� � 	����
� ���������>� � % � 
6g � ��	<�?=E,�������+-	-, � � �?= D % �K� � �O'�(�� � 	������; D % ���
�M���:A ��B ��	-�/+O
�� # y A � ;6
��n��+-	-,Z
?=s� % � �-
��:A!, � � �?= ã � � % �K� � �?=�'�(�� � 	Z�\T»³ 0 ¨�ë:V 0��� � �-.�����
�� # y A � ;6
��S��+-	-,:
?=s� B(·|V \ vj) � ��'�(6� % +3=?� =?�
����	-���z	��O�-����� y +R�
�-� � ��+
〈V \ vj〉 0�� ��'�(K�"�6
��
� � ���

 % � ,3�"����� D<B �

∂〈V \ vj〉 + εvj ⊂ GV , ε = 0, 1,


 � ����
6g � ���
� D y ��� B
∂〈V \ vj〉 ⊂ GV \vj����;$�8�-��¯<	-��
?=s�

(GV \vj
+ εvj) ⊂ GV .

Funkcja jest stała wzdłuż

prostych równoległych do

wyróżnionego wektora

G � � 5��>T»³ 0 ¨3¨�Vt��.!� % � � '�( � (s� % ����� % � � � �����
�/��� �
R2 0 9:�
;�./�&�<�"	��M=?�
'�( � ��,�( � � vj (K�",�� DlB �U' % �"	 {V \
{vj}} 6= R2 D ( � % � � � '�(K�:Ad� � ��,�( � ���U.�� B # 	�� % � � 	<�?=
% � � '�(6�?= 0 � ( � '�+3= # 
J�J��( � ��� � % ��'K�"	<� �¥% ���
��,<A������
���³ 0 Ü D ��+-	-,:
?=?� BV � � �
,<A����<�"���X	��&� � ���2��+-	-,Z
?=?�l�����

��
� �
� ��'�(6� 0Yu T»³ 0 Þ V � 	-� � '�,�+3=?���8� D©B �M��+-	-,:
?=�� B(x|V )
� ����A!+ B % � � '�(6�?= � ���
	���
�� � 	<�?= % ������� � ��,�( � � vj ��� �.�� B ��=?�
����	-��� � � B(·|E1)

D ���"(6����=?�
'�(,3� � �:A!,3�"� �n'�(K�:A�� D 
 � �<�"=?�JT»³ 0 ¨3¨�V D % � � 0 .����I�"(8¨ 0 ¨�ë 0��+-	-,�(�Td�/�/�dV � ��	-�/,3��� % +-	-,�(�+�Td�dV D Td�/�dV � �K�"�F�{.����I�"(�+�³ 0 ¨�³ 0
�

���������
Πk(U) � �
	���
��
���X�
�-��5�� � ����. � � �!�"	<5 � '�( � % 	-�!�&
 � 	��"= � � B �?= k D�� ,��6�
;�. � 	���
6g	��E�
�-� � ����� U 0

Ã�a�ePr�]4È7Ö�Æ-È
Niech U będzie zbiorem otwartym w Rn. Załóżmy, że rodzina wektorów V jest

taka, że

span{V } = Rn, #V = n

oraz dla pewnej funkcji p i k ∈ N

∧

vj∈V
Dvj

p ∈ Πk(U).

Wówczas p ∈ Πk+1(U).



Dowód 0 � � 	-��� � � B % � 
6g � ��	<�$��+-	-,Z
?=s� p ' # ��+-	-,Z
?=��"� ��
�� # y A!��� � � ,�������+-	-,3��
Kg D,�(65��6�{� � � % �/	��"= #E% �����
'�(�������) Rn D ���"(6��� p ∈ C1(U) 0tu �"+ � � B ��� D<B � y �K��������	�(

∇ = (
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
)

� ��B 	��E��� % ��'K���{��� % � � � 
 #E% � 
Kg � ��	���
6g@,�������+-	-, � � ��
6g

∇ = [Dv1 , . . . , Dvn ]V−1.

9:�
;�./�
φ(t, x) = p(tx) − p(0),

( �
∂φ

∂t
(t, x) = (∇p(tx), x).

� ( # �
φ(1, x) = p(x) − p(0) =

∫ 1

0
(∇p(tx), x) dt ∈ Πk+1.

�
�P% � � � ���-²��8� � �
	���
�����	-���

(2.13) %V = max{ r :
∧

X⊂V
#X = r, span{V \X} = Rn }.

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�Ö»ÆZÔ
Jeśli %V≥1, to

BV ∈ C%V −1(Rn) \ C%V (Rn).

Dowód 0 G � � 5����/	<��+-,Z
��"=s	Z� � � y .��
�-��� %V % ����� % � � � �����
�/������.!� � ��� �!�"��+
n = 2 04u � � � � �-+P.����I�"(�+R¨ 0 ¨�ë � ��	-�/,3� DnB �E��+-	-,:
?=�� B(·|V )

=?�
'�({	-���

�� # y A��M	���-����� y +U�
�-� � ��+ 〈V 〉 � (6�
��� �<(s��./, � � (6�
��� D y ��� � ��,�( � ��� � � ���
�/	�� V � � �"= # (�,������� � ,<A�����	-���X=?�
��	<� y � .�� B # 	�� % � � 	<�?= % � � '�(6�?= D 
��
��./� %V = 0 0Fu �"(6���ò=?�
;�./� %V≥1 D( � ��+-	-,Z
?=��&=?�
'�(t
�� # y A�� 0�f � % � �-'�(�� � ��� � � � ��+OT»³ 0 ¨�ë:V�+<� � � ����	-�!�"���J,�� � ,E�/	<��+-, �
��"=s	��U��.!�
%V > 1 0

�¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�Ö»Æ�×
Niech p ∈ Πk, gdzie 0≤k≤%V . Wówczas

(2.16)
∑

α∈Zn

p(α)BV (· − α) ∈ Πk,



o ile %V≥1. Jeśli %V = 0, to co najwyżej zmieniając funkcję
T»³ 0 ¨�Ú:V w punktach

nieciągłości przedłużyć ją można do wielomianu.

Dowód 0 G � � 5��U=?�
'�(H�/	<��+-,:
��"=s	�� � � y .��
�-��� s 0 GH.!� s = n
��+-	-,Z
s=��

BV
=?�
'�(

��+-	-,Z
?= # 
Kg��"�K�",�(6������'�(s��
��
	 # D 
 �E� 
��
� � ��;6
���� % � 
�� # y �zT»³ 0 ¨�Ú:V 0�� �
²��8� s > n � �K�"�
p ∈ Πk 0 9:�
;�./�n' % �"	 {V \ {vj}} = Rn D ( � �UT»³ 0 ¨�ë:V � ��	-�/,3��«

Dvj

( ∑

α∈Zn

p(α)BV (· − α)

)
=

=
∑

α∈Zn

p(α) (B(· − α|V \ vj) −B(· − α− vj |V \ vj)) =

=
∑

α∈Zn

(p(α) − p(α− vj))B(· − α|V \ vj),

y ���
��� � ����. � � �!�"	
p(·) − p(· − vj) ∈ Πk−1.

u �"(6���Î�S���:A ��B ��	-�!�8�/	<��+-,Z
��"=s	<� y � � 	-� � '�,�+3=?����� DZB � % � 
6g � ��	��F,�������+-	-, � � �F�S(6�?=��+-	-,Z
?=s�_�<�"=?�F'���� % �����
��A!+ B ���8� � � ����. � � �!�"	�+�'�( � % 	-�!� k − 1 0 93�
;�./�

span{V \ {vj}} 6= Rn,

( � �IT»³ 0 ¨3¨�V

Dvj

( ∑

α∈Zn

p(α)BV (· − α)

)
= 0.

� ( # � D �{.����I�"(�+O³ 0 ¨�³ � �K�"�F�{���:A ��B ��	-�!� �/	<��+-,:
��"=s	<� y � � ��	-�/,3� D-B �H��+-	-,Z
?=��

f(x) =
∑

α∈Zn

p(α)BV (x− α)

=?�
'�( � ����. � � �!�"	<��� % � ��� % +-	-,�(K�"� �$	-���

�� # y A � ;6
��&��+-	-,Z
?=s� B(· − α|V ), α ∈ Zn 0
u �"(6���ó�<�"=?�I'���� % �����
��A!+ B ���4� � � ����. � � �!�"	Z+ 0 � � 	-��� � � B ��.!� %V≥1

��+-	-,:
?=��M(K�
=?�
'�(�
�� # y A�� D =?�
'�( � ���

 � ����. � � ���"	����ª�
� ����	-	<�?= x 0

�
� bncd[�o�a�mQÈ7Ö�Æ<Ý
Jeśli %V≥1, to ∑

α∈Zn

BV (· − α) = 1,

stąd ∑

α∈Zn

BV (α) = 1.



Dowód 0 u ( � �����6������	-�!��³ 0 ¨ ÙM� �!��� � � �-D2B �I'�+-�I�4(K� =?�
'�(F�65 � 	��z'�(K�:Ad�?= 0 �©�
% � ,3�"����� D�B �©=?�
'�(©�65 � 	��H=?�
�-��	 D % � '�A!+ B �����U'���� � � � �6���æ� � ��'6' � 	�� 0tu � � � � ��+>¨ 0 ô
� ��	-�/,3� D-B �F��.!� α ∈ Zn

B̂(α|V ) =

{
1 α = 0
0 α 6= 0.

� ��5���� � ��'6' � 	�� % � 
�� # y �E(6����� � 	-� � '�,�+ 0
�

�P% � � � ���-²��8� � �
	���
�����	-���

∑
V =

s∑

j=1

vj .

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�Ö»Æ�ð
Funkcja BV jest symetryczna względem punktu

cV = 1/2
∑

V,

tj.

(2.19) BV (x) = BV (
∑

V − x).

Dowód 0Íf ���

Kg f ∈ C(Rn) 0l� 5 � 
�����'��{( � �����6������	-�!�z¨ 0 Ü
∫
f(x)BV (

∑
V − x) dx =

∫

[0;1]s
f(
∑

V −
s∑

j=1

ujvj) du1, . . . , dus =

=

∫

[0;1]s
f(

s∑

j=1

(1 − uj)vj) du1, . . . , dus.

� ( � '�+3= # 
{���"� �!�"	<�{�
� ����	-	���
6g � �K�"�F./���I�"( Ò ¨ D-� (����
���I�"���PT»³ 0 ¨ ô V 0
�

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>È�ÖdÈ-ß
Niech x =

∑,,s
j=1 λjvj oraz s > n. Poniższa formuła nie zachodzi co najwyżej

w zbiorze punktów nieciągłości funkcji występujących w tym równaniu.

(2.21) B(x|V ) =
1

s− n

s∑

j=1

”[λjB(x|V \ vj) + (1 − λj)B(x− vj |V \ vj)].



Suma
∑,, jest wzięta po wszystkich dopuszczalnych rodzinach V \ vj .

Dowód 0�� � � � � ���
���{�7�
���
�����8� � % +<'���
������F'����8� � . ” 0�L 	 ��B # 
 � �-+<'�(�� � 	-	-���T»³ 0 ¨�ë:V % ������� λj �q� � �<�"= # 
 % � � '��
��'�(�,���
6gz� � % +<'���
����"./	���
6g j D-� (����
���I�"�8�
s∑

j=1

(λjB(x|V \ vj) − λjB(x− vj |V \ vj)) =

=
s∑

j=1

λjDvj
BV (x) =

s∑

j=1

λj(vj ,∇BV (x)) = (x,∇BV (x)),

y ���
���
∇f(x) =

(
∂f(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)
.

� ��'�(K�"�6
��
� � ���

 % � ,3�"����� D-B �F��.!� s > n

(2.22) B(x|V ) =
1

s− n


(x,∇BV (x)) +

s∑

j=1

B(x− vj |V \ vj)



�H�K5 � 	 � ;6������
Kg � ���
� % ���
��	��"=s� 	-���?=U��.!� x ∈ Rn \ GV 0 ÐH� � � � ��	-�/���¹T»³ 0 ³3³:V�/	<��+-,Z
��"=s	-��� � � y .��
�-��� s 0Uf ���

6g s = n + 1 0Mu �/./+<'�(���+3=?���8�>(6�J'���(�+���
?=?� � R2

% � 	-� B �?= D ��% ���
��,<A������
���8³ 0 ³3¤ 0
f ���

Kg s > n+ 1 0l� 5 � 
�����'���'�(�	-���?=?� vk (K�",�� D�B �

B(x|V ) =

∫ 1

0
B(x− tvk|V \ vk) dt.

u ���:A ��B ��	-�!� �/	<��+<,:
��"=s	<� y � � ��	-�/,3�

B(x|V ) =
1

s− 1 − n

∫ 1

0

(
(x− tvk,∇B(· − tvk|V \ vk)(x))+

+
∑

j 6=k
B(x− tvk − vj |V \ {vj , vk})

)
dt =

=
1

s− 1 − n

(
(x,∇

∫ 1

0
B(· − tvk|V \ vk) dt (x))+

+

∫ 1

0
t
d

dt
B(x− tvk|V \ vk) dt+

∑

j 6=k
B(x− vj |V \ vj)

)
.

è&�:A!,�+3= # 
 % �������8
����
;6
��n����+ y ��� � ���K� B ��	-��� � (����
���I�"���

(s− 1 − n)B(x|V ) =



= (x,∇BV (x)) +B(x− vk|V \ vk) −B(x|V ) +
∑

j 6=k
B(x− vj |V \ vj).

��������	 � '�� # 
F	��E����+ y # '�(�� � 	<� BV � (����
���I�"���PT»³ 0 ³3³:V D 
 � , � )<
��
�4� � � 5Z� 0
�ËF}"`3xqm2�ir-vºÈ7Ö!È<Ñ

§ � � � � B �8� % ���
��,<A����M�/./+<'�(���+3= # 
�� % � % �K� � 	 � ;6� � � � ��+�T»³ 0 ³3³:V 0�f �/�

Kg

V =

(
1 0 1
0 1 1

)
,


��
��./��«

v1 =

(
1
0

)
v2 =

(
0
1

)
v3 =

(
1
1

)

��¨
��³

��¤
��õ

� Ù
��Ú

Nośnik funkcji

��+<�-��A!, � � �&��+-	-,:
?=�� y ����(K� B(·|V )
�<�"	��

=?�
'�($	���'�(6� % +3= # 
���� � � � � �K�"� ��«
f1 = x2

f2 = x2 − x1 + 1
f3 = 2 − x1

f4 = 2 − x2

f5 = x1 − x2 + 1
f6 = x1

u �"+ � � B ��� D-B � � 	���'��
��� % ���
� % ����,�+ s = n+ 1 � �K�"�{��+-	-,:
?=?� % �J� �-+z'�(�� � 	���
Kg�65 � 	��"	-�!�8T»³ 0 ³3³:V_' # ,3� � �:A!,3�"� �Z./�/	-� � � � 0 � � 	�����( � ' # �65 � 	<� % � �
�65 B 	-��
��
, � � �"	-�/+ D���"(6���¹�&.����I�"(�+J³ 0 ¨�³S�65 B 	-� # '����©
 � 	��"= � � B �?= � '�(K�:A # 	���,3� B �����¹,3� � �:A!,�+E�
�-� � ��+
R2 \GV 0 ¾ '�(K�:Ad�?= % � % �K� � �?=&'�(�� � 	-���IT»³ 0 ³3³:V&�<��
�����+:=s�F'�+-�I��«

3∑

j=1

B(x− vj |V \ vj).

u �-��¯<	-��
?=s�2' # ( � ��+-	-,Z
?=s�{
Kg��"�K�",�(6������'�(s��
��
	<�F�
�-� � �65 � 〈V \ vj 〉

0 1
0

1

¨

B(·−v3|V \v3)

0 1
0

1
¨

B(·−v1|V \v1)

0 1
0

1

¨

B(·−v2|V \v2)



G � �<�"= # 
�� � '������-����(6�2��+-	-,Z
?=?� D"� (����
���I�"�8� � ���K�"�
�'�(K�:Ad� � ����. � � �!�"	<5 � f1, f2, ..., f6 0 ë
¨
³

³
¨

ë

Wyrazy stałe

ËF}"`3xqm2�ir-vºÈ7Ö!È-Ô
� � � ���YT»³ 0 ³�¨�V � �K�"��T»³ 0 ¨�ë:V �I�"= # ' � � =?� � � % � � ���
��	-�/,��X��.!� � ����. � ;6
�����	-	���
6g��+-	-,Z
?=s� y ����(i��
Kg 04� ��5��4T»³ 0 ³�¨�VX� ��B �U'�A!+ B ���F=��", � 	��"�����
���
���U� � � ��./��
�����	-�!�@��ö �

% ./��
��/(6� % +<�-��A!, � � �?=8��+-	-,:
?=s� y ����(6�?= 0P1 ./+<'�(��6+3=?�I( � 	���'�(6� % +:= # 
�� % ���
��,<A���� � R2 0
f ���

Kg

V =

(
0 1 1 1
1 0 1 1

)
.

��+<�-��A!, � � �&��+-	-,:
?=�� y ����(K� B(·|V )
�<�"	��

=?�
'�($	���'�(6� % +3= # 
���� � � � � �K�"� ��«

f1 = 1
2 y

2

f2 = 1
2 [y2 − (1 − x)2]

f5 = 1
2 [(x− 3)2]

f6 = 1
2 x

2

f7 = 1
2 [x2 − (1 − y)2]

f10 = 1
2 [(y − 3)2].

��Ú ��³
��¨

� Ü ��¤
� Þ
� ô ��õ

� Ù
��¨�ë

Nośnik funkcji



f3 = 1
2 [−(x− 1)2 + (2 − y)y + 2(y − 1)]

f4 = 1
2 [(3 − x)(1 − x) + (2 − y)y + 2(1 − x+ y)]

f8 = 1
2 [−(y − 1)2 + (2 − x)x+ 2(x− 1)]

f9 = 1
2 [(3 − y)(1 − y) + (2 − x)x+ 2(1 − y + x)]ËF}"`3xqm2�ir-vºÈ7Ö!È�×

��+<�-��A!, � � �F��+-	-,Z
?=?� y ����(6�F� � y # '�A!+ B ���F� � �����<� � �"	-�!�J,����
� � ��
6g ��% � '�(K��
��
% �"�K�"�J��(�����
��
	<�?= 0 G{�"	���
6gP=?�
'�( �N% �����
'�(�������	-� % ���
� % +-	-,�(65 � a0, ..., a4 ∈ R2 0WX���
� � �IA��"�I�"	��E�I� '���
���� y 5�./	-��� % � � '�( #E% � '�(K��� 0�L �!�"	 � � ��
����

L1(x) =
4∑

j=0

a0N(x− j|E2), x ∈ [0, 4],

y ���
���
N(x|E2) =

{ ¨ − |x| x ∈ [−1; 1]ë % � ��� .WX���
� �$# (6�X� ��B ���8� � � y A������
�/�F+ B � � �"= # 
H��+-	-,Z
?=s�

N(x|E3) =





ë D Ù (x+ 1, 5)2 x ∈ [−1, 5;−0, 5]ë D Ü�Ù − x2 x ∈ [−0, 5; 0, 5]ë D Ù (x− 1, 5)2 x ∈ [0, 5; 1, 5].

� 5 � 
�����'

L2(x) =
4∑

j=0

a0N(x−j|E3)+a0N(x+1|E3)+a4N(x−5|E3), x ∈ [−0, 5, 4, 5].

Statek

1

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

Krzywe parametryczne



3. Quasi interpolacja

� � �-�?=?;6
����M��� % �6������	Z( � � ��	<� � (s���ó� � �����
�!�".�� % � 
6g � ���
� � � ¢ è©GS¦ 0�f ���

6g ψ�7�
���
���X��+-	-,:
?= # 
�� # y A # � � � �"��(s���N	 � ;�	-�/,�+

ψ : Rn 7−→ R.

£ +-	-,:
?=?� ψ j2}"`:aZo�m�r<�d[�|�r<bn� � � ��,�( � � 1/h � �
	���
����"�8� % �������

ψh = ψ(·/h).
Á jl�d[<] vnxqo�m_}"a:]�b�xO��+-	-,:
?=s�q
�� # y Ad�?= ψ � � � �"��(s���N	 � ;�	-�/,�+M�F
�� # y �����
a = {a(µ)}µ∈hZn

�-��¯<	-�/+3=?����� % �������

(3.1) ψ ∗h a =
∑

µ∈hZn

a(µ)ψ(· − µ).

Á jl�d[<] vnxqo�m_}"a:]�b�xP� � 5�
6g@
�� # y 5 �
a = {a(µ)}µ∈hZn i b = {b(µ)}µ∈hZn

�-��¯<	-�/+3=?�����4(i���ª'K�"�8���N'������ � .���� a ∗h b

(3.2) (a ∗h b)(µ) =
∑

ν∈hZn

a(ν)b(µ− ν).

9:�
;�./����.!� ��+-	-,Z
?=s�l
�� # y Ad�?= f % ������� f|hZn

�7�
���
�����8� � �
	���
������ � �7
����

����8��+-	-,Z
?=s� f� � ,��K�"(i� hZn D ( �J÷ knr-o�c�ø o�jl�d[<]æ� � 5Z
KgM��+-	-,Z
?=s�_�-��¯<	-�/+3=?����� % �������

(3.3) ψ ∗′h f = ψ ∗h f|hZn =
∑

µ∈hZn

f(µ)ψ(· − µ).

�����
�"=s� � =s���I�65 � 	-��� B:D-B � f| = f|Zn 0 �������
'�(�������)z� � � % ����( #E% ������� hZn (��K�"	<'�.!��
?=?���+-	-,Z
?=s�
ψh
� �
	���
����"�8� % �������

(3.4) S(ψh) =
' % �"	 [ψh(· − µ) : µ ∈ hZn ].

*�.����J��	�(i� % �����
'�(�������	-� S(ψh)
' # � 
��
� � ��;6
���� % � '�(K��
�� ψh ∗h a D y ���
��� a =?��'�(t� � � � . �	�����
�� # y ����� ./��
��
� � � ��� 0¹�ù% ���
� % ����,�+ y ��� h = 1 D �7�
���
�����8� � % +<'���
�������/	<�-��,�'

h D �_(K�",

a ∗ b = a ∗1 b, ψ ∗ a = ψ ∗1 a, ψ ∗′ f = ψ ∗′1 f.



¾ 
��
� � ��;6
����
S(BV ) =

' % �"	 [BV (· − α) : α ∈ Zn ].

� �<�".�'��
���ò
�� # y +4���
���
�������J�����<��� � A���'�	 � ;6
��q� % � � ,�'����I��
��"=s	<� % ������'�(6������	<�
S(ψh)

���",<A����<�"= # 
 DlB � ψ =?�
'�(F��+-	-,:
?= # 
�� # y A # � � � �"��(s���Å	 � ;�	-�/,�+�' % ��A!	-�!�"= # 
 #
� �"��+-	<��, ∑

α∈Zn

ψ(· − α) = 1

� �K�"�8[_vn]K|�r-}"`:r����-^:�>|Icda��d[�e\cdr<b�xP��.!� % � � 	<� y � %ψ D (6��	 0 ��.!� � � � � ./	<� y �
0≤k≤%ψ � �K�"� p ∈ Πk

(3.5) ψ ∗′ p ∈ Πk.

¾ ,3�"�
+3=?�{'���� D�B �{'��
���-, � ;6�{� % � � ,�'����I��
?=s��=?�
'�(&� � � # ���"	��E� � A���'�	 � ;6
�� # � ��( � �"����� �	-�!� � ����. � � �!�"	<5 � T»¤ 0 Ù V{Td�_	�� � � � �65�(�V D 
 � +-,3�"�
+3=?�{( �F0tÙ�0 ¨ 0§ � � % � 
��
	-������� � �J��� y ����	-����	-�!�F�/	Z(6��� % � .!��
?=s� � ����. � � �!�"	<5 � +<'�(K�". � 	<� y � '�( � %��	-�!� % �������S��+-	-,:
?=?��� % �����
'�(�������	-� S(ψ) 0 £ +-	-,Z
?=?�S
�� # y A # f � ��B ���8�J�/	�(6��� % � . � � ���
� Zn D =?�
;�./�_��'�(�	-���?=?�F
�� # y a = {a(α)}α∈Zn

(K�",�� D-B �

(3.6) f| = ψ| ∗ a.

�P% � � � ���-²��8�M
�� # y
δ = {δ0(α)}α∈Zn ,

y ���
��� δ0 � �
	���
����J�-��./(6�FWX� � 	<�

6,Z���K�

δ0(α) = δ0,α =

{
1 α = 0
0 α 6= 0.

èt� # y ψ|
=��", � � % ���K�"( � ��=?�
'�( � � � �K��
��"./	�� D =?�
;�./�_��'�(�	-���?=?�{
�� # y (ψ|)

−1 (K�",�� D�B �

ψ| ∗ (ψ|)
−1 = δ.

� ( # � � ��	-�/,3� D�B � =?�
;�./� � % ���K�"( � � ψ|
=?�
'�( � � � �K��
��"./	�� D ( � % � � �-.����Ç�/	�(6��� % � .!��
?=s�T»¤ 0 Ú:V2=?�
'�($� � � � � # ���"	Z�z��.!� � � � � ./	<�?=©��+-	-,:
?=s�q
�� # y Ad�?= 0&u �-��¯<	-�/+3=s�8�M
�� # y «

m = δ − ψ|

� �K�"�8' % . � (
mk = m ∗ . . . ∗m︸ ︷︷ ︸

k

.

� 5 � 
�����' % ��'�� # 
H� � ���I�"./	-���8'������6� y f ��+-�I�"	-	�� D�� (����
���I�"���

(ψ|)
−1 = (δ −m)−1 ∼ δ +m+m2 + . . .+mk + . . .



u �-��� B 	 � ;6
�� # (6� y � '������6� y +M���"=s� �������M'���� � � � �����
�!�".�� ô�0ËF}"`3xqm2�ir-vRÑ_ÖdÝ
f ���

Kg

V =

(
1 −1 0 0 −1 1
0 0 −1 1 −1 1

)

£ +-	-,:
?=�� B(·|V )
=?�
'�(�'����J��(�����
��
	�� � � y .��
�-���ª�����K� � 	���'�(6� % +3= # 
����N	 � ;�	-�/,�+q«

-3 -2 -1 0 1 2 3
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0

1

2

3

Nośnik funkcji
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Wartości ciągum2

�����
�"=s� � =s���U(6���K�"�F	���'�(6� % +3= # 
 # �-��¯<	-��
?=?�3«
�Ma:Õ�b2cd^���r>Ñ_Ö�ð
f ���

Kg f ∈ C(Rn) 0 GX��¯<	-�/+3=?���8�M
�� # y

(3.9) r% = δ +m+m2 + . . .+m%



� �K�"� � % ���K�"( � � ÷ knr-o�c���c�b�]�aZ}"j�[��dr-^��
c Q% = Qψ,%

Q%f(x) = ψ ∗′ (f ∗ r%) =
∑

α∈Zn

(f ∗ r%)(α)ψ(x− α) x ∈ Rn.

¾ ,3�"�
+3=?��'���� D3B � % ���
�E(K�", % ���
�"=?��(6�?=l�-��¯<	-��
?=s� � % ���K�"( � �K� Q% ��� y ����	-����	-���S�®	�(6��� % � �.!��
?=s�$T»¤ 0 Ú:V��I�I� � � � � # ���"	-��� ��.!� � ����. � � �!�"	<5 � '�( � % 	-�!�I	-��� � ����,�'���� y � 	<� B %ψ D7��/.��
%≥%ψ 02� ��5���T»¤ 0 Þ V � ���
	���
����H	��"�º=?�
��	 � 
����
;�	-�����". y � ����(��¹	�� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,��� � � � �/	-���

��!� 0

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaOÑ7Ö»Æ�ß ¢ êS+���'�� � �/	�(6��� % � .d��
?=���¦
Przy powyższych założeniach o funkcji ψ niech %≥%1, gdzie %1≤%ψ. Wówczas

operator Q% jest operatorem identycznościowym dla wielomianów co najwyżej stop-
nia %1, mianowicie

(3.11) Q%p = p dla p ∈ Π%1 .

Jeśli ponadto funkcja ψ jest symetryczna, to
T»¤ 0 ¨3¨�V zachodzi dla

2%≥%1 − 1.

G � � 5��M(6� y � ( � �����6������	-�!� � ��	-�/,3�E�F� � 5�
6g@.����I�"(65 �F0
Ã�a�ePr�]UÑ_Ö�Æ-È
Przy założeniach twierdzenia

¤ 0 ¨�ë zachodzi:
Q%p| = p|.

Dowód 0 W � ���
��'�(K�"= # 
X�8��.����J��	Z(K�"��	���
6g � A���'�	 � ;6
��n' % . � (�+ % � ,3�"�
+3=?���8� D�B �

Q%p| = (ψ ∗′ (p ∗ r%))| =

= ψ| ∗ (p| ∗ (δ +m+ . . .+m%)) =

= (δ −m) ∗ (δ +m+ . . .+m%) ∗ p| =

= (δ −m%+1) ∗ p| = p| −m%+1 ∗ p|.
� ��'�(K�"�6
��
�U+<� � � � ��	-���F(6���K�"� D-B �

(3.13) deg(p ∗m) < deg(p),



� �Y% ���
� % ����,�+@'����J��(�����
��
	Z��� D-B �

(3.14) deg(p ∗m) < deg(p) − 1.

� 5 � 
�����'�� � � �����
m%+1 ∗ p| = (p ∗m%+1)| = 0,


��
��./�
Q%p| = p|.

GH.!� % � � '�( � (s� � y �K�"	-��
��
����� '����$� � � ��� �!�"��+ n = 1 02f ���

Kg p(x) = xk 0n� 5 � 
�����'

p ∗m(x) =
∑

j∈Z
m(j)p(x− j) =

∑

j∈Z
m(j)(x− j)k =

=
∑

j∈Z
m(j)

(
xk +

(
k

1

)
xk−1(−j) +

(
k

2

)
xk−2(−j)2 + · · · + (−j)k

)
=

xk
∑

j∈Z
m(j) + kxk−1

∑

j∈Z
m(j)(−j) +

(
k

2

)
xk−2

∑

j∈Z
m(j)(−j)2 + · · ·

· · · +
∑

j∈Z
m(j)(−j)k.

� � 	-��� � � B ∑

α∈Zn

m(α) =
∑

α∈Zn

ψ(α) − 1 = 0,

� ���

8	-�����65 � 	 � ;6�MT»¤ 0 ¨�¤:V�=?�
'�(S' % ��A!	-� � 	��I��.!� � ����. � � �!�"	Z+O(s� % + p(x) = xk 0 � ( # �
� ��	-�/,3� � 	��4��.!�U� � � � ./	<� y � � ����. � � ���"	�+ p 0 9:�
��	 � 
����
;�	-��� D =?�
;�./� ψ =?�
'�(H��+-	-,:
?= #'����J��(�����
��
	 # D ( � m(j) = m(−j) 0 � ( # � � ��	-�/,3� DZB �H'�+-�I� % ���
� xk−1 =?�
'�(��65 � 	������� �-D 
��
��./�q����
Kg � �-���&T»¤ 0 ¨�õ�V 0

�
Ã�a�ePr�]UÑ_Ö�Æ-× ¢ � A���'�	 � ;6� % ������� ����	-	 � ;6
��®¦ ¢ �t¦
Jeśli f ∈ S(ψ), to

(3.16) f ∗′ ψ = ψ ∗′ f.

Dowód 0 � � 	-��� � � B f ∈ S(ψ) D � ���

{��'�(�	-���?=?�{
�� # y a = {aα}α∈Zn

(K�",�� D-B �

f = ψ ∗ a.



� 5 � 
�����'
(ψ ∗ a) ∗′ ψ = (ψ ∗ a) ∗ ψ| =

= ψ ∗ (a ∗ ψ|) = ψ ∗′ f.
�

Dowód twierdzenia 0�u .����I�"(65 ��� ��	-�/,�� D�B � � ��'�(K�"�6
��
�{+<� � � � ��	-���©	���'�(6� % + �= # 
 # �/� % ./�/,3��
?=?� 0 9:�
;�./��� � �S� � � � ./	<� � ����. � � �!�"	�� p, q ∈ Π
� y �������"= # '�����	��$,��K��
����
��:A!, � � �/(6�?= D (»= 0 p| = q|

D ( � � 5 � 
�����' p = q D y ��� B � 5 � 
�����'X�E.����I�"(�+\¤ 0 ¨ Ù Q%p=?�
'�( � ����. � � �!�"	<��� D ����;$�F.����I�"(�+�¤ 0 ¨�³ Q%p| = p| 0©u �"(6���

Q%p = p.

G � � 5�� % � � � B '����?=��/� % ./�/,3��
?=s� � ��	-�/,3�©	 %q0 ��( � �����6������	-�!��§H��� � 	��&./+-�F����� % � ;��6�
� �	-� � �J( � �����6������	-�!�@�&��� � +-(K� 0 GH.!� % � � '�( � (s� � y �K�"	-��
��
�����P'����J� � � � 5�
6g � ��� � ��"�65 � D n = 2 0¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda � aZ`:[�k_]
Wielomian dwóch zmiennych p(x, y) faktoryzuje się poprzez wielomian liniowy

Ax+By + C, tzn.

p(x, y) = (Ax+By + C)w(x, y)

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian p(x, y) zeruje się na prostej l określonej rów-
naniem Ax+By + C = 0.WX.!��'���
��
	<�@( � �����6������	-���O�&��� � +-(K����.!� � ����. � � �!�"	<5 � =?�
��	<�?=J�
� ����	-	<�?=J�/� %��./�/,�+3=?� D-B � � ����. � � �!�"	O� � 5�
6g@�
� ����	-	���
6g p(x, y) � ��
�����(s�M� � % � � '�(6�?= l ������+3=?�8'����	��z(6�?= % � � '�(6�?= � (6�
���P�t(s��./, � � (6�
��� D y ��� p ������+3=?�U'���� � deg p + 1 % +-	-,�(K��
Kg
% � � '�(6�?= l 0Fu �"(6���ò=?�
;�./�2� � �I� � � � ./	<� � ����. � � �!�"	Z� p, q ' # ���-��	�(i��
��
	<� � ���<� � �6�
�
Zn D ( � � ����. � � �!�"	 p−q ������+3=?�©'����t	���	-���
'�, � )<
�����	-��� � ����./+ % � � '�(s��
6g x = k D y ���
���
k ∈ Z 0l� � ���

{( � �����6������	-�!�J�&��� � +-(K� ( � =?�
'�(�=?�
����	-���X� ��B ./� � � D =?�
;�./� p− q = 0 0

�
f �z���", � )<
�����	-���4(6� y � � � �����
�!�:A!+ % � �<�"���@=?�
'���
����8=?�
�-��	��/	Z(6���6�
'�+3= # 
��P���",�( 0¾ ,3�"�
+3=?��'����l� � � ����� D�B ��ýZ+���'�� � ' % . � (_�:' % . � (q� y �������"= # '�������.!�©��+-	-,:
?=s�3� % �����
'�(�������	-�

S(ψ) ∩ Π 0 °q���I�"( % � � � '�(K� � �/�8�z�7���E� � � � ��+ 0 ¾ �-'��<A��"���z� � % �K��
�� ¢ �&§$¦ � �K�"�� � '���
���� y 5�./	-���F��.�� y �"	<
K,���� y � � � � � ��+z� % �K��
�� ¢ § � ¦ 0
Ã�a�ePr�]UÑ_Ö�Æ<Ý
Zachodzi następująca równoważność

ψ ∗′ p ∈ Π ⇔ ψ ∗′ p = ψ ∗ p.



4. Aproksymacja

GH.!�U��+-	-,:
?=s��, � ,�� � (�	-��� �65 B 	-��
��
, � � �"./	Z��
Kg � ' % � '65��P
�� # y A!�O��(K�",���
Kg DqB � ��
6g
% � 
Kg � ��	<�8
�� # '�(�, � � �F� � �����
��+ k ' #�%�� 
��:A!, � � �"./	<� D �$% � � � ���-²���� � �
	���
�����	-���

|f |j,p =


∑

|α|=j
‖Dαf‖pp




1/p

� �K�"�
‖f‖k,p =

∑

0≤j≤k
|f |j,p.

u �-��5��X(K�",���
Kg���+-	-,:
?=s� � �
	���
��
�8� % ������� W k
p 0 �������
'�(�������) W k

∞
�-��¯<	-�/+3=?�����O�"	�� �. � y ��
��
	-���3«

|f |j,∞ =
∑

|α|=j
‖Dαf‖∞

� �K�"�
‖f‖k,∞ =

∑

0≤j≤k
|f |j,∞.

þ4|�r-~�r7Ö u �"� � ��
����"=7'������ � .���� W k
p
� ��	���
����"���{j2}"`:aZo
]�}"`:a�ÿ Á [���[��da:|Er7Ö©èt�
��(6��. �	-�/,3� D ,�(65����\	-���4�
	���(6� � ���/������'�(������-+<
?=s� D �8+<'��$�����<� � �".!��� % � � � B '����O�-��¯<	-��
?=�� D

% � � �/� �FB ��	 %q0 Tdõ 0 ¨ Ù V7=?�
'�( % �K� � ���
� � �H��.!� % �����
'�(�������	-� � � � � .�� � � 0��>% � � � ������� �	-���F� � (s��
6g % �����
'�(�������	-�q�
	��"=?���
���F
��
��(6��./	-�/,4	 %q0-� ¢ � ¦ Dq¢ � � ¦ D_¢ L ¦ 0
u �:Ad5 B ��� DqB �E�<�"	���=?��'�({
�� # y A��I��+-	-,Z
?=�� ψ � � � �"��(i���Í	 � ;�	-�/,�+ D ' % ��A!	-�!�"= # 
��

� �"��+-	<��,7« ∑

α∈Zn

ψ(· − α) = 1,

,�(65��K� � ��( � �"����� � ����. � � �!�"	Z�z��.!� % � � 	<� y � %ψ 0GH.!�
h > 0 � �K�"�F+<'�(K�". � 	<� y � %≥%ψ �-��¯<	-�/+3=?���8� � % ���K�"( � �

(4.1) Qh = Qψ,%h f =
∑

α∈Zn

(f1/h ∗ r%)(α)ψ(·/h− α),

y ���
��� D % ���
� % � � 	-� =s�8� D
r% = δ +m+ · · · +m%

� �K�"� m = δ − ψ| 0 GH.!����+-	-,:
?=s�q'����J��(�����
����?= % ���
�"=s��+3=?���8�7«

%≥%ψ − 1

2
.



u �"+ � � B ��� D<B �F� � �-��¯<	-��
?=s� � % ���K�"( � �K� Qh � ��'�(K�"�6
��
�U	��"�ª�
	��"= � � � ;6� � �"��( � ;6
����+-	-,Z
?=s� ��% +-	-,�(K��
6gz,��K�"( � � ��
Kg hZn 0 � � 	�����( �-D ��.!� � ����. � � �!�"	<5 � 
 � 	��"= � � B �?='�( � % 	-�!� %ψ � % ���K�"( � � Qh =?�
'�($�/�<��	�(s��
��
	 � ;6
�� # D % � � 0 T»¤ 0 ¨3¨�V D y ��� B

(4.2) Qψ,%h (f)(x) = Qψ,%(f1/h)(x/h).

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda�Ô_Ö!Ñ
Niech 0≤k≤%ψ oraz 1≤p≤∞.
Wówczas istnieje stała C zależna od funkcji ψ oraz wymiaru n taka, że dla

f ∈W k+1
p ,

‖f −Qhf‖p≤C hk+1|f |k+1,p.

Dowód 0�u ��
��
	-������� � � % ���
� % ����,�+ p = ∞ 0º� '��
��'�(�,����z'�(K�:Ad� � � � � � ���
����7�
���
�����8� � �
	���
������ % ������� C 0 ÐH'�(K�"./������+-	-,Z
s=?� f 0U� �
²����>� � � � ./	�� x ∈ Rn� �K�"�F��� � � � ��+ � ����. � �K� � ����. � � �!�"	 � �
��. � �K� Px '�( � % 	-�!� k ��+-	-,Z
s=s� f «

Px(y) = f(x) +
∑

|α|=1

Dαf(x)(x− y)α + · · ·+

(4.4)

+
1

k!

∑

|α|=k

k!

α1! · · ·αn!
Dαf(x)(x− y)α.

¾ 
��
� � ��;6
����
f(x) = Px(x).� ( # � � �K�"�F� � A���'�	 � ;6
��nýZ+���'�� � �/	�(6��� % � .!��
?=s� � ��	-�/,3� D�B �

|f(x) −Qhf(x)| = |f(x) − Px(x) − (Qhf(x) −QhPx(x))| =

(4.5)
= |Qhf(x) −QhPx(x)| = |Qh(f − Px)(x)|.� � 	-��� � � B ψ =?�
'�(X��+-	-,:
?= # � � � �"��(i���h	 � ;�	-�/,�+ D � ���

E��'�(�	-���?=?�J'�(K�:A�� N (K�",3� D_B �	 � ;�	-�/,I��+-	-,Z
?=s�-=?�
'�(&��� � �"��(i� � ,�+-./� � % � � � ����	-�/+ N D (»= 0

(4.6) ψ(x) = 0
��.!� ‖x‖ > N.

� � 	�����( � ψ =?�
'�( � y �K�"	-��
�� � 	�� D � ���



(4.7) ‖ψ‖∞≤C.

u �"(6���N�UTdõ 0 ¨�V D Tdõ 0 Ù V D Tdõ 0 Ú:V � �K�"�UTdõ 0 Ü V

|f(x) −Qhf(x)| = |Qh(f − Px)(x)|≤



≤
∑

α∈Zn

|((f − Px)1/h ∗ r%)(α)||ψ(x/h− α)|≤

≤C sup
‖hα−x‖<hN

|((f − Px)1/h ∗ r%)(α)|,

y ��� B �OTdõ 0 Ú:V ψ(x/h − α) = 0 D2� �/.�� ‖x/h − α‖ > N 0 §S5 � 	-��� B ��Tdõ 0 Ú:V � �K�"�
% � '�(K��
��q
�� # y + r% � ��	-�/,3� D�B �

r%(β) = 0
��.!� |β| ≥ %N.

� ( # �z��.!� ‖hα− x‖ < hN

|((f − Px)1/h ∗ r%)(α)|≤
∑

|β|<%N
|(f − Px)1/h(α− β)r%(β)|≤

≤C
∑

|β|<%N
|(f − Px)(h(α− β))|.

9:�
;�./� |β| < %N D ( �
|hα− hβ − x|≤(%+ 1)hN,

���"(6��� % ���
�"=s��+3= # 
 L = (%+ 1)hN D ��� � � � ��+ � �
��. � �K� � (����
���I�"���7«

|(f − Px)(h(α− β))|≤Chk+1 sup
|β|=k+1

sup
‖x−y‖<L

|Dβf(y)|,


��
��./�
|((f − Px)1/h ∗ r%)(α)|≤Chk+1 sup

|β|=k+1
sup

‖x−y‖<L
|Dβf(y)|.

u �"(6���

(4.8) |f(x) −Qhf(x)|≤Chk+1 sup
|β|=k+1

sup
‖x−y‖<L

|Dβf(y)|,


 � , � )<
��
�Q� � � 5Z�R��.!� p = ∞ 0º� � � � � ���
������.!� p < ∞ � ��, � ���
��'�(�+3=?�@'��/�
% ����� � '�� # 
����
;6�F� � � � ��+ 0 èt�
��(6��./	-�/,3� � �-'��<A��"���4� � % �K��
�� ¢ G L ³�¦ D % � � 0 ¢ �&GE¨�¦ 0

�
u �����<�"=s���X( � ( � �����6������	-��� �>% ���
� % ����,�+ % +<�-��A!, � � ��
6gF��+-	-,:
?=s� y ����(s��
6g 0�u �-��¯<	-� �+3=s���4o
xnePa:]�}�xq^:`Zbq�>jlknv2a-�im�[�|E�O�sk2bnm�^���wz~�cdw:]��

(4.9) NV(x) = N(x|V ) = B(x+ cV |V )

� �K�"� �$% � � � ���-²���� � % ���K�"( � � % ���
� % = 0

(4.10) QVh f =
∑

µ∈hZn

f(µ)Nh(· − µ|V ).



�����
�"=s� � =s���
Ωx = h suppNv + x.

u � � � � ��+zõ 0 Þ�� ��	<�®,3��«
� bncd[�o�a�m�ÔqÖ�Æ�Æ
Jeśli %V ≥ 1, to istnieje stała C taka, że dla dowolnej funkcji f ∈ W 2

∞ oraz
dowolnego punktu x ∈ Rn

(4.12) |f −QVh f(x)|≤C h2 max
|α|=2

max
x∈Ωx

|Dαf(x)|.

u �"� �!��'�( � ��./��
������ (fh∗r%)(α) D ,�(65��K��( � � ����./, � ;6�©���".�� B � � � � �"��( � ;6
��Z��+-	<,:
?=s���	�� ,��K��
����
hZn D � ��B 	�� � � � � � B ��� % � � 	<� � % ���K�"( � ���@
��:A!, � � � ¢ W ¨ � ³�¦ 0 G{�"=?�F( �� ��B ./� � � ;6�I���-��¯<	-� � � �"	-�!� � % ���K�"( � �K��� % � � ,�'����I��
?=s�&��.!�z'������6'����?={,�.!��'��O��+-	-,:
?=s� D	 %q0 � % �����
'�(�������	-� � � � � .�� � � 0§ � � % � 
��
	-������� � �{, � 	<'�(���+-,:
?=s����+-	-,Z
?=s� Γ � �����<�"	<�?= y A����-, � ;6
�� C l(Rn) D�� 	 � ;�	-�/,�+� � �"��(i��� D ,�(65��K� ' % ��A!	-�!� � �"��+-	<��, D

(4.13)

∫

Rn
xαΓ(x) dx = δ0(α) 0≤|α|≤k,

% � � 0 ¢ �&GE¨�¦ D 
��
��./�n��.!� � ����. � � �!�"	�+ p ∈ Πk

(4.14)

∫

Rn
p(x)Γ(x) dx = p(0).

� (s���Ï

��.®+�	-���

6g
Ξ
���
���
���8� � ���
�/	 # � � % +<'���
����"./	 # D ��.!� ,�(65��6�?= %Ξ≥l 0�u �-��¯<	-� �+3=s���U�/. � 
��
��	@'�,3�".!�"��	Z� � � % � � �!���<�"= # 
��M� � ���
�/	-���8� � % +<'���
����"./	<�?= Ξ

«
p, q ∈ Πk

D

< p, q >Ξ=

∫

Rn
p(x)q(x)B(x|Ξ) dx.

� �
+-,3�"��� � ����. � � �!�"	�+ w D ,�(65�����=?�
'�( % � '�(K��
��

w =
∑

|α|≤k
aαx

α

� �K�"�F(K�",���� y �-D-B �
< w, xα >Ξ= 0

��.!�
0 < |α|≤k

� �K�"�
< w, 1 >Ξ= 1.



�©� � ��./��
��
��� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,�� aα D ��+<'��/�8� � �-./��
��
���P	���'�(6� % +3= # 

�P�/. � 
��
��	Z�'�,3�".!�"��	<�3«
< xα, xβ >Ξ

D 	 %q0 �IT?¨ 0 Ù V 0�f ��'�(6� % 	-���{� � � � � # �
+3=?�����4+-,<A����M�65 � 	��")

δ0(β) =
∑

|α|≤k
aα < xα, xβ >Ξ .

ÐS,<A����R(6��	º�I�z=?�
��	 � �
	���
��
	<�>� � � � � # ���"	<�/� D y ��� B � ����. � � �!�"	Z� xα, |α|≤k D ' #���"� #E� Πk 0©u , � 	<'�(��6+-,:
?=s�7��+-	-,Z
?=i� w � ��	-�/,3� D�B �X��+-	-,Z
?=��

Γ(x) = w(x)B(x|Ξ)

' % ��A!	-�!� � �"��+-	<��,PTdõ 0 ¨�¤:V 0tf ���

6g rh ���
���
��� � % ���K�"( � �6���ª� � � B �"	-�!� ¢ W ¨ � ³�¦i«

rh : Wm
p → Zn

�<�"	���� � � � �6���z«

rh(f)(α) =
1

hn
(f ∗ Γh)(hα), α ∈ Zn.

9:�
;�./�
p ∈ Πk

D ( � �UTdõ 0 ¨�õ�V

rh(p)(α) =
1

hn
(p ∗ Γh)(hα) =

1

hn

∫

Rn
p(hα− y)Γ(y/h) dy =

=

∫

Rn
p(hα− hy)Γ(y) dy = p(hα),

u �"(6��� � % ���K�"( � � rh ����
Kg � � +3=?� � �"��( � ;6
�� � ����. � � �!�"	<5 � 	���,��K��
���� hZn 0 � ( # �� % ���K�"( � �
Kψ,%
h (f)(x) =

∑

α

(rh(f) ∗ r%)(α)ψ(x/h− α),

=?�
'�( � % ���K�"( � �6���ÏýZ+���'�� � �/	�(6��� % � .���
��"=s	���� 0� ( # � % ���
�4���:A ��B ��	-�!��
Kg@( � �����6������	-�!� õ 0 ¤E����
6g � ���
�

(4.15) ‖f −Kψ,%
h (f)‖p≤C hk+1|f |k+1,p.

�P% � � � �����
�/�8�{(6���K�"��� � ��+�A y A�����, � ;6
�� 0 �&�
���
��� � 	{����'�(6� % � � ��� % �K� �$# '�(�� � 	<�	-�����65 � 	 � ;6
��©Tdõ 0 ¨ Ù V&��.!� '������6'����?=©,�.!��'��I��+-	-,:
?=s� 0 9:�
;�./� f ∈ Lp(Rn) D ( �

ωk,p(f, h) = sup{‖∆k(y)f‖p : ‖y‖≤h},
y ���
���

∆k(y)f(x) =
k∑

n=0

(−1)k−n
(
k
n

)
f(x+ ny), x, y ∈ Rn.



� � � � B '����$� � � � � B �"	-�!� % � � � ����� # � � 	���'�(6� % +3= # 

� y � ( � �����6������	-�!�{+-� ��B ./� � �!� �= # 

� y � � % � � ,�'����I��
?=?� �Y% �����
'�(�������	-�!��
6g Lp 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda ÔqÖ�Æ�Û
Niech %≥%ψ. Dla funkcji symetryczej przyjmujemy:

%≥%ψ − 1

2
.

Niech 0≤k≤%ψ oraz 1≤p < ∞. Istnieje stała C taka, że dla dowolnej funkcji
f ∈ Lp

‖f −Kψ,%
h (f)‖p≤Cωk+1,p(f, h).



5. Twierdzenie StrangaΨFixa

� � � �����
�!�".��8¤8�7õ % � ,3�"���"./��;��8� D�B �S��+-	-,Z
?=?� � ��( � �"�����"= # 

� � ����. � � �!�"	��>T»¤ 0 Ù V�I�"= # � � �-�6� � A���'�	 � ;6
��q� % � � ,�'����I��
��"=s	<� 0 ¾ ,3�"�
+3=?�X'���� DZB �S����
Kg � ���
�7( � �����6������	-���� � � � � (�	<� 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda>×�Ö»Æ
Niech ψ będzie funkcją ciągłą o zwartym nośniku. Wówczas następujące warunki

są równoważne:Td�dV
Transformata Fouriera funkcji ψ nie znika w zerze; ψ̂(0) 6= 0 oraz dla |α|≤ρ−1

Dαψ̂(β) = 0, β ∈ Zn \ 0.

Td�/�dV
Dla każdego wielomianu q ∈ Πρ−1 istnieje stała c 6= 0 oraz wielomian w

stopnia mniejszego niż wielomian q taki, że

ψ ∗′ q = c q + w.

Td�/�/�dV
Dla każdego 1≤p≤∞ istnieje stała C taka, że dla każdej funkcji f ∈ W ρ

p ,

istnieje ciąg ah = {a(µ)}µ∈hZn taki, że

((5.2) ‖ f − ψh ∗h ah ‖p≤Chρ‖f‖ρ,p

oraz

(5.3)
∑

µ∈hZn

|a(µ)|p≤Ch−n‖f‖pp.

Dla p = ∞ warunek ten przyjmuje postać

(5.4) sup
µ∈hZn

|a(µ)|≤C‖f‖∞.

§S5 � 	 � � � B 	 � ;6� � �"��+-	-,:5 � Td�dV � �K�"�ITd�/�dVt+<� � � ����	-�!� '����X'�( � '�+3= # 
 � ��5���� � ��' �' � 	�� D % � � 0 .����I�"( Ò ³ 0
1 � % ./�/,3��
?=?�MTd�/�dV ⇒ Td�/�/�dV % � ,3�"���"./��;��8� � ( �F0 õ 0 ³ 0�u �"+ � � B �8� D7B ���I�"�8�O�". y � �����(��N	���(6� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,�� 0
1 � % ./�/,3��
?=?�zTd�/�/�dV ⇒ Td�dVH+<� � � ����	-�!�z'������-� � � # 
 p = 2 � �K�"� , � 	-,��6��(�	 # ��+-	-,Z
?=?�

f 0 èt�
��(6��./	-�/,�� ��B �4��� % � �
	����z'����4���4'���
���� y 5ZA��"� � �æ% �K��
���
6g ¢ � £ ¦ 0l� % �K��
��Ò 0 § � 	�� % � ,3�"���"	 �-DnB � � ��B 	�� � '�A��"�-��� � �"��+-	-,�� � ��'�(6� % +3= # 

� ��% +-	-,Z
����@Td�/�/�dV 0



L �!�"	 � � ��
���� D � ��'�(K�"�6
��
�����:A ��B ����T Ù�0 ³:VJ��.!� p = ∞ 	-��
z	-���@���",<A����<�"= # 
 � ��� �
Kg � � �"	-�/+ � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 �F0 � � 	-��� � � B % �K��
��t=?�
'�( � % +-�-./�/, � � �"	�� � 
�����' � % ��;�� ���� (�+<���!� L �"(�g<���I�"(���
�� � ���<� � �"	���� � � � .�'6

� D 
��
��(6��./	-�/,:5 � � �-'��<A��"�8��� � ²��65Z��A�� 0¾ '�(K�"(�	-� � § 0 ê 0 93�!�J+ � y 5�./	-�dA�(6��	��6���
+-./(K�"( 0 � � ,3�"���:A � 	 D�B �S=?�
;�./�2��.!�J+<'�(K�". � 	<� y �
1 ≤ p ≤ ∞ ����
Kg � ���
� � �"��+-	<��,QT Ù�0 ³:V D ( � ��+-	-,Z
?=��I(K�U��+<'���' % ��A!	-�!��� � �"��+-	-,����
% +-	-,�(�+�Td�dV©	��"�
� � �"	<� � ./�/(6���K�"(�+-����� � �"��+-	-,3�"� � � (��K�"	 y � �£ �®ö<� 0þ4|�r-~�r7Ö u ( � �����6������	-�!� � ��	-�/,3� DZB � % �����
'�(�������	-���H� � � % ����(6� % �������H(��K�"	<'�.!��
?=?�t=?�
� �	<�?= % �����
'�,3�". � � �"	<�?={��+-	-,:
?=s� ψ �I�"= # � � �-�6� � A���'�	 � ;6
��$� % � � ,�'����I��
��"=s	<� � (6�
����l(s��./, � � (6�
��� D y ���z��+-	-,Z
?=�� ψ � ��( � �"����� � ����. � � �!�"	Z� 0 �������
'�(�������	-��� (K�",�����, � 	 �'�(���+-+3=?�{'���� � (6� � ���/�_���".���, � �K�"� � �J��( � ���
���F��.����J��	�(65 � '�, � )<
�� � 	���
6g 0G � �-����
Kg % ���
��,<A����-5 � ��+-	-,Z
?=s� � % � � � B '��
��
6g � A���'�	 � ;6
��!��
Kg8� � '�(K�"�6
����"= #&% +<�-��A!, � � ���+-	-,Z
?=?� y ����(6� 0



6. Algorytm rozdrobnienia

Ò . y � ����(��h� � ����� � �-	-����	-�!��T»�"	 y 0 subdivision algorythm V D � � � 0 ¢ GXGX°7¦ D '�A!+ B �� ���
���
�O�/	-	���� ��� � y �K��¯�
��
	<� y � % �����
�-'�(K� � ����	-�!� % +<�-��A!, � � ��
6gP��+-	-,:
?=s� y ����(s��
6g 0¾ % �"��(s�S=?�
'�( � 	E	��S(s��� D � B % +<�-��A!, � � �S��+-	-,Z
?=�� y ����(K� BV =?�
'�(l'K�"� ��� ��( � �"�����"./	�� 0
L �!�"	 � � ��
���� D �d+<	-,:
?=?� BV � ��B 	�� � ��( � � ���
���@��� % � � � 
 # , � ���-�/	���
?=s�S./�/	-� � � �?=
% �����
'�,3�". � � �"	<�?=©��+-	-,Z
?=s� BV � �K�"��=?�?=t(��K�"	<'�.!��
?=s� % � ,��K��
����

{Bh(· − µ|V ) : µ ∈ hZn}, h = 1/k.

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaOÛ7Ö»Æ
Załóżmy, że dana jest funkcja

G(x) =
∑

α∈Zn

a1(α)B(x− α|V )

dla pewnej rodziny dopuszczalnej V . Wówczas dla dowolnego k ∈ N \ {0} oraz
h = 1/k istnieje ciąg współczynników ak = {ak(µ)}µ∈hZn taki, że

(6.2) G(x) = Bh(·|V ) ∗h ak.

Przy czym jeśli %V≥1, to
T»Ú 0 ³:V zachodzi dla każdego x ∈ Rn. Jeśli %V = 0,

to
T»Ú 0 ³:V nie zachodzi jedynie w zbiorze nieciągłości funkcji występujących w tym

równaniu.
þ4|�r-~�r7Ö � % � '65�� � ��./��
����"	-�!�P
�� # y + � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,:5 � ak

	��"�
� � �"�8�Q�". y � ����( ��J����� � ����� � �-	-����	-�!� 0l� ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,��Z(6� y � 
�� # y +E� # B #�% ���
� k → ∞ � � % +-	-,�(65 �
% � � ��������
Kg-	-� G(x) 0 � ( # �M	��"�
� � �"���E=?�FePr-o�m�� 0
u �:A ��B ����� D-B � % ����� � '���� n ��� ��,�( � ���4� V ' # ���"� # '�(K�"	<�<�"�6� � �&# � Rn D

(6.3) v1 =

(
1
0

)
v2 =

(
0
1

)
.

�P% � � � ���-²��8� � % ���K�"( � �l����'�,��6��(�	<� y � ái
��:A!, � � �"	-�!��â � ,�������+-	-,�+ � ��,�( � �K� y ∈
Zn D-� ,��6�
;�. � 	Z�4	��E
�� # y ��
6g

b = {b(µ)}µ∈ 1
k
Zn

�{,�� � ,������ 1/k � � �"��( � ;6
��!��
6g ��% �����
'�(�������	-�2
�� # y 5 � «

(6.4) (Ik(y)b)(µ) =
1

k

k−1∑

j=0

b(µ− j

k
y), µ ∈ 1

k
Zn.



ÄU�d~�[�}�x_]�e }"[�`:v2}"[��lb2cda�b2cdr

WX� � ,>¨ÐH'�(K�"./���
k 0 GH.!�E� � � � ./	<� y � µ ∈ 1

kZ
n ��'�(�	-���?=?�{� � ,<A�����	-���&=?�
�-��	 � ��,�( � � α ∈ Zn(K�",�� D-B �

0≤µi − αi < 1 i = 1, . . . , n.
GX��¯<	-�/+3=?�����M
�� # y c1 = {c1(µ)}µ∈ 1

k
Zn
D % ���
�"=s�8+3= # 


c1(µ) = a1(α).

WX� � ,4�6��,�+-�6��	<
��"=s	Z�GH.!�
2≤l≤s− n+ 1

�-��¯<	-�/+3=?���8�M
�� # y cl = {cl(µ)}µ∈ 1
k
Zn � � � �6���

(6.5) cl(µ) = (Ik(vl+n−1)c
l−1)(µ), µ ∈ 1

k
Zn.

�n� �����6������	-����Ú 0 ¨ � ��	<�®,3�E� % � 	-� B '���� y � ( � �����6������	-�!� 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaOÛ7Ö!Û
Przy założeniach tw.

Ú 0 ¨ oraz oznaczeniach algorytmu rozdrobnienia zachodzi
ak = cs−n+1.

Dowód 0Í1 	<��+-,Z
?=�� � � y .��
�-��� s 0 �&���8'�(��K�"(s� � y 5�./	 � ;6
��q� ��B ���8�4���:A ��B ��� D<B �

G(·) = BV (·).
GH.!�

s = n � �K�"� % ���
�8���:A ��B ��	-�/+�T»Ú 0 ¤:V BV =?�
'�(2��+-	-,:
?= # 
6g��"�K�",�(6������'�(s��
��
	 # , � '�(�,��
[0, 1]n 0I� ��, � 	Z+3=?������,�� � ,�¨I�". y � ����(���+\� � (����
����+3=?���8�CT»Ú 0 ³:V 04f ���

6g s > n 0
� 5 � 
�����'

BV (x) =

∫ 1

0
B(x− tvs|V \ vs) dt.

u ���:A ��B ��	-�!� �/	<��+<,:
��"=s	<� y � � ��	-�/,3� D�B �F��.!� 
�� # y +

cs−n = {cs−n(µ)}µ∈ 1
k
Zn ,

� (����
���I�"	<� y � % � % �������>�". y � ����(�� � � ����� � �-	-����	-�!�\��.!�>� � ���
�/	�� V \ vs
�$��+-	-,:
?=s�

B(·|V \ vs) D ����
6g � ���
�

B(·|V \ vs) =
∑

µ∈ 1
k
Zn

cs−n(µ)B(k(x− µ)|V \ vs).



� ( # � � (����
����+3=?���8�

BV (x) =

∫ 1

0

∑

µ∈ 1
k
Zn

cs−n(µ)B(k(x− tvs − µ)|V \ vs) dt.

f ��'�(6� % 	-���{� � �
�-� =��"���4
��:A!,Z� % �J� �-
��/	-,�+ [0, 1]
	�� � �-
��/	-,�� [nk , n+1

k ] % ���
�
n = 0, . . . , k − 1 D � % � % �������\���"� �!�"	<�\�
� ����	-	Z��
Kg�,3� B ���º�P(s��
Kg � �-
��/	-,Z5 �
% � '����������"�8��� �U� �-
��/	-,3� [0, 1] 0X� ���K�"� '�( � '�+3= # 
8���"� �!�"	<���
� ����	-	���
6g>�l�-��¯<	-��
?=?�
% +<�-��A!, � � �?=©��+-	-,:
?=s� y ����(6�?= D<� (����
���I�"�8�

BV (x) =
∑

µ∈ 1
k
Zn

(Ik(vs)c
s−n)(µ)B(k(x− µ)|V ),


 � , � )<
��
�4� � � 5��M( �F0 Ú 0 ÚE�_( �F0 Ú 0 ³ 0
�

ËF}"`3xqm2�ir-vRÛ_ÖdÝ
f ���

Kg

V =

(
1 0 1
0 1 1

)
.

� ���
	���
��
�8�4�I��'�,:�JT � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,��dV a2(µ), µ ∈ 1
2Z

2 D (K�",M�"�Z�

B(x|V ) =
∑

µ∈ 1
2
Z2

a2(µ)B(2(x− µ)|V ).
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Krok pierwszy algorytmu
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Następnie „całkujemy” w kierunku trzeciego wek-

tora, biorąc średnią z dwóch czynników
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Szukane współczynniki

9Z�",��
	��".��
²
���I��'�,:����.!�R� � � � ./	<�?=@�d+<	-,:
?=s� B(·|V )
� � % ���
��,<A������
���QÚ 0 Þ

% � ,3� B ���8� D =��",{���-��¯<	-� � � ���©,�� � , % ����� � '��
�8�". y � ����(���+�� � ����� � �-	-����	-�d� D =?�
;�./�Z� � ��� ��/	��
V
	-��� ' % ��A!	-�!�U���:A ��B ��	-�!�\T»Ú 0 ¤:V 0 ¾ y 5�./	-���J
�� # y c1 (K�",O� � �-�����K�"�8� DqB ��������.!�

% � ��� � ���
�/	Z�z� � % +<'���
����"./	<�?= W ⊂ V
����
Kg � ���
�dA���«

B(x|W ) =
∑

µ∈ 1
k
Zn

c1(µ)B(k(x− µ)|W ).

£�� ���8+�A�� (K��	-���$=?�
'�(�=?�
��	 � �
	���
��
	�� 0
ËF}"`3xqm2�ir-vRÛ_Ö�ð

� �
� �

�
�

� ��

��
��

�
� �

�
�
��

��
� �

v1

v2

1 1

1 1

Szukane współczynniki

f �/�

Kg
W =

(
2 0
0 2

)

� �K�"� k = 2 0�� 5 � 
�����' B(·|W )
=?�
'�(&��+-	-,Z
?= #
Kg��"�K�",�(6������'�(i��
��
	 # , � �����K�"(�+

[0, 2] × [0, 2].
� �
+-,3�"��� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,:5 �

c1(µ) : µ ∈ 1

2
Z2.

u �"+ � � B ��� D<B �

B(x|W ) =
∑

µ∈ 1
2
Z2

c1(µ)B(2(x− µ)|W ) =

= B(2x|W ) +B(2x− (2, 0)|W ) +B(2x− (2, 2)|W ) +B(2x− (0, 2)|W ).

ËF}"`3xqm2�ir-vRÛ_Ö�ñ
�����
�"=s� � =s���

k = 4 � �K�"�

V =

(
1 0 1
0 1 1

)
.

èt� # y a4 = {a4(µ)}µ∈ 1
4
Z2
D

B(x|V ) =
∑

µ∈ 1
4
Z2

a4(µ)B(4(x− µ)|V )

�I�E	���'�(6� % +3= # 

� % �����
�-'�(K� � ����	-���3«
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Maska

u �"+ � � B ��� D<B �{	��"=s�-./� B '����F� � ��� � �"��( � ;6
��n
�� # y + a4 �65 B 	-� # '����X	-��� � ���


�?=&	-� B� 1
4 0l�>%

� � � ���-²��8� � �
	���
�����	-���8��.!� µ, ν ∈ 1
kZ

n

|µ− ν|1 = max
j=1,2

|µj − νj |.

¾ ,3�"�
+3=?�F'���� D 
 � % � ,3� B ���8� D-B �{��.!� � � � � ./	<� y � k � �K�"� |µ− ν|1≤ 1
k

(6.10) |ak(µ) − ak(ν)|≤1

k
.

� � 	-��� � � B
B(α|V ) =

{
1
��.!�

α = (1, 1)
0
��.!� % � � � '�(��:A!��
6g α D

� ���

F��.!� ν ∈ 1
kZ

2

B(ν|V ) =
∑

µ∈ 1
k
Z2

ak(µ)B(k(ν − µ)|V ) = ak(ν + (1/k, 1/k)).

� ( # �

|ak(µ) − ak(ν)| = |B(µ− (1/k, 1/k)|V ) −B(ν − (1/k, 1/k)|V )|.
£ +-	-,:
?=�� B(x|V )

=?�
'�(q
�� # y A��&�:,3� � �:A!,3�"� �:./�/	-� � � � D % � � 0q% ���
��,<A����8³ 0 ³3¤ 0 � � 	-��� � � B=?�?= % � 
6g � ��	<��
�� # '�(�, � � �8' # � y �K�"	-��
�� � 	<� % �������S=?�
�-��	 D ���"(6���Ï��.!� |µ− ν|1≤ 1
k

�
( � �����6������	-�!�J°n� y �K�"	 y ��«

|ak(µ) − ak(ν)|≤|µ− ν|1 =
1

k
.



Ã�a�ePr�]UÛ_Ö�Æ�Æ
Dla dowolnej rodziny W , zawierającej rodzinę V z przykładu

Ú 0 ô oraz funkcji
G(x) =

∑

α∈Z2

a(α)B(x− α|W ),

zachodzi:

(6.12) |ak(µ) − ak(ν)|≤1

k
max{|a(α) − a(β)| : |α− β|1≤1},

gdzie |µ− ν|1≤ 1
k .

Dowód 0�u T»Ú 0 ¨�ë:V©	-�����65 � 	 � ;6�UT»Ú 0 ¨�³:V©����
6g � ���
�n��.!�E� � ���
�/	Z� W = V 0l� ��'�(K�"� �
��
�I(6���K�"� % � ,3�"����� D�B �X'6
6g<���I�"(S�". y � ����(��8+M� � ����� � �-	-����	-�!��á�	-��� % '�+3=?��â � '�����
 � �&��"	-�!�E�{(6���
�4.����I�"(�+ 0©u �"(6���N���:Ad5 B ��� D<B �

|cl−1(µ) − cl−1(ν)|≤1

k
max{|a(α) − a(β)| : |α− β|1≤1},

��.!� |µ− ν|1≤ 1
k
� �K�"� l > 2 0l� 5 � 
�����'

|cl(µ) − cl(ν)| = |Ik(vl+1)(c
l−1)(µ) − Ik(vl+1)(c

l−1)(ν)|≤

≤1

k

k−1∑

j=0

|cl−1(µ− j

k
vl+1) − cl−1(ν − j

k
vl+1)|.

� ( � '�+3= # 
{���:A ��B ��	-���F�/	<��+-,:
��"=s	<� D<� (����
���8+3=?�����4(6�����{.����I�"(6+ 0
�

f ��'�(6� % 	<�U( � �����6������	-��� % � �<�"=?�U	��"�Ç'��
���-, � ;6�I�
�-��� B 	 � ;6
�� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 ��". y � ����(���+z� � ����� � �-	-����	-�!� 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaOÛ7Ö»Æ�Ñ
Niech %V≥1 oraz VZs = Zn. Wówczas dla powierzchni

G(x) =
∑

α∈Zn

a(α)B(x− α|V )

istnieje stała C zależna od V taka, że dla ciągu ak = {ak(µ)}µ∈1/kZn otrzymanego

poprzez algorytm rozdrobnienia

(6.14) |ak(µ) −G(µ+
1

k
cV )|≤C

(
1

k

)
max{|a(α) − a(β)| : |α− β|1≤1}.



Dowód 0 G � � � � � ��+¹	-�����65 � 	 � ;6
��zT»Ú 0 ¨�õ�VJ=?�
'�( % � (��������-	��C	-�����65 � 	 � ;6��(i� % +T»Ú 0 ¨�³:VHT � � � y A��������"	-�/+ � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,:5 �º% � % �������F�". y � ����(��ò� � ����� � �-	-����	-�!�:V©��.!�� � � � ./	<�?=S� � ���
�/	Z� V 0Fu �:Ad5 B ������.!� % � � '�( � (s� D�B ��� � ���
�/	�� V ��� � �����K�U� � ���
�/	<�E�
% ���
��,<A�����+�Ú 0 ô�0�� 5 � 
�����'�«

|ak(µ) −G(µ+
1

k
cV )| = |ak(µ) −Bh(·|V ) ∗h ak)(µ+

1

k
cV )|≤

≤
∑

ν∈ 1
k
Zn

|ak(µ) − ak(ν)|B(k(µ− ν) + cV |V ).

� � 	-��� � � B 	 � ;�	-�/,���+-	-,:
?=s� B(· + cV |V )
=?��'�( � y �K�"	-��
�� � 	Z� D ���"(6��� � � '�(K�"(�	-�/�

� ���K� B ��	-�/+@'�+-��+3=?����� % � ν (K�",���
6g D-B �

|µ− ν|1 <
L

k
,

y ���
���F'�(K�:A�� L =?�
'�($�65 � 	�� % � A � � ���8��A!+ y � ;6
��2;��6�
��	-��
��4�
�-� � ��+ 〈V 〉 0 � ( # � � �K�"�8�T»Ú 0 ¨�³:V � (����
����+3=?���8�PT»Ú 0 ¨�õ�V 0
�

� � �<�"���Q(K�����"� % � � '�(6�@����'�( � ' � � �"	-���>�". y � ����(���+R� � ����� � �-	-����	-�d� 0 ÐH'�(K�"./�8�� � ���
�/	<�
V = {v1, v1, v2, v2, v0},

y ���
���

v1 =

(
1
0

)
v2 =

(
0
1

)
v0 =

(
1
1

)
.

f ��'��
���Y

��.����Q=?�
'�(_	��"����' � � �"	-���l��+-	-,Z
?=s� B(·|V ) 0 � � �<�"���F�". y � ����(�� � =?���
��,�+
L �"(�g<���I�"(���
�� � �K�"�\��� % �6������	Z(�+3=?����������'�+-	-,�� � (����
���I�"	<� � (s��� �". y � ����(�� ��� 0
L ��
�������� C1 � % � � �!���<���4���
���
��� � �"��( � ;6
�� � �É��+-	-,:
?=s�

B(·|{v1, v2}) D�� � % � � ���
� �	-� � «

• C2 ã B(·|{v1, v2, v0})

• C3 ã B(·|{v1, v1, v2, v0})

• C4 ã B(·|{v1, v1, v2, v2, v0}) 0
Ò . y � ����(�� � ��./��
����"= # 
�� � �"��( � ;6
��:, � .��?=s	Z��
KgX��+-	-,:
?=s�3�3��� % ��'�+3= # 
��&=?� � �I��
��������
�

40 × 40 � � y . # �<�E	���'�(6� % +3= # 
 � «�	��

��������������� { � ��������� }{  ��������� } !#" �
��
���$

���%&
��	� "
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'�( ����%���� � �  �!�! 
���%���� � �  �!�!�0 ��12�-�	�)��� �*3/4 �  *3/4
!�! �
{ 4 �5���5. } ! �

{ � �,�-����$�� } ! �
{  �,�-����$�� } !'�( �
'�( �

'�( ����$6��� � �  �!�! 
���$6��� � �  �!�!�0 ��12�-��%���� �*3/4 �  �!�! �
{ 4 �5���5. } ! �

{ � �,�-������� } ! �
{  �,�-������� } !'�( �
'�( �

'�( ���
�7��� � �  �!�! 
��
�7��� � �  �!�!�0 ��12�-��$6��� � �  *3/4
!�! �
{ 4 �5���5. } ! �

{ � �,�-������� } ! �
{  �,�-������� } !8:9
;/<�= � (�< $ ' �>�	�+� = � (�<�? �  �@ � 3�A { ���,� } !

Karol

1

Funkcja B(·|{v1,v2})



Karol

1

Funkcja B(·|{v1,v2,v0})

Karol

1

Funkcja B(·|{v1,v1,v2,v0})



Karol

1

Funkcja B(·|{v1,v1,v2,v2,v0})



7. Liniowa niezależność

� (i���Ø� � �����
�!�".�� % �����
�-'�(K� � �/���X=?�
����	-��� y Ad5 � 	<�$�6���
+-./(K�"(i�E��� � �"��(6� ��% �K��
��¢ G L ¨�¦ 0 G � � � ����(i��
Kg�( � �����6������)C' #z% �K��
 � 
6g�A � 	<	<� D ��
��
, � . � ����,���.����J��	�(K�"��	<� 0
f ���

Kg

DW =
∏

v∈W
Dv

�7�
���
��� � % ���K�"( � �6���N�65 B 	-��
��
, � � ���æ� � � # ���"	Z���N�X� � ���
�/	 # W 0lf �"=s� y �K�"�-	-���?=2= #����� �{� % ���K�"( � �K�X�65 B 	-��
��
, � � � y � KerDW
�-��¯<	-�/+3=?�$'����©	�� % �6�
�
'�(��6�
��	-������'�(������-+<
?=s� 0�&���P'�(��K�"(i� � y 5�./	 � ;6
��{� ��B ����� � ,��6�
;�./���4=s�O	�� % �����
'�(�������	-�{��+-	-,Z
?=s�X� � ,�� � (�	-����65 B 	-��
��
, � � �"./	Z��
Kg � ' % � '65��z
�� # y A!� D y ���
��� m = #W D

KerDW = {F ∈ Cm(Rn) : DWF = 0}.

f ���

Kg
Λ = {W ⊂ V : span{V \W} 6= Rn }.

� � �<�"���O(6���K�"�J( � �����6������	-���J�7�
� # 

� � � ��'�����������	-������( � �����6������	-�!�@³ 0 ¨ Ù�0Uu y � �-	-����MT»¤ 0 õ�V % ������� S(BV ) � �
	���
����"��� % �����
'�(�������)O� � � % ����( #I% ������� % �������E, � ���-�/	���
?=?�./�/	-� � � �F
��:A!, � � �/(s��
Kgz(��K�"	<'�.!��
?=s�_��+-	-,:
?=s� BV 0¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaPÝ�Ö»Æ
Niech V będzie rodziną dopuszczalną. Jeśli Π oznacza przestrzeń wielomianów,

to

(7.2) Π ∩ S(BV ) =
⋂

W∈Λ

KerDW .

�n� �����6������	-����( � % � � � '�(K� � �/���@�����E� � � � ��+ 0H� �65 � 	��"	-�/+QT Ü�0 ³:V���� � �����K�"	-���
� =?�
��	 # '�(�� � 	<�

Π ∩ S(BV ) ⊂
⋂

W∈Λ

KerDW .

� ��	-�/,3�I��( � �����K������	<���z³ 0 ô�08u � � �����K�"	-��� � ����+ y # '�(�� � 	<��+<� � � ����	-�!�4'����8�/	<��+-, �
��"=s	-��� � � y .��
�-���Î�/. � ;6
�� � ��,�( � �65 � D % � �65 � 	��"= ¢ G L ¨�¦ D�¢ é�¦ D/¢ �&éH§$¦ 0:� ��, � ���
��'�(�+3=?�'����H���",�( D�B �
⋂

W∈Λ

KerDW ⊂ Π.

L �",�'����I�"./	 #J% ������'�(6������) � ����. � � �!�"	<5 � ��� � �"��( #U� S(BV )
���
���
������� � �
	���
������

% ������� D(V ) ä
(7.3) D(V ) = Π ∩ S(BV ).



¾ ,3�"�
+3=?�H'���� DZB ��� ��B 	���'�, � 	<'�(���+ � � ���S���"��� � ����. � � �!�"	<5 �º% �����
'�(�������	-� D(V ) D 
 �
% � � � �".!� � ��./��
��
���&=?�?= � ��� �!�"� 0�Ma:Õ�b2cd^���r\Ý�Ö/Ô
è&�:A!, � � �/(6�S(��K�"	<'�.!��
?=?� {B(·−α|V ) : α ∈ Zn} ' # ��c�b2cd[�|E[@b2cdaZ`:r<�da�BZbna ä =?�
;�./���.!�E,3� B �-� y � �
�-� � ��+ � ( � �"��(6� y � Ω ⊂ Rn

∑

α∈Zn

a(α)BV (x− α) = 0 dla x ∈ Ω,

( �
a(α) = 0 dla α ∈ {α ∈ Zn : Ω ∩ suppBV (· − α) 6= ∅}.

�Ma:Õ�b2cd^���r\Ý�Ö!×
§ � ���
�/	<� � ��,�( � �65 � V ⊂ Zn \ 0

	��"�
� � �"���@k2b2c�eP[_vlk2�dr-}�bn� D =?�
;�./�<=?�
'�(S� � �
% +<'���
����"./	�� � �K�"� ∧

X⊂V
#X = n⇒ | detX|≤1.

� � � � B '����{� � � � � B �"	-�!� % � � � ����� # � � % � 	-� B '���� y � ( � �����6������	-�!� 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaPÝ�Ö!Û
Następujące warunki są równoważne:T Ü�0 Ü V V jest unimodularna,T Ü�0 Þ V całkowite translacje {B(· − α|V )} : α ∈ Zn są liniowo niezależne,T Ü�0 ô V istnieje funkcja ograniczona λ o nośniku zawartym w dowolnie małej kuli

taka, że

(λ,B(· − α|V ))Rn = δ0,α.

G � � 5��O�65 � 	 � � � B 	 � ;6
��HT Ü�0 Ü VS�ST Ü�0 Þ VH
��
��(6��./	-�/,��
	��"=?���
��� � ¢ G L ¨�¦ D�¢ �&éH§$¦ 0¾ % �"��(s�E=?�
'�( � 	@	�� � ��./��
�����	<�®+ � ��� �!�"��+ % �����
'�(�������	-� D(V ) D 
 � � ��B 	�� +-�
��'�,3���
% ������� � '�,3�"���"	-���X���"�
� 0 §S5 � 	 � � � B 	 � ;6� � �"��+-	-,:5 � T Ü�0 Þ Vt�tT Ü�0 ô V2=?�
'�($	��"(i��
Kg-� � ���'�( � � � 0



8. Funkcja fundamentalna

� , � 	<'�(���+-+3=?���8�U��+-	-,:
?=?�H��+-	<�<�"�J��	�(K�"./	 #�0
Ã�a�ePr�]Uð_Ö�Æ
Następujące warunki są równoważne:T Þ�0 ³:V V jest unimodularny,T Þ�0 ¤:V nie istnieje x ∈ Rn taki, że transformata Fouriera funkcji BV znika w punk-

tach x− α dla wszystkich α ∈ Zn;

{x ∈ Rn :
∧

α∈Zn

B̂V (x− α) = 0} = ∅.

Dowód 0 (8.2) ⇒ (8.3) 0tu �:Ad5 B �8� D-B �{��'�(�	-���?=?� x ∈ Rn
(K�",�� D-B �

(8.4) B̂V (x) = 0.

� � ,3� B ���8� D-B �X��'�(�	-���?=?� α ∈ Zn
(K�",�� D�B �

(8.5) B̂V (x− α) 6= 0.

� � 	-��� � � B ����
Kg � ���
��T Þ�0 õ�V$� % � '�(K��
��n(��K�"	<'?� � ���I�"(s� £<� +-�������K�OT?¨ 0 ô V D � 	 � '��/��� D�B ���'�(�	-���?=?� � ��,�( � � vj (K�",�� D�B �

vj · x = kj , gdzie kj ∈ Z \ 0.

� ���-�������
�8�4�{� � ���
�/	�� V �I�",�'����I�"./	��U+-,<A���� � ��,�( � �65 � vi1 , . . . , vir
(K�",���
6g D�B �

(8.6) vis · x = ks ∈ Z s = 1, . . . , r,

T
Układ maksymalny oznacza, że jeśli v ∈ V i v · x ∈ Z, to istnieją współczynniki

as takie, że

v =
r∑

s=1

asvis .

Ponadto, wektory te są liniowo niezależne.)9:�
;�./��(6���K�"�&./��
��
��� � ��,�( � �65 � r = n D ( � T Þ�0 Ú:Vq( � � ���
�8+-,<A�����./�/	-� � � � èt�K�"�J���K� D
Ax = b 0 � � 	-��� � � B V =?�
'�(I+-	-�/� � ��+-.!�"��	�� D � ���

 | detA| = 1 0�u � � � � �65 �èt�K�"�J���K� � ��	-�/,3� D7B � x ∈ Zn 0 � ( # �O��.!� α = x ∈ Zn

' % ��A!	-� � 	Z�U=?�
'�( � �"��+-	<��,T Þ�0 Ù V D y ��� B
B̂V (0) 6= 0.



9:�
;�./�
r < n D ( � +-,<A���� vi1 , . . . , vir +-�
+ % ��A!	-�!�"�8��� � ���"�
� � Rn � ��,�( � �K�"� �

vi1 , . . . , vin−r ∈ V 0 ÐS( � 5����
�8�4+-,<A���� n� �K5 � 	��")�T α 	-��� � �!��� � �I�:V
{
vis · α = ks s = 1 . . . , r
vl · α = 0 l = i1, . . . , in−r.

ÐS,<A�����(6��	O�I��=?���-	 � �
	���
���	��E� � � � � # ���"	-��� α 0 � � 	�����( �-D �E+-	-�/� � ��+-.!�"��	 � ;6
�� V
� ��	-�/,3� D�B �I� � ��+�A � ����	���
��
	-�/,3���I��
��������
� y Ad5 � 	<�?= % � � � B '���� y � +-,<A�����+��65 �&�	��")U=?�
'�(S�65 � 	Z�J=?�
�-��	 0 � (K���@�I��
�������� � � � � � (�	��J�I� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,��l
��:A!, � � �/(6� 0
u �"(6���N� � � � � # ���"	-���F+-,<A����-+ α ∈ Zn � �K�"�

v · (x− α) 6∈ Z \ {0} ��.!�
v ∈ V .

u@% � '�(K��
��q(��K�"	<'?� � ���I�"(i� £�� +-�������K� � ��	-�/,3� D-B �

B̂V (x− α) 6= 0.

(8.3) ⇒ (8.2) 0 G � � 5��>	-��� �$% � � '�( 0Iu �:Ad5 B ��� D ���E��'�(�	-���?=?� Y ⊂ V
(K�",�� DqB �

#Y = n � �K�"� | detY| > 1 0�� 5 � 
�����'$��'�(�	-���?=?�

β ∈ Zn \ Y
T (Zn),

Y
T � �
	���
����I�I��
������6��(��K�"	<' % � 	 � � �"	 #�0 �����
�"=s� � =s��� x = (YT )−1β 0&� 5 � 
�����'�«��.!� � � � � ./	<� y � α ∈ Zn

«

Y
T (x− α) = β − Y

Tα ∈ Zn \ {0}.

u �"(6���ª��.!�E,3� B �-� y � α ��'�(�	-���?=?� v ∈ Y
(K�",�� D-B �

v · (x− α) ∈ Z \ 0.

� ( # � ∧

α∈Zn

B̂V (x− α) = 0.

�
Ã�a�ePr�]Uð_ÖdÝ
Załóżmy, że rodziny V,W są dopuszczalne. Wówczas

(8.8) (B(·|V ) ∗B(·|W ))(x) = B(x|V,W ),

gdzie rodzina V,W składa się z wektorów V i W .



Dowód 0 W � ���
��'�(K�"= # 
l��( � �����6������	-�!� £ +-�-�/	-��� y ��� ���"� �!�"	-����, � .��?=s	 � ;6
��:
��:A!, � � � �	-�!� � �K�"�F��� � � � ��+�T?¨ 0 Þ V D � ��B 	�� % � ,3�"����� D-B �F��.!�8��+-	-,Z
?=s�q
�� # y Ad�?= f «
∫

Rn
f(x)(B(·|V ) ∗B(·|W ))(x) dx =

∫

Rn
f(x)B(x|V,W ) dx.

� � 	-��� � � B

supp(B(·|V ) ∗B(·|W )) = suppB(·|V ) + suppB(·|W ) = suppB(·|V,W ),

� ���

{�{.����I�"(�+ Ò ¨ � (����
���8+3=?�����PT Þ�0 Þ V 0
�� � � ����+�A!+3=?���8�@=?�
'���
����F=?�
�-��	 % � � '�(s�>.����I�"( D ,�(65��6� y � � � � 5�� � ��	-�/,3�M(��", B �� � A���'�	 � ;6
��©T?¨ 0 Þ V 0

Ã�a�ePr�]Uð_Ö�ñ
Niech V będzie rodziną dopuszczalną. Wówczas

B(·| − V ) = B(− · |V )

oraz

(B(·| − V ))̂= (B(·|V )̂),

gdzie −V oznacza rodzinę wektorów przeciwnych do V , zaś w drugim równaniu
linia jest sprzężeniem liczby zespolonej.

u �:Ad5 B ��� D<B �X� � ���
�/	�� V =?�
'�(�� � % +<'���
����"./	�� 0 �����
�"=s� � =s���

X = {V,−V }.

u �"+ � � B ��� D<B �H��+-	-,Z
?=�� B(·|X)
=?�
'�($'����J��(�����
��
	�� � � y .��
�-���ª�����K� 0

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaOð7Ö»Æ�ß
Następujące warunki są równoważne:T Þ�0 ¨3¨�V V jest unimodularny,T Þ�0 ¨�³:V wielomian trygonometryczny

PX(x) =
∑

α∈Zn

B(α|X)e2πiα·x 6= 0

dla każdego x ∈ Rn.

Dowód 0 u ��'�( � '�+3=s���U.����I�"( Ò ¤E� � ��+-	-,:
?=s�

φ(x) = B(x|V ) � �K�"� ψ(x) = B(x| − V ).



� ( # � ∑

α∈Zn

̂B(·|V )(x− α) ̂B(·| − V )(x− α) =

=
∑

α∈Zn

(B(·|V ) ∗B(x| − V ))(−α)e2πi α·x.

u .����I�"(�+ Þ�0 Ü
B(x|X) = (B(·|V ) ∗B(·| − V ))(x),

����;$�F.����I�"(�+ Þ�0 ô
̂B(·|V )(x) ̂B(·| − V )(x) = | ̂B(·|V )|2(x),

���"(6���

(8.13)
∑

α∈Zn

| ̂B(·|V )|2(x− α) =
∑

α∈Zn

B(α|X)e2πiα·x.

� � �65 � 	�+3= # 
{�F.����I�"(6��� Þ�0 ¨ � (����
���I�"��� B # �<�"	 # �65 � 	 � � � B 	 � ;6� 0
�G � , � )<
��S� � �����
�!�:A!+J���
���
�����������",<A����<��� D3B � V =?�
'�(l+-	-�/� � ��+-.!�"��	�� 0tu T Þ�0 ¨�³:V

� ����. � � �!�"	R(���� y � 	 � �J��(�����
��
	Z� PX =?�
'�( �65 B 	�� � �������K�P��.!�>,3� B �-� y � x ∈ Rn D���"(6���ó��+-	-,:
?=�� 1
Px

�I�>'6��	<' 0Qu �"+ � � B �8� DtB � =?��'�( � 	�� � ,��6�
' � � �QTd� � PX =?�
'�(� ,��6�
' � � �:V D 	-���
'�, � )<
�����	-���J�K�"�
���65 B 	-��
��
, � � �"./	�� 04u �"(6����� ��B ���8�4= # � � � � �/	 # �
� '������6� y £�� +-�������K��«

(8.14)
1

PX(x)
=
∑

α∈Zn

bX(α)e2πiα·x,

y ���
���3«

(8.15) bX(α) =

∫

[0,1]n

1

PX(x)
e−2πiα·x dx.

Ã�a�ePr�]Uð_Ö�Æ�Û
Niech V będzie rodziną unimodularną. Ciąg współczynników

bX = {bX(α)}

rozwinięcia funkcji 1/PX maleje eksponencjalnie, tzn. istnieją stałe C > 0
i 0 < q < 1 takie, że

(8.17) |bX(α)|≤Cq‖α‖ α ∈ Zn.



Dowód 0 G � � 5�� % ����� % � � � ���-�
�/���>��.!� � ��� �!�"��+ n = 1 0�� ����. � � �!�"	 � � �(���� y � 	 � �J��(�����
��
	<����+ PX % ���
� % � ��� # ��,�+3=s�8� � ����. � � �!�"	@���
' % � . � 	Z�

pX(z) =
∑

k∈Z
B(k|X)zk, z ∈ C.

� � 	-��� � � B PX(x) = pX(e2πix) D � ���

{�{( � �����6������	-�!� Þ�0 ¨�ë

pX(z) 6= 0
��.!� |z| = 1 0

u 
�� # y A � ;6
��t��+-	-,:
?=s� pX � ��	-�/,3� DnB �J��'�(�	-���?=?� % �����6;6
�����) D 	��M,�(65������h��+-	-,Z
?=��4	-����
	-�/,3� D (»= 0 ��'�(�	-���?= # 0 < q1 < 1 < q2
(K�",���� D-B �

pX(z) 6= 0, q1 < |z| < q2.

� ( # � 1
pX

=?�
'�(&��+-	-,Z
?= # g � . � � � �?¯�
��
	 # �Y% �����6;6
�����	-�/+q«

{z ∈ C : q1 < |z| < q2}.

u ( � �����6������	-�!�8°n�"+<�6��	Z(K� ¢ °_¦���+-	-,Z
?=��X(K�F�<�"=?�S'���� % �����
�-'�(K� � ��� �C% � '�(K��
���'������6� y +°n�"+-�6��	�(K��«

1

pX(z)
=

∞∑

k=−∞
bX(k)zk z ∈ {z ∈ C : R1≤q1 < |z| < q2≤R2}.

��� � � ����	-���F�
�-��� B 	 � ;6
��n(6� y � '������6� y +@' # �65 � 	<�3«

R1 = lim sup
k→∞

k

√
|bX(−k)|,

R2 =
1

lim supk→∞
k
√
|bX(k)| .� ( # �z��.!� � � � � ./	<� y � ε > 0

��'�(�	-���?= # '�(K�:Ad�F� � �<�"(�	-��� C1, C2
(��",��/� D-B �

|bX(−k)|≤C1(R1 + ε)k, k≥0,

� �K�"�
|bX(k)|≤C2

(
1

R2
+ ε

)k
, k≥0.

�����
�"=s��+3= # 
3«
C = max{C1, C2}



� �K�"�
q = max

{
R1 + ε,

1

R2
+ ε

}
,

� (����
����+3=?���8�4	-�����65 � 	 � ;6�IT Þ�0 ¨ Ü V 0
�

�Ma:Õ�b2cd^���r>ð_Ö�Æ�ð
£ +-	-,:
?= # ��+-	<�<�"�J��	�(K�"./	 # � � % � � �!���<�"= # 
 # � � ���
�/	-���F+-	-�/� � ��+-.!�"��	��?=

X = {V,−V }
	��"�
� � �"�8�U��+-	-,Z
?=s� y ����( # D �<�"	 #�� � � �K���

(8.19) ΦX =
∑

α∈Zn

bX(α)B(· − α|X).

u ,�����(6�����/+-� � �����
'�(��K��'6'K�E'������6� y (6��	 =?�
'�($�
�-��� B 	��E=?���-	 � '�(K�"=s	-��� 0
� � ,3� B ���8� D�B �U��+-	-,Z
?=�� ΦX % ���
�"=s��+3=?� � �"��( � ;6�E=?�
�-��	 � ��������� D ����; �æ% � �� � '�(K�:A!��
Kg % +-	-,�(���
6gC
��:A!, � � �/(s��
6g � �"��( � ;6�M����� � 0 �����
� % � � 	-� =s�8� � (i���Ç

��./+

=?�
'���
����F=?�
��	 #z� A���'�	 � ;6�U��.����J��	Z(K�"��	 # '������6� y 5 � 	-���
'�, � )<
�� � 	Z��
Kg 0@L �!�"	 � � ��
���� D=?� B ��./�n�<�"	<�F' # � � ���X�d+<	-,:
?=?�3«

f(x) =
∑

α∈Zn

a(α)e2πiα·x, y �-����� ∑

α∈Zn

|a(α)| <∞,

g(x) =
∑

α∈Zn

b(α)e2πiα·x y ���
��� ∑

α∈Zn

|b(α)| <∞,

( � ��
6gz�/. � 
��
��	J=?�
'�($�65 � 	��4�®. � 
��
��	 � � ��è&�"+<
KgZ�7± � y � '������6� y 5 � D

(8.20) f(x)g(x) =
∑

α∈Zn

(a ∗ b)(α)e2πiα·x.

u �"(6���

(8.21) 1 = PX(x) · 1

PX(x)
=
∑

α∈Zn

(bX ∗B(·|X)|)(α)e2πiα·x.

u =?�
��	 � �
	���
��
	 � ;6
�� % �����
�-'�(K� � ����	-�!� � ��	-�/,3� D-B �

(8.22) (bX ∗B(·|X)|)(α) =

{
0
��.!�

α 6= 0
1
��.!�

α = 0 D

��
��./�

ΦX(β) = (bX ∗B(·|X)|)(β) = δ0(β).



Ã�a�ePr�]Uð_Ö!È<Ñ
Funkcja ΦX maleje eksponencjalnie; czyli istnieją stałe C > 0 i 0 < q < 1

takie, że

(8.24) |ΦX(x)|≤Cq‖x‖ dla x ∈ Rn.

Dowód 0 ��������� C � �
	���
����"�8�I�65 B 	<�H'�(K�:Ad� � ��'�(6� % +3= # 

� � � � � � ���
��� 0tu T Þ�0 ¨ Ü V� (����
����+3=?���8�4	���'�(6� % +3= # 

� � '�����
 � � �"	-���3«

|Φ(x)|≤C
∑

α∈Zn

q‖α‖B(x− α|X).

9:�
;�./�
L � �
	���
�����;��6�
��	-��

�H	 � ;�	-�/,3�{�d+<	-,:
?=s� B(·|X) D ( � � '�+-� ��� � ��'�(6� % +3= # (i��./, �(6� � '�,3��²�	-�/,�� α D ��.!��,�(65�����
Kg

‖x‖ − L≤‖α‖≤‖x‖ + L.

� � 	-��� � � B 0 < q < 1 D � ���

{� � 	-� � '�,�+�³ 0 ¨ Ü � (����
���8+3=?�����

|ΦX(x)|≤Cq−Lq‖x‖
∑

α∈Zn

B(x− α|X) = Cq‖x‖.

ËF}"`3xqm2�ir-vRð_Ö!È�×
� � 	-� B �?= % �6������	Z(�+3=?�����U��+-	-,Z
?=?�S��+-	<�<�"�J��	�(K�"./	 # � � % � � �!���<�"= # 
 # � � ���
�/	-��� X�"A ��B�� 	<�?=&� � ��,�( � �65 �

v1,−v1, v2,−v2, v0,−v0,

y ���
���
v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v0 = (1, 1).

èt� # y � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 � bX
��T Þ�0 ¨ Ü V � � '�(K�:A � '�����
 � � �"	��Q	�� % � �-'�(K� � ��� � � � ��+T ô�0 ¨�ë:V 0 W � ���
��'�(K�"= # 
U�z�". y � ����(���+�� � ����� � �-	-����	-�!� D©� (����
���I�"	 � � ��,��6�
'���+-	-,:
?=s���+-	<�<�"�J��	�(K�"./	<�?= 0



Car

1

Funkcja fundamentalna

Car

1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Przekrój funkcji fundamentalnej wzdłuż prostej y=x



9. Interpolacja

u �����<�"���X(6���K�"� � A���'�	 � ;6
���� % � � ,�'����I��
��"=s	<� � % ���K�"( � �K�&�/	�(6��� % � .!��
s=s� 0 �&�
���
�����8����",<A����<��� D<B � V =?�
'�($+-	-�/� � ��+-.!�"��	�� � �K�"�

X = {V,−V }.

� A���'�	 � ;6
����d+<	-,:
?=s����+-	<�<�"�J��	Z(K�"./	<�?= ΦX
+-� ��B ./� � �!�"= # ���-��¯<	-� � � �"	-���S[�j�aZ}"r�]�[�}"rc�b�]�aZ}"j�[��dr-^��
cn	���,�����
����

Zn
��.!� � y �K�"	-��
�� � 	���
Kgz��+-	-,:
?=s�q
�� # y A!��
Kg

(9.1) I(g) = IX(g) =
∑

α∈Zn

g(α)ΦX(· − α).

� ( � '�+3= # 
IT Þ�0 ¨ ô V � �K�"� % ���
�"=s�8+3= # 
 g| = {g(α)}α∈Zn
D<� (����
���I�"�8�

I(g) = ΦX ∗′ g = (BX ∗ bX) ∗ g| =

(9.2)

= BX ∗ (bX ∗ g|) =
∑

α∈Zn

(g ∗ bX)(α)B(· − α|X).

u �"+ � � B ��� D_B ���65 � 	-��� B ��.!�U� � � � ./	<� y � � ����. � � �!�"	�+ p �-��¯<	-��
?=��>T ô�0 ¨�V��I�U'6��	<' 0G � � 5�� % ����� % � � � �����
�/���z��.!� � ��� �!�"��+ n = 1 0 9:�
;�./� p(x) = xk D ( � , � ���
��'�(K�"= # 
� � '�����
 � � �"	-�!�@T Þ�0 ³"õ�V � (����
���I�"���

|I(p)(x)|≤
∑

j∈Z
|j|kq|x−j|.

u �6� y +�A!�M�-�{.�± é � ' % �/(K�".!� � ��	-�/,3� D�B � % ���
�U+<'�(K�". � 	���� x ∈ R

lim
y→∞

yk

(
√
q)−|x−y| =

1

(
√
q)x

lim
y→∞

yk

(
√
q)−y

= 0.

� ( # �M��'�(�	-���?=?�{'�(K�:A�� C > 0
(K�",3� D-B �{��.!�E,3� B �-� y � j > 0

jk(
√
q)|x−j| < C.

u �"(6��� ∑

j∈Z
|j|kq|x−j|≤C

∑

j∈Z

√
q|x−j| <∞.

� ( # ��T ô�0 ¨�V$�I� � ���

8'6��	<'S��.!�J� � � � ./	<� y � � ����. � � �!�"	Z+ p 0 Ò 	��". � y ��
��
	-���8�65 � 	-��� BT ô�0 ³:Vn�I�X'6��	<'���.!�X� � � � ./	<� y � � ����. � � �!�"	�+ p 0 � � 	�����( � p∗bX =?�
'�( � ����. � � �!�"	<��� D,�(65��6� y � '�( � % ����)J=?�
'�($	-��� � ����,�'��
�U	-� B '�( � % ����) � ����. � � �!�"	Z+ p 0



�������
'�,3�". � � +3= # 
$��+-	-,Z
?=?�©��+-	<�<�"�J��	�(K�"./	 # � h � ��B ����� ���-��¯<	-� � � ��� � % ���K�"( � ��/	�(6��� % � .!��
?=s�n	���,��K��
����{��� � � B�� 	<�?= hZn «

Ih(g)(x) =
∑

µ∈hZn

g(µ)ΦX

(
x− µ

h

)
=

(9.3)

=
∑

α∈Zn

g(hα)ΦX(x/h− α) = I(g 1
h
)(x/h).

�©�@���"�
	���
��
��� D_B � � % ���K�"( � �F(6��	4=?�
'�(X� � � # ���"	����E� � ���
�/	 # X D ���
���
������� y �4� � �	���
������{�65 � 	-��� B % � % ������� IXh 0Ã�a�ePr�]Åñ_Ö/Ô
Zachodzi formuła odwrotna do

T Þ�0 ¨ ô V . Mianowicie
(9.5) B(·|X) =

∑

α∈Zn

B(α|X)ΦX(· − α).

Ponadto dla każdego wielomianu p ∈ Π%X
I(p) = p.

Dowód 0 �©� � � # 
 � �-+<'�(�� � 	-	-����(��K�"	<'?� � ���I�"(6� £�� +-�������K� � �65 � 	��"	-�/+4T Þ�0 ¨ ô V D"� (����
� ��I�"���

(9.6) Φ̂X(ξ) = B̂X(ξ)
∑

α∈Zn

bX(α)e2πiα·ξ.

u T Þ�0 ¨�õ�V&�tT ô�0 Ú:V � ��	-�/,3� D�B �

Φ̂X(ξ)
∑

α∈Zn

B(α|X)e2πiα·ξ = B̂X(ξ).

�©� � � # 
 � � � � � (�	 # (��K�"	<'?� � ���I�"(6� £�� +-�������K� D % � � 0 .����I�"( Ò õPT % � � 0{�>% � � � ������� �	-����V D<� (����
����+3=?���8�M��.!� � � � � ./	<�?=©��+-	-,:
?=s�q
�� # y Ad�s= G � � � �"��(s���N	 � ;�	-�/,�+
∫

Rn
G(x)

(
B(x|X) −

∑

α∈Zn

B(α|X)ΦX(x− α)

)
dx = 0.

£ +-	-,:
?=?� % � � �-+@'�(�� � 	���
Kg�T ô�0 Ù V&' # 
�� # y Ad� 0 °q���I�"( Ò ¨ % � 
�� # y �zT ô�0 Ù V 0� � 	-��� � � B
I(p)(α) = p(α)

��.!��,3� B �-� y � α ∈ Zn D
� ���

 � ��'�(K�"�6
��
� % � ,3�"����� D-B � I(p) =?�
'�( � ����. � � �!�"	<��� 0 � � 	-��� � � B p ∈ Π%X

D � ���


p ∗ bX ∈ Π%X

0 � ( # �M�IT»³ 0 ¨ Ù V

I(p)(x) =
∑

α∈Zn

(p ∗ bX)(α)B(x− α|X) ∈ Π%X
.



�
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cdaOñ7Ö�Ý
Istnieje stała C taka, że dla każdej funkcji f ∈W 2%V +1

∞

(9.8) ‖Ih(f) − f‖∞≤Ch2%V +1|f |2%V +1,∞.

Dowód. f ���

6gO��+-	-,Z
?=�� f ' % ��A!	-�!�4���:A ��B ��	-�!�4( � �����6������	-�!� 0 ÐH'�(K�"./��� x ∈ Rs 0
f ���

Kg Px

� �
	���
���� � ����. � � �!�"	 � ����. � �K�\��+-	-,Z
s=s� f '�( � % 	-�!� k − 1 0 � � 	-��� � � B
Px(x) = f(x) D ���"(6���

|(Ihf − f)(x)| = |(Ihf − Px)(x)|.

u .����I�"(�+ ô�0 õ � ��	-�/,3� D-B � Ih(Px) = Px 0 � ( # �

|(Ihf − f)(x)| = |(Ih(f − Px)(x)|.
� � 	-��� � � B

|f(y) − Px(y)|≤C‖f‖k,∞‖x− y‖k,
� ���



|(Ihf − f)(x)|≤
∑

α∈hZn

|f(α) − Px(α)| |(ΦX)h(x− α)|≤

≤C‖f‖k,∞
∑

α∈hZn

‖α− x‖k |ΦX

(
x− α

h

)
|≤

≤C‖f‖k,∞
∑

α∈Zn

hk‖α− x/h‖k |ΦX (x/h− α) |.

� � 	-��� � � B ��+-	-,Z
?=�� ΦX
�I�".��?=?�{��,�' % � 	<��	<
?=��"./	-���IT Þ�0 ³"õ�V D � ���



|(Ihf − f)(x)|≤C‖f‖k,∞
∑

α∈Zn

hk‖α− x/h‖kq|x/h−α|≤

≤C‖f‖k,∞hk
∑

α∈Zn

‖α− x/h‖kq|x/h−α|.

� � 	-��� � � B ��+-	-,Z
?=�� � ,��6�
' � � �

g(y) =
∑

α∈Zn

‖α− y‖kq|y−α|

=?�
'�(�'�, � )<
�� � 	�� D � ���

 � (����
����+3=?���8�4(6�����{( � �����K������	<��� 0
�



�����
� % � � 	-� =s�8� � �
	���
�����	-�!� �{� � �����
�!�:A!+@(������

���� y � 0
m = δ −BX |,

y ���
��� BX | = {B(α|X)} 0
Ã�a�ePr�]Uñ_Ö�ñ
Ciąg współczynników bX ma następujące rozwinięcie Neumanna:

(9.10) bX = δ +m+m2 +m3 + · · · .

Ponadto, mj spełnia nierówność

(9.11) |mj(α)|≤
(

1 − min
ξ
PX(ξ)

)j
,

gdzie

(9.12) 0 < min
ξ
PX(ξ)≤1.

Dowód 0Âf ���

Kg

m̃(ξ) =
∑

α∈Zn

m(α)e2πiα·ξ = 1 − PX(ξ).

u �"+ � � B ��� D<B �

(m̃(ξ))2 = m̃(ξ)m̃(ξ) =
∑

α∈Zn

(m ∗m)(α)e2πiα·ξ = ˜(m2)(ξ),


��
��./�
(m̃(ξ))j = ˜(mj)(ξ).

� ( # � � ' % 5ZAd
��
��	-	<�®,�� £<� +-�������K�E��+-	-,:
?=s� m̃j
' # �65 � 	<�3«

|mj(α)| = |
∫

[0,1)n

˜(mj)(x)e−2πiα·x dx| = |
∫

[0,1)n
(m̃(x))je−2πiα·x dx|≤

≤|
∫

[0,1)n
(1 − PX(x))je−2πiα·x dx|≤

∫

[0,1)n
|1 − PX(x)|j dx.



u T Þ�0 ¨�¤:V���( � �����6������	-�!� Þ�0 ¨�ë � ��	-�/,3� D�B � PX =?�
'�(t��+-	-,Z
?= # �����

��
� � ��'�( # � � �<�"(�	-� # D����;U� � 	-� � '�,�+�³ 0 ¨ Ü � (����
���8+3=?�����C��.!�>��+-	-,:
?=s� PX � '�����
 � � �"	-��� y 5���	<� D 
��
��.®�T ô�0 ¨�³:V D 
 � �<�"=?�X	-�����65 � 	 � ;6�IT ô�0 ¨3¨�V 0 �©� % � ,3�"�����IT ô�0 ¨�ë:V D ���"+ � � B ��� D<B �

(δ −m) ∗
k∑

j=0

mj = δ −mk+1.

�����
�
k → ∞ 	-�����65 � 	 � ;6�{T ô�0 ¨3¨�V_�/� % ./�/,�+3=?� D�B �©'�+-�I��	-���
'�, � )<
�� � 	�� ��� ���K� B ��	-�/+T ô�0 ¨�ë:V&��.!�E,3� B �-� y � α =?��'�(�'�, � )<
�� � 	�� D ���"(6���

(δ −m) ∗
∞∑

j=0

mj = BX | ∗
∞∑

j=0

mj = δ.

� � ���

IT Þ�0 ³�¨�V©�tT Þ�0 ³3³:V � (����
����+3=?���8�PT ô�0 ô V 0
�

1 	-	���� � � 5��O( � �����6������	-�!� ô�0 Ü =?�
'�(X��� � �"��(s� % �K��
�� ¢ è©GX§$¦ 07�p% �K��
�� ¢ è©9 � ¦'?� � ����+�A � � �"	 � �"	��". � y ��
��
	<�O( � �����6������	-���>��(s��� D�B ����.!�P��+-	-,Z
?=s�H� % ������'�(6������	<�
W 2%V +1

2 .



10. Rzuty ortogonalne i stabilność

f ���

Kg V ���
���
���&+-	-�/� � ��+-.!�"��	 # � � ���
�/	 #H� ��,�( � �65 �F0�u ��
6g � � +3= # 
 � �
	���
�����	-�!�� % � % �����
��	-��� y � � � �����
�!�:A!+��-��¯<	-�/+3=?�����M�sk2bnm�^���wz�lcd[�}�]�[�~�[�bnr<��bn� B∗
V

(10.1) B∗
V (x) =

∑

α∈Zn

bX(α)B(x− α|V ), x ∈ Rn,

y ���
���$
�� # y bX =?�
'�(l���-��¯<	-� � � �"	�� � T Þ�0 ¨ Ü V 0�u ,�����(6�����/+-� � �����
'�(��K��'6'K�H'������6� y =?�
'�(�
�-��� B 	��U=?�
��	 � '�(K�"=s	-��� 0 f ��'�(6� % +3= # 
���.����I�"(F+-����'K����	-�!�4+ B ��
����E(6����� �/	�+>��+-	-,:
?=���-� � ��( � y � 	��"./	�� 0
Ã�a�ePr�]zÆ�ß_Ö!È
Dla każdego β ∈ Zn

(B∗
V , B(· − β|V ))Rn = δ0,β .

Ponadto funkcja B∗
V maleje eksponencjalnie, tzn. istnieją stałe c oraz 0 < q < 1

takie, że

|B∗
V (x)|≤cq‖x‖ x ∈ Rn.

Dowód 0 � � 	-��� � � B ��% � 	-� B '��
���ª�/. � 
��
��	-���8'�,3�".!�"��	����ª
��:A!,�+3=?���8� % � �
�-� � ������ � �"��(i��� D � ���

 � '������6� y +R��+-	-,:
��"=s	���� � ,��6�
;�.!�"= # 
���� ��+-	-,Z
?=?�@�-� � ��( � y � 	��"./	 #
� ��'�(6� % +3=?�©(i��./, � '�, � )�
�� � 	��H�/. � ;6�©
��
��	-	-�/,Z5 �F0�u �"(6���¹+<����'K���-	-� � 	��t=?�
'�(2���"� �!�"	��
��:A!, � � �"	-�!�E�8'�+-� � � �"	-����� 0

(B∗
V , B(· − β|V ))Rn =

=
∑

α∈Zn

bX(α)(B(· − (α− β)|V ), B(·|V ))Rn .

� � 	-��� � � B
B(·|V ) = B(− · | − V ),

� ���

$=?�
��	 � 
����
;�	-���8'�( � '�+3= # 
X���"� �!�"	<�{�
� ����	-	���
6g D�� (����
���8+3=?�����

(B∗
V , B(· − β|V ))Rn =

=
∑

α∈Zn

bX(α)(B((β − α) − ·|V ), B(·| − V ))Rn .



u8� A���'�	 � ;6
��Z' % . � (�+ % +<�-��A!, � � ��
Kg{��+-	-,Z
?=s� y ����(s��
6g � �K�"��� � A���'�	 � ;6
��Z
�� # y + b � (����
� ���+3=?���8� D % � � 0 T Þ�0 ³3³:V�«

(B∗
V , B(· − β|V ))Rn =

∑

α∈Zn

bX(α)B(β − α|V,−V ) =

= (bX ∗B(·|X)|)(β) = δ0(β).
G � � 5��M	-�����65 � 	 � ;6
���=?�
'�(S�"	��". � y ��
���	��z� � � � � � ��+z	-�����65 � 	 � ;6
��©T Þ�0 ³"õ�V 0

�
ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�ß_Ö�Ñ
f ���

Kg

V =

(
1 0 1
0 1 1

)

èt� # y � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 � bX D y ���
��� X = {V,−V } D � � '�(K�:A � '�����
 � � �"	Z� �P% ���
��,<A������
���
Þ�0 ³ Ù�0

Car

1

Funkcja biortogonalna

£ +-	-,:
?=����-� � ��( � y � 	��".®	�� +-� ��B ./� � �!� 	��"� % � �<�"	-���X��+-	-,Z
?=s�7��+-	<�<�"�J��	Z(K�"./	<�?= 0
Ã�a�ePr�]zÆ�ß_Ö/Ô
Funkcja fundamentalna wyraża się wzorem

(10.5) ΦX(x) =

∫

Rn
B(x+ t|V )B∗

V (t) dt.

Dowód 0 G � � 5Z� % � .�� y � 	���� � � % ��'K�"	-�/+ % �K� � �?=&'�(�� � 	Z�7«
∫

Rn
B(x+ t|V )B∗

V (t) dt =

=
∑

α∈Zn

bX(α)

∫

Rn
B(x+ t|V )B(t− α|V ) dt =



=
∑

α∈Zn

bX(α)

∫

Rn
B(x+ t|V )B(−t+ α| − V ) dt.

W � ���
��'�(K�"= # 
M�z���"� �!�"	����
� ����	-	���
6g � �K�"� � A���'�	 � ;6
��H' % . � (�+R��.!� % +<�-��A!, � � ��
Kg��+-	-,Z
?=s� y ����(s��
6gz� % �"���
��'�( � ;6
�� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,:5 � bX
D-� (����
���I�"���7«

=
∑

α∈Zn

bX(α)

∫

Rn
B(x− t|V )B(t+ α| − V ) dt =

=
∑

α∈Zn

bX(α)B(x− α|V,−V ) = ΦX(x).

�

u �-��¯<	-�/+3=s���¥� � ���
�/	<��}"`Zkq]�¶�|ù[�}�]�[�~�[�bnr<��b�xq^�C´	�� % �����
'�(�������)ò� � � % �/��( #
% �������8
��:A!, � � �/(6�F(��K�"	<'�.!��
?=?� % �����
'�,��". � � �"	Z��
Kg % +<�-��A!, � � ��
KgM��+-	-,Z
?=s� y ����(s��
6gq«

(10.6) P (f)(x) = P V (f)(x) =
∑

α∈Zn

(f,B∗
V (· − α))Rn B(x− α|V ).

GH.!�
h > 0

(10.7) Ph(f)(x) = P (f1/h)(x/h),


��
��./�

Ph(f)(x) =
∑

α∈Zn

(
1

h

)n
(f,B∗

V (·/h− α))Rn B(x/h− α|V ).

�©� % � ��,��6�
;�./���X� � � # ����,U���
+-(�+ Ph �X� � ���
�/	 # V D �7�
���
�����8� y � �65 � 	-��� BF� �
	���
������
% ������� P Vh 0u �"� � ��
����"=����
+-(s� � ��( � y � 	��"./	<���I�"= # '6��	<'S(s��./, � ��% ������'�(6������	<����
Kg>éS�/./�7����(K�Td(�+-(K�"= � L2(Rn)) 0 � � 	-��� � � B ��+-	-,Z
?=�� B∗

V

�I�".��?=?�P��,�' % � 	<��	<
?=��"./	-��� D � ��B 	��� � ��'��������
����'�( � ' � � �"./	 � ;6�����
+-(�+ � ��( � y � 	��"./	<� y � �:���"+ � � B ��� D�B �l�I� � 	8'6��	�'7�65 � 	-��� B��.!� ��+-	-,:
?=s� � y �K�"	-��
�� � 	���
6g 0 ¾ ,3�"�
+3=?��'���� D<B � � 5 � 
�����'H���
+-(s� � ��( � y � 	��"./	<�E�I�"= #(6��	4'K�"�¥�I�",�'����I�"./	�� ��� # �I�
�-��� B 	 � ;6
��7
 � � � � % �"(���� � �"	<� % � % �����
��	-� �E� % ���K�"( � ���ýZ+���'�� � �/	�(6��� % � .!��
?=s�n�_�/	�(6��� % � .!��
?=s� 0tL �!�"	 � � ��
����3«
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ�ß_Ö�ð
Istnieje stała C taka, że dla dowolnej funkcji g ∈W %V +1

∞

‖Phg − g‖∞≤Ch%V +1|g|%V +1,∞.



Dowód 0 � � 	-��� � � B ��.!� � � � � ./	<�?=©��+-	-,Z
?=s� � y �K�"	-��
�� � 	<�?= G ∈ S(BV (·/h))

PhG = G,

� ���


‖Phg − g‖∞≤‖Ph(g −G)‖∞ + ‖(g −G)‖∞.

9:�
;�./� % � ,3� B ���8� D�B ����'�(�	-���?=?��'�(K�:A�� A > 0
(K�",3� D�B ����.!�&,3� B �-�?=���+-	-,Z
?=s� � y �K�"	-��
�� � 	<�?=

F

(10.9) ‖Ph(F )‖∞≤A‖F‖∞,
( �

‖Phg − g‖∞≤(1 +A)‖(g −G)‖∞.
u �"(6���N�-� � � # 
{��+-	-,:
?=?�3«

G = Q
B(·|V ),%V

h g,

� (����
���I�"���4�{( � �����K������	<���Jõ 0 ¤

‖Phg − g‖∞≤(1 +A)‖(g −Q
B(·|V ),%V

h g)‖∞≤Ch%V +1|g|%V +1,∞.

G � � 5��\T?¨�ë 0 ô V % � .�� y � 	�� � ��./��
�����	-�/+q«

|Ph(F )(x)|≤
∑

α∈Zn

(
1

h

)n
|(F,B∗

V (·/h− α))RnB(x/h− α|V )|.

� � 	-��� � � B B∗
V

=?�
'�(&��+-	-,:
?= # 
��:A!, � � �"./	 # D '�( # �

|Ph(F )(x)|≤A ‖F‖∞
∑

α∈Zn

|B(kx− α|V )|≤A ‖F‖∞,

y ���
���
A =

∫

Rn
|B∗

V (x)| dx.

�
þ4|�r-~�r7Ö Ò 	��". � y ��
��
	Z�4�6���
+-./(K�"(S��.!�8��+-	-,:
?=s� f ∈ L2(Rn) � � % � � �!���<� � '�����
 � � � �	-�/+ D % � � 0 õ 0 ¨�Ú

‖Phf − f‖2≤Cω%V +1,2(f, h).
GH.!�&��+-	-,Z
?=s�:�����

��
� � ��'�(6�?= φ � ,��6�
;�. � 	<�?=_	�� Rn ���-��¯<	-�/+3=s���X��+-	-,Z
?=?� � ,��6�
' � �&# «

o
φ (x) =

∑

α∈Zn

|φ(x− α)|



� �K�"�8'�(K�:A #
Cp(φ) = (

∫

[0,1)n
(
o
φ (x))p dx)

1
p .

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda Æ�ß_Ö�Æ�ß
Następujące warunki są równoważne:Td�dV
rodzina V jest unimodularna,Td�/�dV
dla każdego 1≤p≤∞ istnieje stała Cq taka, że dla dowolnego ciągu a ∈ lp

(10.11)
1

Cq
‖a‖lp≤‖B ∗ a‖p≤‖a‖lp ,

gdzie q i p są sprzężone,
1

p
+

1

q
= 1.

W nierówności
T?¨�ë 0 ¨3¨�V można przyjąć:

Cq = Cq(B
∗
V ).

þ4|�r-~�r 0 è&�:A!, � � �®(K�>(��K�"	�'�.���
?=?�\�<�"	<�?=U��+-	-,:
?=s�F' % ��A!	-�!�"= # 

� � �"��+-	<��,¥T?¨�ë 0 ¨3¨�V	��"�
� � �"�8�C'�(K�"�-�/./	Z��� � 0YL 5 � �/�8�Q(6� B:D&B �z( � � ��� # � 	<�@���"���@§����
'���� 0�� �<�". �'��
���ò
�� # y +4�7�
���
�����8�U, � ���
��'�(K���S� � A���'�	 � ;6
���T?¨�ë 0 ¨3¨�V©��.!� p = 2 % ���
�J���:A ��B ��	-�/++-	-�/� � ��+-.!�"��	 � ;6
�� D ��.!�"(6� y � % ����� % � � � �����
�/���Q� � � 5����/� % ./�/,3��
?=s�S(i��./, � ��Td�dV�� �Td�/�dV 0X1 � % ./�/,3��
?=?� � ����+ y # '�(�� � 	<�8� ��B 	��I+<� � � � ��	-���E'�( � '�+3= # 
8( � �����6������	-��� Þ�0 ¨�ë� �K�"� � A���'�	 � ;6
��q(��K�"	<'?� � ���I�"(s� £�� +-�������K� 0
Dowód 0 ÐH'�(K�"./��� p 0Ju �:Ad5 B ��� DqB � ��.!�I��+-	-,:
?=s� � y �K�"	-��
�� � 	<�?= φ ��+-	-,Z
?=�� � ,��6� �' � � � o

φ
=?�
'�($�65 � 	-��� B8� y ���"	-��
�� � 	�� 0�� 5 � 
�����'S��.!��,3� B �-� y �

x ∈ {x ∈ Rn : φ(x) 6= 0}
�{��.!�P,3� B �-� y � 
�� # y + a = {a(α)} ∈ lp(Zn)

�O	-�����65 � 	 � ;6
��F9:��	<'6��	���T Ò 1�161 V
� ��	-�/,3� D-B �

|
∑

α∈Zn

a(α)φ(x− α)|p = |
∑

α∈Zn

a(α)
φ(x− α)
o
φ (x)

|p|
o
φ (x)|p≤

≤
∑

α∈Zn

|a(α)|p|φ(x− α)
o
φ (x)

||
o
φ (x)|p =



=
∑

α∈Zn

|a(α)|p|φ(x− α)||
o
φ (x)|p−1.

è&�:A!,�+3= # 
 � �-+<'�(�� � 	-	-��� % � Rn �©� � �
�-� =?��= # 
 Rn 	��z	-���
'�, � )<
�� � 	 # '�+-�J�I, � '�(6��,
[0, 1)n + β D β ∈ Zn � (����
���I�"�8�

∫

Rn
|
∑

α∈Zn

a(α)φ(x− α)|p dx≤
∑

α∈Zn

|a(α)|p
∫

[0,1)n
|
o
φ (x)|p dx.

� ( # �

(10.12) ‖
∑

α∈Zn

a(α)φ(· − α)‖p≤Cp(φ)‖a‖lp .

W � ���
��'�(K�"= # 
E�zT?¨�ë 0 ¨�³:VX��.!� % +<�-��A!, � � ��
Kg>��+-	-,:
?=s� y ����(s��
6g � �K�"� � 	-� � '�,�+CT»³ 0 ¨ Ü V� (����
����+3=?���8�4	��"(s��
6g-� �!��'�( % �K� �&# '�(�� � 	<�IT?¨�ë 0 ¨3¨�V 0
u ����+ y ���?=F'�(�� � 	�� D =?�
;�./� V =?�
'�(8� � ���
�/	 # +-	-�/� � ��+-.!�"��	 # D ( � ��'�(�	-���?=?�J��+-	-,:
?=���-� � ��( � y � 	��"./	 # B∗

V

�<�"	�� � � � �6���ÅT?¨�ë 0 ¨�V 0©u �"(6���Ï��.!�E� � � � ./	<� y � 
�� # y +
a = {a(α)} � '�, � )<
�� � 	<�?=&./�/
��
�-��� � ���K�"��5 � 	-��������� � � ��
6g

∑

α∈Zn

|a(α)|p = (BV ∗ a,B∗
V ∗ d)Rn ,

y ���
���F
�� # y d = {dα}
=?�
'�($���-��¯<	-� � � �"	Z�

dα =





|a(α)|p
a(α) a(α) 6= 0

0 a(α) = 0.

u 	-�����65 � 	 � ;6
��2éED�.��-���K�zT Ò 1 V � (����
���8+3=?�����
∑

α∈Zn

|a(α)|p≤‖BV ∗ a‖p‖B∗
V ∗ d‖q.

f �����65 � 	 � ;6�IT?¨�ë 0 ¨�³:V©����'�( � ' � � �"	�� ��.!����+-	-,Z
s=s� B∗
V % � � � �����
�2� �J� '�����
 � � �"	-�!�

∑

α∈Zn

|a(α)|p≤Cq(B∗
V )‖d‖lq‖BV ∗ a‖p.

� � 	-��� � � B ∑

α∈Zn

|dα|q =
∑

α∈Zn

|a(α)|p,

���"(6���ª���
����. # 
 � �-+<'�(�� � 	-	-��� % ������� � ' % 5�./	Z�M
��
��	-	-�/, D<� (����
���8+3=?�����4.�� �&# '�(�� � 	<�T?¨�ë 0 ¨3¨�V&��.!� 
�� # y 5 � � '�, � )<
�� � 	<�?=&./��
��
�-��� � ���K�"��5 � 	-��������� � � ��
Kg 0



f ���

Kg a = {a(α)} �7�
���
�/�P� � � � ./	���� 
�� # y ����� �
lp(Zn) 0Î� 5 � 
�����'z��.!�� � � � ./	<� y � ε > 0

��'�(�	-���?=?�
N > 0

(K�",���� D-B �

(10.13) (
∑

|α|>N
|a(α)|p)

1
p≤ε.

� 5 � 
�����'I, � ���
��'�(K�"= # 
M�@	-�����65 � 	 � ;6
�� T?¨�ë 0 ¨3¨�V ��.!�P
�� # y + � '�, � )<
�� � 	<�?= ./��
��
�-���
� ���K�"��5 � 	-��������� � � ��
Kg D�� (����
���8+3=?�����

(
∑

α∈Zn

|a(α)|p)
1
p≤(

∑

|α|≤N
|a(α)|p)

1
p + ε≤

≤Cq(B∗
V )‖

∑

|α|≤N
a(α)B(· − α|V )‖p + ε.

f �����65 � 	 � ;6� L �®	<, � � '�,���� y �-D T Ò 161 V D % �K� � ��'�(�� � 	���	-�����65 � 	 � ;6
��UT?¨�ë 0 ¨3¨�V � �K�"�T?¨�ë 0 ¨�¤:V©�/� % ./�/,�+3= # D-B �

‖
∑

|α|≤N
a(α)B(· − α|V )‖p≤

≤‖
∑

α∈Zn

a(α)B(· − α|V )‖p + ‖
∑

|α|>N
a(α)B(· − α|V )‖p≤

≤‖
∑

α∈Zn

a(α)B(· − α|V )‖p + ε.

� ( # � � (����
����+3=?���8�

(
∑

α∈Zn

|a(α)|p)
1
p≤(1 + Cq(B

∗
V ))ε+ Cq(B

∗
V )‖

∑

α∈Zn

a(α)B(· − α|V )‖p.

� � ���

F� � � � ./	 � ;6
�� ε � � '�(K�"=?���8�4(6����� 0
�þ4|�r-~�r7Ö 9:�
;�./� % ������� W0

� �
	���
�������� % �����
'�(�������)�� � � ,�	-����( # � � � % ����( #z% �������
��:A!, � � �/(6�F(��K�"	<'�.!��
?=?�H��+-	<,:
?=s� BV �_��� � �"��( # � L2(Rn) D
W0 = spanL2(Rn){B(· − α|V ) : α ∈ Zn},

( � �F( �F0 � '�(K�"�-�/./	 � ;6
�� � 	<� � '�,�+:=s����� D<B � W0
=?�
'�(Hcd`:[�eP[�}�Õl^:`Zbnr4�

l2(Zn) 0©L � ��"	 � � ��
���� D ,3� B �-����+4
�� # y � � � a � l2 � � % � � �!���<�F��+-	-,Z
?=�� BV ∗ a ∈W0 0tu ����+ y ���?='�(�� � 	�� D � � � � ./	<�?=&��+-	-,:
?=s� H ∈W0
� � % � � �!���<� % � � ����	�
�� # y a ∈ l2

(K�",�� D�B �

H = BV ∗ a.
1 � � � � �?¯�
��
	 � ;6� � �
	���
����H�65 � 	-��� B:D:B � % �6��� % � ��� # ��, � � �"	-���$( � =?�
'�(�^Zcd��~_�ia D 
 � =?�
'�(�65 � 	 � � � B 	<� � A���;�	-��� � �"��+-	-, � � ��T?¨�ë 0 ¨3¨�V 08u�� �65Z�����I=?�
'���
����8+ � � y ��	��J���",�(H� B� % ���K�"( � � P0

���
+-(�+3=?�X��+-	-,Z
?=?�H�
L2(Rn)

� � W0 0



11. rednia Marcinkiewicza

� � � �����
�!�".��H(s��� % � �<�"�8�I���".�� B 	 � ;6
�� % � � ���
���
�I���
+-(6��� � ��( � y � 	��"./	Z��� D �/	 �(6��� % � .!��
?= # �<�"	 #&% � % ����������+-	-,:
?=?�2��+-	<�<�"�J��	�(K�"./	 # � � % ���K�"( � �6����' % . � (�+{�M��+-	-,:
?= #��+-	<�<�"�J��	�(K�"./	 #�0�u �".�� B 	 � ;6
��Z(6�l� ��B ����� � (����
���I����'�( � '�+3= # 
�;��6�
��	-� #$L �"�6
��/	-,���� � ��
���� 0���������
τt
� �
	���
��
�8� � % ���K�"( � �S(��K�"	<'�.!��
?=s�_��+-	-,:
?=s� f � � ��,�( � � t D (»= 0

τtf = f(· − t).

�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ�Æ�Ö�Æ
¾ % ���K�"( � � M(R)

=?�
'�(���}"aZvlb2cd�O¸�r-}"^Zc�bnmqcda:|Icd^:`:r � % ���K�"( � �K� R D =?�
;�./�

[M(R)](f)(x) =

∫

[0,1)n
R(τtf)(x+ t) dt.

F �6�
��	-� #EL �"�6
��/	-,���� � ��
����E�7�
���
�����8�M'�( � ' � � ���{� � ���
+-(�+ � ��( � y � 	��"./	<� y � P Vh D% � � 0 T�¨�ë 0 Ü V D�� �K�"�X� ��� % ���K�"( � �K�8�/	�(6��� % � .!��
?=s� IXh D % � � 0 T ô�0 ³:V D ��.!� h = 1
k
D y ���
��� k=?�
'�(©./��
��
� # 	��"(�+-�K�"./	 #E� ����,�'�� # � �4�����K� D ����; V =?�
'�(&� � ���
�/	 # +-	-�/� � ��+-.!�"��	 # � �K�"�

X = {V,−V }.

u ��
Kg � ���
� � 5 � 
�����'�	���'�(6� % +3= # 
�� � y � ��	 � ;6� 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ<Æ�Ö!È
Operator splotu z funkcją fundamentalną Φ = ΦX jest średnią Marcinkiewicza

zarówno rzutu ortogonalnego P Vh , jak i operatora interpolacji I
X
h dla h = 1

k . Mi-

anowicie,

(11.3) M(IXh )g = kn Φh ∗ g

dla każdej funkcji ograniczonej g oraz

(11.4) M(P Vh )f = kn Φh ∗ f

dla każdej funkcji ograniczonej f .
þ4|�r-~�r7Ö � ( � ' � � �"./	 � ;6� % � � � B '��
��
6gY� � ���8+�A � ��B �P�Z���P� � ��'�������� � 	���	����/	-	<�,�.!��'��I��+-	-,:
?=s� D �65 � 	-��� B 	�� ����'�(������-+<
?=?� 0
Dowód 0 § � � % � 
��
	-������� � �M� � � � ��+�T?¨3¨ 0 ¤:V

∫

[0,1)n
IXh (τtg)(x+ t) dt =



=
∑

α∈Zn

∫

[0,1)n
g(α/k − t)Φ(k(x+ t) − α) dt.

� ( � '�+3= # 
{���"� �!�"	<�{�
� ����	-	���
6g � �K�"�8'�+-�8+3= # 
F� � 
��:Ad�?= % �����
'�(�������	-�

Rn =
∑

α∈Zn

[0, 1)n + α,

� (����
����+3=?���8� ∫

[0,1)n
IXh (τtg)(x+ t) dt =

=
∑

α∈Zn

∫

[0,1)n
g(α/k + t)Φ(k(x− (α/k + t))) dt =

= kn
∫

Rn
g(t)Φ(k(x− t)) dt = kn(Φ 1

k
∗ g)(x).

�������?=?�-²����M� � ����+ y ���?=$
����
;6
��n� � � � ��+ 0&u �-��¯<	-��
?=s� P Vh � ��	-�/,3��«
∫

[0,1)n
(P Vh (τtf))(x+ t) dt =

=

∫

[0,1)n

∑

α∈Zn

(τtf, k
nB∗

V (k · −α))Rn B(k(x+ t) − α|V ) dt =

=
∑

α∈Zn

∫

[0,1)n
(f, knB∗

V (k(· + t− α/k)))Rn B(k(x+ t− α/k)|V ) dt =

= kn
∫

Rn
(f, knB∗

V (k(· + t)))Rn B(k(x+ t)|V ) dt =

= (kn)2
∫

Rn

∫

Rn
f(u)B∗

V (ku+ kt)B(kx+ kt)|V ) dtdu =

= kn
∫

Rn
f(u)Φ(kx− ku) du = kn(f ∗ Φh)(x).

u ��'�( � ' � � �"./��;����U�65 � 	-��� B � ��5���T?¨�ë 0 Ù V � ���"�{���"� �!�"	<�F�
� ����	-	Z��
Kg 0
��&��� % � ;��6�
��	-�/� � 	-� � '�,������ �P( � �����6������	-�!��¨3¨ 0 ³ � �K�"�P( � �����6������	-�!� ô�0 ÚO=?�
'�(	���'�(6� % +3= # 

� � '�����
 � � �"	-��� � % ���K�"( � �K�J' % . � (�+q«

� bncd[�o�a�mRÆ�Æ�Ö!×
Istnieje stała C > 0 taka, że dla każdej funkcji f ∈W 2%V +1

∞ ,

‖f − kn Φ 1
k
∗ f‖∞≤C

(
1

k

)2%V +1

|f |2%V +1,∞.



Dowód 0�u �-��¯<	-��
?=s�t¨3¨ 0 ¨ � �K�"�{�UT?¨3¨ 0 ¤:V � (����
���8+3=?�����

f(x) − kn (Φ 1
k
∗ f)(x) =

= f(x) −
∫

[0,1)n
IXh (τtf)(x+ t) dt =

=

∫

[0,1)n
(τtf(x+ t) − IXh (τtf)(x+ t)) dt,

y ���
��� h = 1/k 0 W � ���
��'�(K�"= # 
{�{( � �����6������	-�!� ô�0 Ü � (����
���8+3=?�����

|f(x) − kn (Φ 1
k
∗ f)(x)|≤C

(
1

k

)2%V +1 ∫

[0,1)n
(|τtf |2%V +1,∞) dt,


 � , � )<
��
�4� � � 5�� 0
�� � �K�"� % ����� � '��
�\;��K���-	-���s=8���-��¯<	-� � � �"	<�?= � ¨3¨ 0 ¨I+ B �<A L �"�6
��/	-,���� � ��
�� ¢ L ¦ 0

� ��, � ���
��'�(K�"	-����=?�?= � (6� � ���/�<��+-	-,:
?=s� y ����(i��
KgJ� � '�(K�:A � ���"�/	-��
?= � � �"	<� �Q% �K��
�� ¢ èH¨�¦ D
% � � 0 ¢ �&G{³�¦ 0



12. Operator Ciesielskiego. Estymator gęstości

§ � �����
�!�:A�(6��	 � ��B �$'�A!+ B ���2=��", � � '�(6� % � � �����<�"	-�!�H����
Kg � � �"	-�!� � ��
�� # B�� 	���
6g�
'�(s���I�"( � �65 � y �
'�( � ;6
�� � ����./+P�
� ����	-	Z��
Kg % � % ������� � % �����"( � �Eèt���
'�����.�'�,���� y �-D � � � 0¢ è&¤ ã õ�¦ 0�� � � �����
���".��F(s��� % � ,�� B ����� % � � 	<� � A���'�	 � ;6
��q(6� y � � % ���K�"( � �K� 0GH.!�E� � ���
�/	@� � % +�'��

����"./	���
6g V1
�
V2
�-��¯<	-�/+3=?���8�

Y = {V1,−V2}
� �K�"�{��+-	-,Z
?=s� y ����( # '����J��(�����
��
	 # D % � � 0 Tdõ 0 ô V D

NY (x) = B(x+ cY |Y ),

y ���
��� cY =?�
'�(�;�� � ��,������ò��+-	-,Z
?=s� B(·|Y ) D 
��
��./� cY = 1
2

∑
v∈Y v 0

�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ-È7Ö�Æ
G j�aZ}"r�]�[�}IH�cdaZo�cda��do�mqcdaZ~�[ � ,��6�
;�.!�"��� � � � �6���

Q(V1,V2)f(x) =
∑

α∈Zn

(f,B(· − α− cY |V2))RnB(x− α|V1)

� �K�"�
Q

(V1,V2)
h f(x) = Q(V1,V2)(f1/h)(x/h).

Ã�a�ePr�]zÆ-È7Ö!È

(12.3) Q
(V1,V2)
h f≥0 dla f≥0,

(12.4)

∫

Rn
Q

(V1,V2)
h f =

∫

Rn
f

dla funkcji całkowalnej f .

Dowód 0 ¾ % ���K�"( � � QV1,V2
=?�
'�(E	-����+3=?��� 	Z����.!�@��+-	-,Z
?=s�&	-����+3=?��� 	Z��
Kg D y ��� B��+-	-,Z
?=?� y ����(6�z' # 	-����+3=?��� 	<� 0 � � 	�����( �-D % � 	-��� � � B 
��:A!,3�O�M��+-	-,:
?=s� y ����(6�?=X=?�
'�(�65 � 	��X=?�
�-��	 D ���"(6���ª� � 	-� � '�,�+@³ 0 ¨ Ü�� ��	-�/,3��«

∫

Rn
Q

(V1,V2)
h f(x) dx =



=
∑

α∈Zn

(f1/h, B(· − α− cY |V2))Rn

∫

Rn
B(x/h− α|V1) dx =

= hn
∫

Rn
f1/h(y)

∑

α∈Zn

B(y − α− cY |V2) dy = hn
∫

Rn
f1/h =

∫

Rn
f.

9Z�",�� � ��,�.�� � (6� � ���/�H� % � � ,�'����I��
?=s� % ������� o(1) �7�
���
�����8� � �
	���
������ � ����./, � ;6� D,�(65��K� � # B �4� � �����K� % �6��� h→ 0+ 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda Æ-È7Ö!×
Załóżmy, że dane są rodziny dopuszczalne V1 i V2. Ponadto, niech

%V1≥2, %V2≥1.

Wówczas dla każdej funkcji f ∈W 2
p (Rn) oraz 1≤p≤∞

(12.6) ‖Q
(V1,V2)
h f − f

h2
− 1

24

∑

v∈Y
D2
vf‖p = o(1).

Dowód 0 � � ,3� B ���8�z'�A��"�<'�� #�� ���6'»=?�X(6� y � ( � �����6������	-�!� 0
Jeśli funkcja f ∈ C2(Rn) ma zwarty nośnik, to dla każdego x ∈ Rn

(12.7)
Q

(V1,V2)
h f(x) − f(x)

h2
→ 1

24

∑

v∈Y
D2
vf(x)

przy h→ 0+.�����
� % � � 	-� =s�8� D % � � 0 õ 0 ¨�ë D<� �
	���
�����	<�/� � % ���K�"( � �K�JýZ+���'�� � �/	Z(6��� % � .!��
?=s�

QNY ,0f(x) = QY f(x) =
∑

α∈Zn

f(α)NY (x− α).

Ã�a�ePr�]zÆ-È7Ö�ð
Operator Q(V1,V2) zgadza się z operatorem QY na wielomianach p ∈ Π%V1

, tj.

Q(V1,V2)p = QY p.

Dowód 0Âf ���

Kg
MV2(−y − cY ) = B(y|V2).� ( # �

∫

Rn
f(y)B(y − α− cY |V2) dy =

∫

Rn
f(y)MV2(α− y) dy = f ∗MV2(α).



u �"(6���

(12.9) Q(V1,V2)f = BV1 ∗′ (f ∗MV2).

� � 	-��� � � B
B(·|V2) = B(− · | − V2),

� ���


MV2 ∗BV1(x) =

∫

Rn
(MV2(x− y)BV1)(y) dy =

(12.10)

=

∫

Rn
B−V2(cy + x− y)BV1(y) dy = BY (x+ cY ) = NY (x).

u �"(6���h, � ���
��'�(K�"= # 
��@T?¨�³ 0 ô V D T?¨�³ 0 ¨�ë:V � �K�"�J� � +-,�� � (�	-��� � .����I�"(�+\¤ 0 ¨ Ü � % ���
�"= ���+3= # 
 D�B �$=?�
;�./� p ∈ Π%V1

D-� (����
����+3=?���8�

Q(V1,V2)p = BV1 ∗′ (p ∗MV2) = BV1 ∗ p ∗MV2 =

= (BV1 ∗MV2) ∗ p = NY ∗ p = NY ∗′ p = QY p.
W � ���
��'�(K�"./��;��8�E=?�
��	 � 
����
;�	-���{�{���",�(�+ D � B

p ∗MV2 ∈ Π%V1

� �K�"�
Π%V1

⊂ Π%Y
.

�
Ã�a�ePr�]zÆ-È7Ö�Æ�Æ
Dla wielomianów p stopnia dwa obowiązuje wzór:

(12.12) QY p = p− p ∗m,

gdzie analogicznie do oznaczeń rozdziału
¤

(12.13) m = δ −NY |.

Ponadto, dla |γ| = 2 oraz wielomianu p(x) = xγ ,

(12.14) p ∗m =
1

4π2
DγN̂Y (0).



Dowód 0�u .����I�"(�+�¤ 0 ¨ Ù
QY p = NY ∗′ p = p ∗′ NY = p ∗ (δ −m) = p− p ∗m.

u � � � � ��+�T»¤ 0 ¨�õ�V � ��	-�/,3� D-B �X��+-	-,:
?=�� p ∗m =?�
'�(�'�(K�:A�� 0 ¾ �<.®��
��
��� = #��Y% +-	-,Z
��������� � 0 � � 	-��� � � B 
�� # y m =?�
'�(�'����J��(�����
��
	�� D � �/�



(p ∗m)(0) =
∑

α∈Zn

m(α)p(−α) =
∑

α∈Zn

m(α)p(α).

W � ���
��'�(K�"= # 
X�UT?¨�³ 0 ¨�¤:V � (����
���I�"���7«

(p ∗m)(0) = p(0) −
∑

α∈Zn

NY (α)p(α).

W � ���
��'�(K�"= # 
&��� � � � ��+I� � ��'6' � 	��JTd.����I�"( Ò ³:V � �K�"� � � � ��+�T?¨ 0 ô V D�� (����
���I�"�8� ��.!�
� ����. � � �!�"	�+ xγ ∑

α∈Zn

NY (α)p(α) =
∑

α∈Zn

̂(pNY )(α) =

= − 1

4π2

∑

α∈Zn

DγN̂Y (α) = − 1

4π2
DγN̂Y (0).

�
Dowód

¨�³ 0 Ü�0 G � � 5Z� % ����� % � � � �����
�/���R��.!� � ��� �!�"��+ n = 2 0�f ���

6g f ∈
C2(Rn)

���
���
���z��+-	-,Z
?= # � � � �"��(s��� 	 � ;�	-�/,�+ 0 ÐH'�(K�"./�8� x = (x1, x2) ∈ R2 0W � ���
��'�(K�"= # 
X�F� � � � �/	-���

��!� � ����. � �K����+-	-,:
?=s� f �Y% +-	-,:
���� x D-� (����
����+3=?���8�

f(y) = Px(y) +Rx(y),

y ���
��� Px =?��'�( � ����. � � �!�"	<��� � ����. � �K��«

Px(y) = f(x) +
∂f(x)

∂x1
(y1 − x1) +

∂f(x)

∂x2
(y2 − x2),

����;
Rx
�6�
'��
( # � �
��. � �K��«

Rx(y) =

=
1

2

∂2f(θ)

∂x2
1

(y1 − x1)
2 +

∂2f(θ)

∂x1x2
(y1 − x1)(y2 − x2) +

1

2

∂2f(θ)

∂x2
2

(y2 − x2)
2,

y = (y1, y2)
D % +-	-,�( θ .�� B �{	�� � �-
��/	-,�+ % � � ���
���
� % +-	-,�(6��� x

�
y 0lu ( � �����6������	-�!�¤ 0 ¨�ë � �K�"�F.����I�"(�+\¨�³ 0 Þ

Q(V1,V2)Px = QY Px = Px.



� ( # �
Q

(V1,V2)
h Px(x) = Q(V1,V2)(Px)1/h(x/h) = Px(x) = f(x).

u �"(6���

(12.15) Q
(V1,V2)
h f(x) − f(x) = Q

(V1,V2)
h Rx.

u T?¨�³ 0 ¨ Ù V � ��	-�/,3� D � B �"�Z�U+<� � � � �-	-���IT?¨�³ 0 Ü V D � ��'�(K�"�6
��
� % � ,3�"����� D-B � % ���
� h→
0+

(12.16)
Q

(V1,V2)
h Rx(x)

h2
→ 1

24

∑

v∈Y
D2
vf(x).

u �-��¯<	-�/+3=s��� � ����. � � �!�"	q«
Tx(y) =

=
1

2

∂2f(x)

∂x2
1

(y1 − x1)
2 +

∂2f(x)

∂x1x2
(y1 − x1)(y2 − x2) +

1

2

∂2f(x)

∂x2
2

(y2 − x2)
2.

� ����. � � �!�"	@(6��	M� ��B �����4� � �
�-���{	��E� � � � ����. � � �!�"	Z�7«

Tx = W + q,

y ���
��� � ����. � � �!�"	

W (y) =
1

2

(
∂2f(x)

∂x2
1

y2
1 + 2

∂2f(x)

∂x1x2
y1y2 +

∂2f(x)

∂x2
2

y2
2

)

� �K�"� � ����. � � �!�"	 q 
 � 	��"= � � B �?=&'�( � % 	-�!� % ����� � '���� y � 0�� 5 � 
�����'$�IT?¨�³ 0 ¨�³:V � (����
� ���+3=?���8�

QYh Tx(x) = QY (Tx)1/h(x/h) = Tx(x) − (Tx)1/h ∗m =

= −(Tx)1/h ∗m = −W1/h ∗m− q1/h ∗m.
u � � � � ��+�T»¤ 0 ¨�õ�V � ��	-�/,3� D�B � q1/h ∗m = 0 D � ���



(12.17) QYh Tx(x) = −W1/h ∗m.

u T?¨�³ 0 ¨�õ�V
W1/h ∗m =

=
h2

8π2

(
∂2f(x)

∂x2
1

∂2N̂Y (0)

∂x2
1

+ 2
∂2f(x)

∂x1x2

∂2N̂Y (0)

∂x1x2
+
∂2f(x)

∂x2
2

∂2N̂Y (0)

∂x2
2

)
.



u � � � � ��+�T?¨ 0 ô V � ��	-�/,3� D�B �

N̂Y (x) =
∏

v∈Y

1 − e−2πix·v

2πix · v e2πix·cY =

=
∏

v∈Y

eπix·v − e−πix·v

2πix · v =
∏

v∈Y

sinπx · v
πx · v .

f ���

Kg
g(t) =

sin t

t
.

u �"(6���
N̂Y (x) =

∏

v∈Y
g(πv · x).

� � 	-��� � � B
g′(0) = 0,

����;
g′′(0) = −1

3
,

� ���



W1/h ∗m = −h
2

24

∑

v∈Y

(
∂2f(x)

∂x2
1

v2
1 + 2

∂2f(x)

∂x1x2
v1v2 +

∂2f(x)

∂x2
2

v2
2

)
,

y ���
��� v = (v1, v2) 0 � ( # � � �K�"�F�IT?¨�³ 0 ¨ Ü V

Q
(V1,V2)
h Tx(x)

h2
= −(W1/h ∗m)(x)

h2
=

1

24

∑

v∈Y
D2
vf(x).

� ��'�(K�"�6
��
�U(6���K�"� % � ,3�"����� D-B � % ���
� h→ 0+

(12.18)
Q

(V1,V2)
h (Tx −Rx)(x)

h2
→ 0.

f ���

Kg R1
�
R2
� �
	���
����"= # ;��6�
��	-��

� � ,��6� y 5 � D ,�(65��6� ��� � �����K�"= # 	 � ;�	-�/,�����+-	-,:
?=s�� � % � � ���
��	-� � BV1

�
BV2(· − cY ) 0l� 5 � 
�����'�� � 	-� � '�,�+�³ 0 ¨ Ü

|Q(V1,V2)
h (Tx −Rx)(x)|≤

≤
∑

α∈Zn

∣∣∣
(
(Tx −RX)1/h, BV2(· − α− cY )

)
R2

∣∣∣BV1(x/h− α)≤



≤ max
α∈Z2

{
∣∣∣
(
(Tx −RX)1/h, BV2(· − α− cY )

)
R2

∣∣∣ : ‖x/h− α‖≤R1}≤

≤ max
α∈Z2

{
∫

‖u−α‖≤R2

|(Tx −RX)(hu)| du : ‖x/h− α‖≤R1}.
� � 	-��� � � B ��.!�E,3� B �-� y � α (K�",���� y �-D-B �

‖x/h− α‖≤R1,

=?�
;�./� ‖u− α‖≤R2,
( �

‖u− x/h‖≤R1 +R2,

� ���



|Q(V1,V2)
h (Tx −Rx)(x)|≤

∫

‖u−x/h‖≤R1+R2

|(Tx −RX)|(hu) du≤

≤π2h2(R1 +R2)
2 max{|Tx −Rx)(hu)| : ‖hu− x‖≤h(R1 +R2)}.� � 	-��� � � B Tx(x) − Rx(x) = 0 D � ���

E� 
�� # y A � ;6
�� � �-+O�d+<	-,:
?=s� � ��	-�/,3� D7B ���I�", �'��/��+-�´��
KgO�K5 B 	<�/
�� � � ( � 
�����	-�/+ % +-	-,�(�+ x % ���
� h → 0+ � # B �O� � �����K� 0 � ( # �� (����
����+3=?���8�PT?¨�³ 0 ¨ Þ V 0

�
ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ-È7Ö�Æ�ñ
G{�"	<�F' # �6���"./�/����
?=?� % �65����U. � ' � � �?=

yi = (ai, bi) ∈ R2, i = 1, . . . , n,

	-�������".�� B 	���
6gR� � + � ��� �!�"� � � ��
6g � ��,�( � �65 � . � ' � � ��
Kg � 	-�����
	��"	<�?= y �
'�( � ;6
�� f 0
u �",<A����<�"��� D�B � y �
'�( � ;6� f =?�
'�(���+-	-,Z
?= # 
�� # y A #�0 � , � 	<'�(���+-+3=?���8�@�
'�(s���I�"( � � y �
' �( � ;6
�� 0�f ���

6g

V1 =

(
1 −1 0 0 −1 1
0 0 −1 1 −1 1

)

V2 =

(
1 0 −1
0 1 −1

)
.

� 5 � 
�����' cY = 0 0 ¾ % ���K�"( � �zèt���
'�����.�'�,���� y � � ��B ���8����� % ��'K���z+ B � � �"= # 
 =?� y �= # ���K��«
Q

(V1,V2)
h f =

∫

R2
Ch(y, x)f(y) dy.

9 # ��� � =?�
'�($�65 � 	<�3«

Ch(y, x) =
1

h2

∑

α∈Z2

BV2(y/h− α)BV1(x/h− α).



*�'�(s���I�"( � � y �
'�( � ;6
��_���".�� B 	�� � � nã ��.����J��	�( � � �?= % �65��-,�� % � � '�(K�s=l=?�
'�($�65 � 	��7«

fh,n(x) =
1

n

n∑

i=1

Ch(yi, x)

./+-�z�65 � 	 � � � B 	-���

fh,n(x) =
∑

α∈Z2

c(α)BV1(x/h− α),

y ���
���

(12.20) c(α) =
1

n

n∑

i=1

BV2(yi/h− α).

L ��B 	�� % � ,3�"����� Dq¢ WX����¦ Dn¢ è&¤�¦ D-B �

Pr{‖f − fh,n‖1 → 0} = 1,

=?�
;�./�
nh2 → ∞ D h→ 0+ D n→ ∞ 0G � �75�� � % (i���I�"./	<� y � % �"�K�"�J��(���+ h D � � �"	<� y � % �"�K�"�J��(��6��� � ,�	�� D � ���".�� B 	 � ;6
��� � n =?�
'�( � � B ,�� D % � � 0 ¢ GKJS¦ 0�u �:Ad5 B �8� D�B �U�<�"	��U' # ��� % ��'K�"	<� � , � �����K�"( � � �?=(K�"�-./��
��4, � �K��.!��
��"=s	<�?=

Am×m = [a(α1, α2)]m×m,

 �J� � % � � �!���<� + B ��
��/+ % � � � B '���� y � �
'�(s���I�"( � �K� ��.!��� � ���
�/	

V1 = V2 = E1,1.

� � � �<�"(�,�+ % �6������	Z(�+3=?�����X,��65�(�,�� % � � y �K�"��	�� % ��'K�"	Z� � ����'6
��"./+ D ,�(65����H+-� ���
'���
�����<�"	<� � (K�", # �I��
�������� 0Xu � % ��'K�"	-�����<�"	Z��
Kg � (K�", # (��"�-./�/

�E�<�"=?�F	��"�ª� ��B ./� � � ;6�� � � % �"(���� � �"	-�!�X��� y ����	-����	-�!� % �����
'�,3�". � � �"	<� y �-D � ,�(65��������<�"	<�$' # � (����
���I�"	<� �, � �����K��
���� [0,m)2 02� 5 � 
�����' % ���
�"=s�8+3=?����� % �"�K�"�J��(�� � ,�	�� h = 1 D � ' % 5ZAd
��
��	 �	-�/,>T?¨�³ 0 ³3ë:V�«

c(α1, α2) = a(α1, α2) + a(α1 + 1, α2 + 1) +
a(α1 + 1, α2) + a(α1, α2 + 1)

2
.

G � % �6���
��	�(K��
?=s� y �K��¯�
��
	<�?={�
'�(s���I�"( � �K� y �
'�( � ;6
���� ��B �����O+ B ���J�". y � ����(���+P� � � ���� � �-	-����	-�!� D ,�(65���� � � y A��������J�<�"	<� 0



13. QuasiΨrzuty

� (i���æ� � �����
�!�".�� �$% � � � �����
�/�8�MýZ+���'�� � ���
+-(s� D ,�(65��6�{' # + � y 5�./	-����	-����� � % ���K� �( � �K�Ièt���
'�����.�'�,���� y � 0�� y �K�"	-��
�� � % ���K�"( � ���M(6�{� # B # � � ���
+-(�+ � ��( � y � 	��"./	<� y � 0
�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ�Ñ_Ö�Æ
f ���

Kg V ���
���
����� � ���
�/	 # � � % +<'���
����"./	 #�0ML knr-o�c!ø}"`Zkq]Kxz�-��¯<	-�/+3=?����� � � � �6���z«

(13.2) Q(V,V,%)(f) =
∑

α∈Zn

(f,B(· − α|V ) ∗ r%)RnB(· − α|V ),

y ���
���F
�� # y «
r% = δ +m+ · · · +m%.

èt� # y m = δ−BX |
D y ���
��� X = {V,−V } 0�u �"+ � � B ��� DZB ���S, � 	<'�(���+-,Z
?=s� � ��	-�/,3� D� B % ���
� %→ ∞ D % � � 0 .����I�"( ô�0 ô D

r% → bX ,

'�( # � � �K�"�F�8�-��¯<	-��
?=s�_��+-	-,:
?=s�_�-� � ��( � y � 	��"./	<�?=8T?¨�ë 0 ¨�V

BV ∗ r% → B∗
V ,

���"(6���
Q(V,V,%)(f) → P V (f).

� � 	�����( �-D ��.!� % = 0
ýZ+���'�� � ���
+-( � � % � � �!���<� � % ���K�"( � � � � �$èt���
'�����.�'�,���� y � % � '�(K��
��

Q(V,V ) 0��>% � � � ���-²���� � % ���K�"( � � % �����
'�,3�". � � �"	��

Q
(V,V,%)
h (f)(x) = Q(V,V,%)(f1/h)(x/h)

��.!�
x ∈ Rn 0

¾ % ���K�"( � ���X(6�����
���
���
��
�� #$� ����.�� � A���'�	 � ;6
�� � % ���K�"( � �K�Hèt���
'��/��.�'�,���� y ��� �K�"�týZ+���'�� � �/	�(6��� % � .!��
?=s� 0
L �!�"	 � � ��
���� ∫

Rn
Q

(V,V,%)
h (f) =

∫

Rn
f,

% � � 0 .����I�"(�¨�³ 0 ³ 0W � ���
��'�(K�"= # 
{�F.����I�"(�+�¤ 0 ³3¤ D � ��B 	�� % � ,3�"�����{	���'�(6� % +3= # 
 # � y � ��	 � ;6� � % ���K� �( � �65 � ýZ+���'�� � ���
+-(65 � �nýZ+���'�� � �/	Z(6��� % � .!��
?=s�n��.!� � ����. � � �!�"	<5 � D % � � 0 ¨�³ 0 Þ «
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ�Ñ_Ö�Ñ
Zachodzi następująca zgodność dla wielomianów p ∈ S(BV ) ∩ Π

Q(V,V,%)(p) = QBX ,%(p),



gdzie X = {V,−V }.
u ( � �����6������	-�!�z¨�¤ 0 ¤ � �K�"�F.����I�"(�+�¤ 0 ¨�³ � ��	-�/,3��«

Q
(V,V,%)
h p = p

��.!� � ����. � � �!�"	�+ p '�( � % 	-�!� k≤%V D y ���
��� %V =?�
'�(F�I�",�'����I�"./	Z���Å'�( � % 	-�����h�6� �
% � � ��+-, � � �"	���
6g � ����. � � �!�"	<5 � D % � � 0 T»³ 0 ¨�¤:V D�� �/.�� %≥(k − 1)/2 0 êS+���'�� � ���
+-(i�
% � � � �-	-���S=��", � % ���K�"( � ���@ýZ+���'�� � �/	Z(K��� % � .!��
?=s�2�I�"= # �
�-./� B�� 	<� � A���'�	 � ;6
���� % � � ,�'�� ��I��
��"=s	<� 0 � � 	-��� � � B ' # � % ���K�"( � �K�"� �7
��:A!, � � ��� � D � ��B 	���=?�$	�� � ��(©'�( � ' � � ������.!�'������6'����?=©,�.!��'��I��+-	-,:
?=s� D �65 � 	-��� B ��.!� % � � 	���
6gz,�.!��'�����'�(���������
?=s� 0
u�� � # �
,�� % � � ���
���
�X����'�( � ' � � �"	���� � � % ���K�"( � �K�"� �Z� ��B 	�� % �6�
�
�-'�(�� � ��� �>% � '�(K��
�����!� y �K�"��+q«

QBX ,ρ(f) IX(f)
ρ→ ∞

Q(V,V,ρ)(f) P V (f)
ρ→ ∞

M

M

ΦX ∗ f,

y ���
��� f =?�
'�(©��+-	-,Z
?= # 
�� # y A # � � � �"��(i���N	 � ;�	-�/,�+ Dã ΦX ∗ f � �
	���
���� ' % . � (��X��+-	-,Z
?= # �d+<	<�<�"�J��	Z(K�"./	 # Dã P V ã ���
+-( � ��( � y � 	��"./	Z� D % � � 0 T?¨�ë 0 Ú:V Dã IX ã � % ���K�"( � �S�/	Z(6��� % � .!��
?=s� D % � ��T ô�0 ¨�V Dã M � �
	���
���� ;��6�
��	-� # L �"�6
��/	-,���� � ��
���� D % � � 0 ( �F0 ¨3¨ 0 ³ 0
�Å% �K��
�� ¢ �&G{³�¦ % � �<�"	 � � � � # �
,�� % � � ���
���
�{;��6�
��	-� #$L �"�6
��/	-,���� � ��
���� D � ����. � % � �
� � � � �$#� % � � ,�'����I��
?= # D ýZ+���'�� ����
+-(K�"� ���t��+-	-,Z
?= # ��+-	<�<�"�J��	Z(K�"./	 #$�P% �����
'�(�������	-�!��
6g�éX�"�6����� y � 0
u �-��¯<	-�/+3=s���X� � ���
�/	��{� � % +<'���
����"./	<� kX D ,�(65��6��' # �"A ��B�� 	<��� � ��,�( � �65 � � � ���
�/	Z�

X � ,�� � (�	 � ;6
�� k 0�f ���

Kg
α! = α1! · · ·αn!.

L ��B 	��E+<� � � � ��	-���F�65 � 	-��� B 	���'�(6� % +3= # 

�{( � �����6������	-��� D % � � 0 � � � 5Z�\T?¨�³ 0 Ü V 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\Æ�Ñ_Ö/Ô
Niech 2%+ 1 < %V . Wówczas dla dowolnej funkcji f ∈ C2%+2(Rn)

Q
(V,V,%)
h f(x) − f(x)

h2%+2
→

∑

|α|=2%+2

1

α!
AαD

αf(x),

gdzie stałe Aα można wyliczyć ze wzoru

Aα = −m%+1 ∗ xα =
1

(2π)2%+2

%+1∑

k=1

(
%+ 1

k

)
(−1)k+%Dα(B̂kX)(0).



14. Metoda elementów skończonych

� � � �����
�!�".���(i��� � �J5 � �/���X����'�( � ' � � �"	-����( � �����6������	-�!� � (��K�"	 y � �£ �®ö<�$� � � � � � � # �
� �
� �"	-�!�$�65 � 	��")E��./� % (i��
��
	���
6gMTd� � � 0 é 0�L �"�6
��/	-, � � '�,3� ã GH��'�(������-+<
?=?��� % �����
'�(������ �	-��� � � � � .�� � �:VS�J��( � � # ��.����J��	�(65 � '�, � )<
�� � 	Z��
Kg�T L * � V 07L ��( � �-���/./+<'�(���+3=?����� �� y �K�"�

L * �L ��( � ����65 B 	-��
 � � �
L ��( � ���
� �"���!��
��"=s	<�

§ � � % �"(����
���4��� y ����	-����	-���8GH�/����
Kg-.���(K�{=��", � '�(K�"	<�<�"�6� � � � ��% ���
� % ����,�+@�65 �&�	��")���./� % (s��
��
	Z��
Kg D % � � 0�% ���
��,<A����R¨ 0 Ú ¢ L � D '�(�� 0 ³ ô ³�¦ 0 �&�
���
�����8�\� � � % �"(���� � ���( � ��� y ����	-����	-��� �¥� ��� �!�"����� n = 2 D 
 � �I�z��'�( � (�	<�J�
	���
�����	-���U��� � � y .��
��+�	��( � �����6������	-��� � � � � .�� � � � ���"	Z+-�����"	-�/+ Dn¢ L � D '�(�� 0 ³3¤3³�¦ 0
f ���

Kg Ω ⊂ R2 ���
���
���U�
�-� � �6��� � y �K�"	-��
�� � 	����É� � ( � �"��(i��� 0�f ���

6g 4 � � �	���
���� °n� % .!��'»=��"	

(14.1) 4 =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

.

�&�
���
������� % � '��
+-,�� � ���{� � � � � # ���"	-�!� 	�+-�J������
��
	<� y � ��� y ����	-����	-�!�JGH�/����
6g-.���(K�

(14.2)

{−4u = f x ∈ Ω
u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

y ���
���H��+-	-,Z
?=�� f =?�
'�(�³ � 
��:A!, � � �"./	�� � �
�-� � ����� Ω 0 � � 	-��� � � B ��'�(�	-����	-���X� � � � � # ��� �	-�!�U��� y ����	-����	-�!�\T?¨�õ 0 ³:VS���".�� B � � � y A�����, � ;6
����-����� y + D � ���

E���:Ad5 B ��� DqB � � �<'����"�
Ω
=?�
'�(S./� % '6
6g-�/(�� � � '�,�� ¢ L � D '�(�� 0 ¨ ô3Þ ¦ D 
 �U� �
	���
����J� 0 �/	 0 D�B �8�-����� y �
�-� � ��+ Ω

=?�
'�(
� ��,��6�
'6���ò��+-	-,Z
?=s�_,�.!��'��U°_� % '6
Kg-�/(���� 0�����
��(K�",��/�´���:A ��B ��	-�/+>��'�(�	<�/�?=?�E� � � � � # ���"	-���E��� y ����	-����	-�!�PT?¨�õ 0 ³:V D ,�(65��6�H=?�
'�(����'�(������-+<
?= #�0�� �"��+-	<��,Q�-����� y � � �Q� � �
+-� ����'���� � 5 � 
�����' � '������6'��
����'6��	<'���� 0Ò ���U+-�
��'�,����{� � � � � # ���"	-��� D ,�(65��6�$=?�
'�(&��+-	-,:
?= # D ��+<'��/�8�4�
� � �-���$=?�
��	 � �{���:A ��B ��)T?¨�õ 0 Ù ã ¨�õ 0 Ü V 0 GH.!�"(6� y � ��% ���
��,<A������
���I¨�õ 0 ¨�³ � y �K�"	-��
��
�����M	���'����F� � � � � B �"	-�!�I� �
� ����. � ;6
��!�"	�+ 0\f ���
'�(6��(s�\�&(K�", % � 
6g � ��	<�M
�� # '�(�, � � �U� � � � � # ���"	-�!�QT?¨�õ 0 ³:V8(����������� � �
+-� ���
� � '6��	<'���������'�(������-+<
��"=s	Z��� 0 GH.!�"(6� y � 
��
��(6��./	-�/, D ,�(65����H	-��� % � �
	��:A�(6� � ���/�����'�(������-+<
?=s� D � ��B �S� � �
+-� ���
� � ��'�(6� % +3= # 

� % � 	-� B �?=t'����8� � .�� D �-��¯<	-��
?=?�S��+-����'K��� �	-����	-�!� =��", �M� ��	 � '�� # 

�I'���� � � ��+-	-,Z
?=s� 0 ��� � % � 	�+3=?���8� D ����(��K�",�( � � ��� % � 	-� B '��
����K� y �J��	�(J=��", � �I�"(6���I�"(s��
��
	<�P+<' % �K� � ���
��./� � ����	-��� % � '��
+-,�� � �"	-�!��� � � � � # ���"	-�!�



	�+-�J������
��
	<� y � �¹% � '�(K��
���T?¨�õ 0 Þ VH' % ��A!	-�!�"= # 

� y � T?¨�õ 0 ô V 0 GH.!� % �K�",�(i��,3�I� � � ������ � � � � # ���"	-���F� � � % � 
��
��	��J'���� � �M(6� y � � � �J��	Z(�+ 0
f ���

Kg Hm(Ω) = Wm

2 (Ω) � �
	���
�����j2}"`:aZo
]�}"`:a�ÿ Á [���[��da:|�r�����'�(������-+<
?=s�(K�",���
Kg D$B ��Td�65 B 	-��
��
, � � �"	-��� � '6��	<'����@����'�(������-+<
��"=s	���� D 
��:A!, � � �"	<�/� � '6��	<'����°q���7�
' y +<�3± �:V

‖f‖m,2(Ω) =

(
m∑

k=1

|f |2k,2(Ω)

)1/2

<∞,

|f |k,2(Ω) =


 ∑

|α|=k
‖Dαf‖2

2(Ω)




1/2

<∞.

�P% � � � ���-²��8�4�/. � 
��
��	@'�,3�".!�"��	Z� � L2(Ω) = H0(Ω)

(f, g)Ω =

∫

Ω
f(x)g(x) dx.

f ���

Kg C∞
0 (Ω) � �
	���
���� % �6�
�
'�(��6�
��)8��+-	-,:
?=s�:	-���
'�, � )<
�����	-�����K�"�
�X�65 B 	-��
��
, � � �". �	���
6g � ' % � '65��@
�� # y A!� � � � �"��(s���N	 � ;�	-�/,�+M��� � �"��(s��� � Ω 0 ���������

◦
H 1(Ω)

� �
	���
��
����� � � ,�	-���

���� % � � % �����
'�(�������	-� C∞
0 (Ω) ��% �����
'�(�������	-� H1(Ω) 0 � � 	�����( �-D	-���

Kg AΩ(u, v)

���
���
���8� � +-./�/	-� � �$# � � ��� # GH�/����
Kg-.���(K� ��.!�E��� y ����	-����	-�!�@T?¨�õ 0 ³:V

AΩ(u, v) =
n∑

j=1

(
∂u

∂xj
,
∂v

∂xj
)Ω.

u �"+ � � B ��� D<B �
AΩ(u, u) = |u|21,2.

£�� ���I�O(K�U=?�
'�(Jm�[_aZ}"^3x_]Kx_|Ibnr D (»= 0 ��'�(�	-���?=?�z'�(K�:A�� c (K�",3� DtB �M��.!�O,3� B �-� y �
u ∈

◦
H 1(Ω) D

AΩ(u, u)≥c‖u‖2
1,2,

% � � 0 ¢ L � D '�(�� 0 ³ Ü�ô D � 	-� � '6��,O¨ 0 ¨�¦ 0W � ���
��'�(K�"= # 
���.����I�"(�+�°n��ö<� �L �/. y �K�"�I� DM¢ L � D '�(�� 0 ³ Ü ³�¦@T � ,�(65������å��� �,<A����<�{'����&, � ��� � 
���(i� � 	 � ;6�&� � ���8�E� � +-./�/	-� � � �?=6V D�� (����
����+3=?���8� D:B �$��.!�{� � � � ./	<�?=��+-	-,Z
?=s�
f ∈ L2(Ω)

��'�(�	-���?=?� � �
�-� � ����� ◦
H 1(Ω)

� � � � � # ���"	-��� u ��� y ����	-����	-�!�

(14.3)
∧

v∈
◦
W 1

2(Ω)

AΩ(u, v) = (f, v)Ω,




��
��./�q� � � � � # ���"	<�/��`:r-~�r-vlb2cda�b2cdrO|�r-}�cdr-^3x��
bnaZ~�[ 0� � � ����+�A!+3=?���8��(6���K�"�E( � �����6������	-��� � � # B # 

�E� � � � � # ���"	-�!�U��� y ����	-����	-�!�PT?¨�õ 0 ³:V�{�65 � 	��"	-����� � �"���!��
��"=s	����ÅT?¨�õ 0 ¤:V 0 G � � 5�� % �"(���� ¢ L � D '�(�� 0 ³3Ú3¤�¦ 0
¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda\ÆZÔqÖ/Ô
Niech funkcja f ∈ L2(Ω).
Dystrybucja u jest rozwiązaniem równania wariacyjnego

T?¨�õ 0 ¤:V wtedy i tylko
wtedy, gdy u jest rozwiązaniem zagadnienia −4u = f oraz

u ∈
◦
H 1(Ω).

è � � � �"��+-	-,������É�-����� y � � ���É��� y ����	-����	-�!��T?¨�õ 0 ³:V �Ï¾ (65 B % �6���\���:A ��B ��	-�/+ D
B � Ω

=?�
'�( � �<'����"�6���h./� % '6
6g-�/(�� � � '�,��/� D =?�
;�./� u ∈
◦
H 1(Ω) D ( � u|∂Ω = 0

T � �"��( � ;6��-����� y � � �J����'�(������-+<
?=s� � '6��	<'����F;�.����-+�V D_¢ L � D '�(�� 0 ³3Ú3¤�¦ 0
L ��B ����� % � �
������'����&� � � � � B �") � � �"��( � ;6
����-����� y � � ��
KgU��.!�{����'�(������Z��
?=s� � �K�"�

% � % �K� � ��� y A�����, � ;6�{� � � � � # ���"	-�!�@T?¨�õ 0 ¤:V D ���",<A����<�"= # 
{	 %q0 «T?¨�õ 0 Ù V � ����,�'�� # y A�����, � ;6�{�-����� y +@���<� � �6+ Ω DT?¨�õ 0 Ú:V B �{�
�-��5�� Ω
=?�
'�( � � % +<,<A!� DT?¨�õ 0 Ü V B �{�
�-��5�� Ω
=?�
'�( � ����. � ;6
��!�"	<��� 0� ��
���� y 5ZA � � �E�"	��"./�/���F,3� B �-� y � �S(s��
6g % ���
� % ����,Z5 � =?�
'�( � % ��'K�"	�� � ¢ JS¦ 0 �����
�

% � � � B '��
��
Kgz���:A ��B ��	-�!��
6g��F( � �����6������	-�!� � � � � .�� � � � ��	-�/,3� D<B �F� � � � � # ���"	-����=?�
'�(��+-	-,Z
?= # 
�� # y A #�0 § � � � � # ���"	-���M��� y ����	-����	-�!�CT?¨�õ 0 ¤:VE' % ��A!	-�!� � �"��+-	-,��$�-����� y � � ���� y ����	-����	-�!�OT�¨�õ 0 ³:V � � � ��,<A!���Ï'6��	<'���� D 
��
��./� u(x) = 0
��.!�

x ∈ ∂Ω 0 � � 	�����( �-D
� � � 5Z
Kg % ����� � '��
��
Kg % ���
� % ����,3��
Kg u ∈ H2(Ω) D ����; � (������

��/� u ∈ Hs(Ω) Dy ���
��� 1 < s < 2 D 
 �M� � % � � �!���<�U��+-	-,Z
?= � �´á��65 B 	-��
��
, � � �".®	����EâI'�( � % 	-�!� s 0E������

��
� � ��'�( � ;6
�� % � � �-.���� y A�����, � ;6
�� � ��'�(6� % +3=?��(i��./, � � á�� � y ��
6g�â D � � y 5�./	 � ;6
���	���-����� y + % � � 0 ¢ L � D '�(�� 0 ¤�¨�ë D ( �F0 ³ 0 Ú�¦ 0
L ��( � �<�S§��/(���� �J{�".�����,��/	��H' % � � � �������S� � � � � # ���"	-���©��� y ����	-����	-�!� � �"���!��
��"=s	<� y �T?¨�õ 0 ¤:V&� � ��� y ����	-����	-�!� �65 B 	-��
 � � � y � 0tL �!�"	 � � ��
����{	-���

Kg

ψ(x) = B(x|V ),

y ���
���{� � ���
�/	�� V =?�
'�($+-	-�/� � ��+-.!�"��	�� � �K�"� %V≥1 0�f ���

Kg
◦
S (ψh)

� �
	���
����X��+-	-,Z
?=?�&� % �����
'�(�������	-� S(ψ) D ,�(65�����
6gI	 � ;�	-�/,���� � �"��(s�X=?�
'�( � �
�-� � ����� Ω 0§ � � � � # ���"	-�!� 	Z+-�J������
��
	<� y � '��
+-,3�"��� ��% � '�(K��
��

(14.8) uh =
∑

µ∈hI(h)
aµψh(· − µ),



y ���
���
I(h) = {α ∈ Zn : h suppψ ⊂ Ω + hα },

(K�",U���

(14.9)
∧

v∈
◦
S(ψh)

AΩ(uh, v) = (f, v)Ω.

�P% � � � ���-²��8�M�I��
����������

Ψh = [AΩ(ψh(· − µ), ψh(· − ν))]µ,ν∈hI(h)

� �K�"�
Gh = [(f, ψh(· − µ))Ω]µ∈hI(h).

� 5 � 
�����'t�I��
�������� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 � Ah � � � � � # ���"	-�!�F	�+-�J������
��
	<� y � �I� % � '�(K���

Ah = (Ψh)−1Gh.

� � 	-��� � � B ���:A ��B ��./��;��8� D�B � V =?�
'�(q� � ���
�/	 # +-	-�/� � ��+-.!�"��	 # D � ���

���( � �����6������	-�!� Ü�0 Ú
� ��	-�/,3� D<B �{��+-	-,:
?=?� ψh(· − µ) D µ ∈ hZn

' # ./�/	-� � � � 	-�������".�� B 	<� 0 � ( # ��Td(6� � �6��(s� �
��
	-����V��I��
��������
Ψh =?�
'�( � � � �K��
��"./	�� 0&u � y ����	-����	-�!� � � � �K��
��"./	 � ;6
��_�I��
��������
� Ψh

� �K�"��' % � ' � ��5 � =?�?= � �-./��
����"	-�!�X� ��B 	��X�
	��".��
²
� � ¢ £ � ¦ 03�n� �����6������	-��� � (��K�"	 y � �£ �®ö<�¢ £ � ¦ % � � � �".!� � '�����
 � � ���\'��
���-, � ;6�>�
�-��� B 	 � ;6
�� uh � � � � � � � # ���"	-�!� u ��� y ��� �	-����	-�!�JT?¨�õ 0 ³:V 0lL �!�"	 � � ��
���� % ���
�8���:A ��B ��	-�/+OT?¨�õ 0 Ù Vn./+-�@T?¨�õ 0 Ú:V � �
�-� � ����� Ω
� ��B 	��

% � ,3�"����� D-B �

(14.10) ‖uh − u‖1,2(Ω)≤Ch‖u‖2,2(Ω),

�����
�4���:A ��B ��	-�/+�T?¨�õ 0 Ü V � (����
���8+:=s�����

(14.11) ‖uh − u‖1,2(Ω)≤Chs−1‖u‖s,2(Ω),

� � �<�"���E'���,���
&� � � � ��+ 0 � � % ����� � '���� D % � 	-��� � � B AΩ
=?�
'�(2, � ���6
���(i� � 	<� D � ���

��.!�E,3� B �-� y � w ∈

◦
H 1(Ω),

c‖w‖2
1,2(Ω)≤AΩ(w,w).

� � 	-��� � � B ��.!� � � � � ./	<� y � wh ∈
◦
S (ψh) 0

AΩ(uh − u,wh) = (f, wh)Ω − (f, wh)Ω = 0,

� ���


c‖u− uh‖2

1,2(Ω)≤AΩ(u− uh, u− uh) =



= AΩ(u− uh, u− wh)≤C ‖u− uh‖1,2(Ω)‖u− wh‖1,2(Ω)

��.!�O� � � � ./	<� y � wh ∈
◦
S (ψh) 0�u �"(6���Ç���
����. # 
 % ������� � ' % 5�./	���
��
��	-	-�/, Dt� (����
� ��I�"���
‖u− uh‖1,2(Ω)≤C ‖u− wh‖1,2(Ω).

� � 	-��� � � B ��+-	-,Z
?=�� wh =?�
'�(4� � � � ./	�� D ���"(6����, � �6����'�(��"= # 
@��	-���

 � ��� ����	-� � 	<�?=
� ���6'»=s��( � �����6������	-�!� � 	��"=s.�� % '����?={� % � � ,�'����I��
?=s�HTd( �F0IÙ�0 ¤:V D2� (����
���I�"�8�CT?¨�õ 0 ¨�ë:V./+-� � � % � � ���
��	-� � T?¨�õ 0 ¨3¨�V 0
ËF}"`3xqm2�ir-vYÆ�ÔqÖ�Æ-È
f ���

Kg

V =

(
1 0 1
0 1 1

)

� � 	-� B �?= % �6������	Z(�+3=?����� % � � y �K�"��	�� % ��'K�"	Z� � =?���
��,�+ L �"(�g<���I�"(���
�� D ,�(65���� � ��./��
����� � � � �!�"���"	-���F	�+-�J������
��
	<�{��� y ����	-����	-�!�IGH�/����
6g-.���(K� � �
�-� � ����� Ω = [0, 1] × [0, 1] 0
N �-��,�.!�"��+3=?����� � ����./, � ;6�X� � ����� � �-	-����	-�d�

h = 1
n+1

	 %q0O 
QP N  
QR "N �I��
��������
Ψh NS�

��������������� { 4 �,�+�  +T % } � { U �,�+�  +T % } !#"VQ(�W � 4 
*�+� 4�X 
  +T %Y� 4
0�0 �>SM��� 4 � 4
!�! 
�� !VQ(�W � 4 
*�+� 4�X 
  +T % 3� � 4
0�0 �>SM��� 4 � 4
0
 �!�! 
 3 � " SM��� 4
0
 � 4
!�! 
 3 � !'�( �

Z/[ �]\ (&^ � 4 �  �!6_ 
����>SM��� 4 � 4
0 � !�! 
 3 � " SM��� 4
0 �+� 4
!�! 
 3 � ! � { 4 �,�+�  +T % 3 � } !N �I��
�������� � � � � � (�	��J� � Ψh N` 
 Z  �a � W:; ���bS !#"N �-��,�.!�"��+3=?�����I��+-	-,Z
?=?�
f
��� y ����	-����	-�!�@T?¨�õ 0 ³:V	 %q0 « N [ �bc�dY�>e�d !6f 
Q% Nhg =:9�i T % N � (�; � =:9 c ! N
j 9  � =:9 e !N � �-./��
����"���4�I��
�������� Gh Nk�

��������������� { 4 �,�+�  } � { 9 �,�+�  } !#"'�( �

'�( �
k7��� 4 � 9 !�! 
l � Z  < � @ W � < ���[ � g c 0�m i�n g  �0 � i 0 g 4:3 � i�n g  �0 � i � g e 0�m i�n g  �0 � i 0 g 9 3 � i�n g  �0 � i ! �

{ c������,� } � { e������,� } � { m �����,� }
! ��� ! � { 4 �,�+�  } ! � { 9 �,�+�  } !? ���ok !#"p 

��������������� { 4 �,�+�  +T % } !#"'�( �



p ��� 4
!�! 
 ? ���ok7���]\ (&^ � g 4:3 � i �  �!�0 �+�5q�r (�<	9 �  < � g 4:3 � i �  �!�0 � !�!�! �
{ 4 �,�+�  +T % } !N �
	��"=?��+3=?�����U�I��
�������� � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 � Ah

N
s ��
 g  �0 � i T g 3 % i N ` 1 p "s %&

��������������� { 4 �,�+�  �0 % } � { U �,�+�  �0 % } !#"VQ(�W � 4 
*�+� 4�X 
  +T %Y� 4
0�0 �s %����]\ (&^ � 4:3 �+�  �!�0 %��5q�r (�<	9 �  < � 4:3 �+�  �!�0 % !�! 
 s �)��� 4
!�!�!N ����'�+3=?�����I� � � � � # ���"	-���F��� y ����	-����	-�!��T?¨�õ 0 ³:V N8:9
;/<�= � (�< $ ' � s % !� � 	-� B �?= % �6������	Z(�+3=?�����4� � � � � # ���"	-���F	�+-�J������
��
	<� uh ��� y ����	-����	-�!��«

−4u = x3,

y ���
��� h = 1
9 0

Tablica

1

Tablica

1

Rozwiązanie numeryczne

� ' % 5ZAd
����
'�	��E./�/(6���K�"(�+-�K�UA # 
��
� L * � �{(6� � ��� # ���".���,7« ¢ �&�#tS¦ Dq¢ GS¦ D_¢ GXWH¦ 0



15. Aproksymacja wielopoziomowa i falki

¾ '�(K�"(�	-���$� � �����
�!�:A!� ' #S% � ; � ���

 � 	<�$(6� � ���/�-�»�".���,MT % �",�����(65 � ���". � � ��
6g�V 0 J � �:A �( � � 	Z��� � � � 5�= % ����� B � � � � 	��U� , � )<

���Í.!�"( Þ ë 0�� �K�"�J� % � =�� � ����	-������'����E, � 	 �'�(���+-,Z
?=s�-���".���, � � � �"��(s���¥	 � ;�	-�/,�+ ¢ G{��¦ 0 9:�
����	Z��� � 
����
;�	-���?=l�
	��"	���� % �",�����(6������". � � ��� � � � �"��(i���Ø	 � ;�	-�/,�+ �Z�<A�+-,<A����-����éX�3�"�K� 0 ÐS,<A�����(6��	{=?�
'�(l'���
���� y 5�./	����
% ���
� % ����,������Í�����<�"	<� y �M� ��.!�"(FÚ3ë 0 +-,<A�����+\èt���
'�����.�'�,���� y � � £ �K�"	-,�./�/	�� � � (5D�� ��7��� y �QT � '�,��65Z
�����è £ � V D ,�(65�����=?�
'�( �65 � 	-��� B % ���
��,<A����-��� % �",�����(�+����". � � � y � 0ÐS,<A�����è £ � � ,3�"���:AF'����J=s+ B �<� � 	 � � � '�, � 	��:A!����	��"�����
���
����� � �65 B 	Z��
Kgº���
� ��:A���
Kg��"	��"./�/�
� 0ML �!�"	 � � ��
���� D � ��B 	�� % � ,3�"����� D2B �J( � � ���
� � 	\���"���J�7��� � �"��+-	-, �� �&#I��% �����
'�(�������	-�!��
6gPéX�"�6����� y �O¢ � ¦�� ¢ � (?¦ 0 � , � 	<'�(���+-+3=?���8�@(�+-(K�"=$���"./,�� D ,�(65��6�+ � y 5�./	-�!�"= # '�( � ' � � �"	Z� � 
����
;�	-���?={+-,<A�����è £ � D ���"(6����	-���J�7�
� # � ���
�J� � �"��(6� y �	 � ;�	-�/,3� D7� 
��
� � ��;6
����8� � �"= # (�,������Ï���"�
�zéX�3�"�K� D % � � 0 � � �����
�!�:AH¨�Ú 0�� A���;6
�� � ���	��"�����
���
�����Í� �I� % ��'�+@(6�?=$(6� � ���/��=?�
'�( % �����
'�(�������)@��+-	-,Z
?=s�n
��:A!, � � �"./	Z��
Kg � '6��	<'����°q���7�
' y +<�3± � 0 �����
���<�"(�	���� % � =?�

������C=?�
'�(7(6+-(K�"=7r-j2}"[�m_o
xnePr-^���r8|Icda��d[�j�[�`Zcd[�eP[�|�r 0
�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ-×7Ö�Æ 0èt� # y % �����
'�(�������	-� (Wj)j∈Z % � � % �����
'�(�������	-� L2(Rn)

( � � ���
�X|Icda��d[�j�[�`Zcd[�eP[�|��r-j2}"[�m_o
xnePr-^���w�TE�"	 y 0 multiresolution approximation V % �����
'�(�������	-� L2(Rn) D=?�
;�./��«
Td�dV
Wj ⊂Wj+1

��.!�
j ∈ Z D

Td�/�dV
f ∈Wj =⇒ f(· − 2−jα) ∈Wj

��.!�
j ∈ Z

�
α ∈ Zn D

Td�/�/�dV
f ∈Wj ⇐⇒ f(2·) ∈Wj+1

D
Td�/Ó<V ��% �����
'�(�������	-� W0

��'�(�	-���?=?�X��+-	<,:
?=��
φ
(K�",3� D<B �F� � � % �/	�� � 	�� % �����
'�(�������) W0� �K�"�8
��:A!, � � �/(6�F(��K�"	<'�.!��
?=?�H��+-	-,Z
?=s� φ ' # '�(K�"�-�/./	<� D % � � 0 + � � y �M¨�ë 0 ¨�õ D

TdÓ<V ⋂
j∈ZWj = 0,

TdÓ��dV ⋃
j∈ZWj

=?�
'�( y �
'�(s� L2(Rn) 0
� A���'�	 � ;6� TdÓ��dV � �
	���
���� D�B �X��.!�8,3� B �-�?=���+-	-,Z
?=s� f ∈ L2(Rn) � �K�"�{� � � � ./	<� y �

ε > 0
��'�(�	-���?=?�X��+-	-,:
?=��

ϕ ∈
⋃

j∈Z
Wj

(K�",3� D-B �
‖f − ϕ‖2≤ε.



��������� % � =?�

���� % �����
'�(�������	-�F�7�
���
�����8�º� � ��+<� �/�
� % �����
'�(�������)Y./�/	-� � �$# D (»= 0 =?�
;�./�
f, g ∈W � �K�"� λ ∈ R D ( �

f + g ∈W � �K�"� λf ∈W.

f ���

Kg σ2j
� �
	���
���� � % ���K�"( � �H'�,3�". � � �"	-�!� % ������� 2j 0�L �!�"	 � � ��
����

σ2jf(x) = f(2jx), j ∈ Z.

u �-��¯<	-�/+3=s���I
�� # y % �����
'�(�������	-� 0 �������
'�(�������) W0
�-��¯<	-�/+3=?�����J(K�",{=��", � � � �����
�!�".��¨�ë 0�L �!�"	 � � ��
���� D 	-���

6g V �7�
���
���8� � ���
�/	 # +-	-�/� � ��+-.!�"��	 #�0S� 5 � 
�����'H
��:A!, � � �/(6�(��K�"	<'�.!��
?=?�F��+-	-,Z
?=i�

BV
' # '�(K�"�-�/./	<� � L2(Rn) D % � �H( �F0 ¨�ë 0 ¨�ë D � � ,��6�
;�.!�"= # % � � �

% �����
'�(�������)
W0 = spanL2(Rn){B(· − α|V ) : α ∈ Zn}.

f ���

Kg
Wj = σ2jW0.

¿ |Icda�}�v2`:a�b2cda Æ-×7Ö!È
Ciąg przestrzeni Wj tworzy wielopoziomową aproksymację w L

2(Rn) 0
Dowód 0´� A���'�	 � ;6�UTd�dV � ��	-�/,3�E���". y � ����(6�8+@� � ����� � �-	-����	-�!� 0©� '���
���� y 5�./	 � ;6
��
� 	���'����?=H'���(�+���
?=s� D y ����'�,3�"./+3=?�����z��+-	-,:
?=?� BV % ������� % � (6� y �t� � 5�=s,�� D '���(�+���
?=��=?�
'�( % � � '�(6'���� 0�L �!�"	 � � ��
���� D ��� � � � ��+�T?¨ 0 ô V � ��	-�/,3� D-B �

B̂V (2y)

B̂V (y)
=
∏

v∈V

1 + e−2πiv·y

2
.

� ( � '�+3= # 
 % � � '�(6� � A���'�	 � ;6
���(��K�"	<'?� � ���I�"(s� £<� +<��������� D % � � 0 .����I�"( Ò õ D�� (��6�����I�"���
� ��5��

BV (x) =
∑

α∈Zn

aαBV (2x− α),

y ���
���P
�� # y � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 � Td(�� �F0 �I��'�,3�:V8=?�
'�(z'�, � )<
�� � 	Z� D 
 � % � 
�� # y �YTd�dV 0
� A���'�	 � ;6
��JTd�/�dV D Td�/�/�!V � �K�"�QTd�/Ó<V � ��	<�®,3�"= #\�$% � � '�(4�>�-��¯<	-��
?=s� 0Ø� A���'�	 � ;6��TdÓ��dV� (����
���I�"���4�{( �F0�Ù�0 ¨ 0�f ���

6g P2j

� ��	���
���� ���
+-( � ��( � y � 	��"./	��

P2j : L2(Rn) →Wj .

� �"��+-	<��,>TdÓ<V � �
	���
���� D � B ��.!� � � � � ./	<�?=©��+-	-,Z
?=s� f ∈ L2(Rn)

‖P2jf‖2 → 0, j → −∞.



� �"��+-	<��,U(6��	 � ��'�(K�"�6
��
�4' % �K� � ���
���F��.!����+-	-,:
?=s� � � � �"��(s���N	 � ;�	-�/,�+ 0�f ���

Kg

suppf ⊂ [−R,R]n.

u@� 	-� � '�,�+�³ 0 ¨ Ü ∑

α∈Zn

BV (· − α) = 1,

� ���

{�F�-��¯<	-��
?=s�q���
+-(�+ P2j
� �K�"�F�{	-�����65 � 	 � ;6
��n9:��	<'6��	��zT Ò 161�1 V

‖P2jf‖2
2≤
∫

Rn

∑

α∈Zn

|(f, 2jnB∗
V (2j · −α))Rn |2B(2jx− α|V ) dx.

u ( � �����6������	-�!�z¨ 0 Ü ∫

Rn
B(x|V ) dx = 1,

���"(6���
‖P2jf‖2

2≤
∑

α∈Zn

2jn|(f,B∗
V (2j · −α))Rn |2.

u 	-�����65 � 	 � ;6
��2éED�.��-���K� ��.!� j < log2(1/R)

‖P2jf‖2
2≤

∑

α∈Zn

2jn‖f‖2
2

∫

[−R,R]n
|B∗

V (2j · −α)|2≤

≤‖f‖2
2

∑

α∈Zn

∫

[−2jR,2jR]n−α
|B∗

V (·)|2≤

≤‖f‖2
2

∫
⋃

α
([2jR,−2jR]n−α)

|B∗
V (·)|2.

9:�
;�./�
j → −∞ D ( � '�+-�I��	-���
'�, � )<
�� � 	�� 
��:Ad��,4�
� ���������J� � �����K� D � ���



‖P2jf‖2 → 0,


 � , � )<
��
�4� � � 5�� 0
�

G � � ����. � % � �
� � � � � �?=$� % � � ,�'����I��
?=s�7���
���
�������U'�( � ' � � ���H�J��( � ���I�_�-��¯<	-��
?=?�
% �����
'�(�������	-�2éS�/./������(K� 0
�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ-×7Ö�Ñ
èt� # y {Sm} ⊂ L2(Rn)

=?�
'�(&�
�-��� B 	Z�4� � ��+-	-,:
?=s� f ∈ L2(Rn) � L2(Rn) D =?�
;�./���.!�E,3� B �-� y � ε > 0
��'�(�	-���?=?�X(K�",����

N D�B �{��.!� m > N

‖f − Sm‖2 < ε.



�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ-×7Ö/Ô
èt� # y {fm} ( � � ���
�4�2r-`:wz[�}�]�[�bn[�}�ePr<��bn� �º% � � % �����
'�(�������	-� W ⊂ L2(Rn) D=?�
;�./�

(fk, fm)Rn =

{
1
��.!�

m = k
0
��.!�

m 6= k

{fm} ⊂W

� �K�"�F,3� B �<����+-	-,:
?=�� f � W �I�X=?�
��	 � �
	���
��
	<� % �����
�-'�(K� � ����	-���

f =
∞∑

k=1

(f, fk)Rnfk,

y ���
���F
�� # y '�+<�N
����
;6
�� � � ��
Kg

Sm =
m∑

k=1

(f, fk)Rnfk

=?�
'�($�
�-��� B 	Z�M� � f � L2(Rn) 0T � (6� � ���/� % �����
'�(�������	-��éS�/./������(K�&���",<A����<�"��� D"B � � =?�
'�(q� � � ,�	-����(K� D 
 � � ���I� y �+ B ��
��!� 
��:A!, � � �"	-�!� � '6��	<'����F°q�����
' y +<�3± �:V
� � 	-��� � � B

Wj ⊂Wj+1 dla j ∈ Z,
'�( # �4��'�(�	-���?=?� % �����
'�(�������) W⊥

j

���-��¯<	-� � � �"	�� � � � �6���

W⊥
j = {f ∈Wj+1 :

∧

g∈Wj

(f, g)Rn = 0}

(K�",3� D-B �
Wj ∩W⊥

j = {0}
� �K�"�

Wj+1 = Wj ⊕W⊥
j .� +-�J� ⊕ � � �
+-� �����8� � (6��	\' % � '65�� DnB � ,3� B �<�4�d+<	-,:
?=�� f ∈ Wj+1

�I�E=?�
��	 � � �	���
��
	<� % �����
�-'�(K� � ����	-���

f = f1 + f2, gdzie f1 ∈Wj , f2 ∈W⊥
j .

� � 	-��� � � B {Wj}
( � � ���
� � ����. � % � �
� � � � �$# � % � � ,�'����I��
s=?� D"� (����
����+3=?���8�X	���'�(6� % + �= # 
��U� � �
,<A����

(15.5) L2(Rn) =
j=∞⊕

j=−∞
W⊥
j ,



(��
	 0 ,3� B �<�@��+-	-,:
?=���� L2(Rn)
�I�U=?�
��	 � �
	���
��
	<� % �����
�-'�(K� � ����	-���J=��", � '������6� y��+-	-,Z
?=s�&� � � % � � ���
��	-��
Kg % �����
'�(�������	-�S� � �
,<A�����+�T?¨ Ù�0 Ù V D �
�-��� B 	Z� � L2 0Cu Td�/�/�dV

� ��	-�/,3� D-B �$=?�
;�./�

(15.6) f ∈W⊥
j =⇒ σkf ∈W⊥

j+k.

f ���

Kg Zn2 � �
	���
���� % � ���
�-��5�� Zn �"A ��B�� 	Z�4� � ��,�( � �65 � ����� � =?�
����	-, � � ��
Kg

Zn2 = {(α1, . . . , αn) : αj = 0, 1 j = 1, . . . , n},
�

Zn2,0 = Zn2 \ {0},
y ���
��� 0 � �
	���
���� � ��,�( � �$����� � � � 0
�Ma:Õ�b2cd^���r�Æ-×7ÖdÝ
ËHr-mqcda:]�x��ir<�d[�|�aJ./+-�z�ir<�dmqcn' # �
�-� � �6��� 2n − 1

��+-	-,Z
?=s�
Kν
D ,�(65��6�{' # �/	<�-��, �' � � �"	<� � ��,�( � �K�"� �n� Zn2,0 0 � � 	�����( �

⋃

ν∈Zn
2,0

{2jKν(2
j · −α) : α ∈ Zn, j ∈ Z}

( � � ���
�4���"��� � ��( � 	 � ���I�"./	 # � L2(Rn) 09Z�",C'��/�z(K�\�-��¯<	-��
?=��P�I�P� � % � � � B '����?=J, � 	<'�(���+-,Z
?=s� � uº� A���'�	 � ;6
�� T?¨ Ù�0 Ú:V
� 	 � '��/��� DZB �H� � , � 	<'�(���+-,:
?=s� % �",�����(65 � ���". � � ��
6g � ��'�(K�"�6
����8'�, � 	<'�(���+ � � �"	-���H��.!�+<'�(K�". � 	<� y �
j ∈ Z D 	 %q0 j = 0

��+-	-,Z
?=s�
Kν
D (K�",U���

⋃

ν∈Zn
2,0

{Kν(· − α) : α ∈ Zn}

( � � ���
�<A��I���"��� � ��( � 	 � ���I�"./	 #U� W⊥
0 0 ¾ ,3�"�
+3=?�E'���� D�B �8��'�( � (�	<�H=?�
'�(S�
	��".����
����	-�����+-	-,Z
?=s�

K0
(K�",����?= DtB �E=?�?=�
��:A!, � � �/(6�M(6�K�"	<'�.!��
?=s�M( � � ��� # ���"��� � �6( � 	 � ���I�"./	 #>�

W0 0 �����
� % � � 	-� =s���M�-��¯<	-��
?=?� � ����. � � �!�"	�+ PX «

PX(x) =
∑

α∈Zn

B(α|X)e2πiα·x,

y ���
���
X = {V,−V }.

9:�
;�./�8� � ���
�/	�� � ��,�( � �65 � V
=?�
'�(z+-	-�/� � ��+-.!�"��	�� D ( � �\( � �����6������	-�!� Þ�0 ¨�ë � �K�"�

� 	-� � '�,�+�³ 0 ¨ Ü D � ����. � � �!�"	@' % ��A!	-�!�E	-�����65 � 	 � ;6�3«

0 < PX≤1.



� �
+-,3�"���U� � � � �/	-���

��!� £�� +-�������K����+-	-,Z
?=s� 1√
PX
0 W � ���
��'�(K�"�8�4��� � � � ��+

(1 − x)s =
∞∑

j=0

(−1)j
(
s

j

)
xj − 1≤x < 1,

y ���
��� s > −1 D ��+ � y 5�./	-� � 	��M'������ � . f � � ( � 	��
(
s

j

)
=
s(s− 1) · · · (s− (j − 1))

j!
,

(
s

0

)
= 1.

u �"(6��� % ���
� s = −1/2 � �K�"�{��+-	-,Z
?=s�

m̃(x) = 1 − PX(x),

T % � � 0 � � � 5Z�M.����I�"(�+ ô�0 ô V

P
−1/2
X (x) =

∞∑

j=0

1 · 3 · 5 · · · (2j − 1)

2jj!
(m̃(x))j .

� ( # � � 	-� � '�,�+3=?����� D�B �

P
−1/2
X (x) =

∑

α∈Zn

aP (α)e2πiα·x.

èt� # y aP = {aP (α)} �I�".��?=?�F��,�' % � 	<��	<
?=?�"./	-���F�-=?�
'�($���-��¯<	-� � � �"	�� � � � �6���

aP =
∞∑

j=0

(−1)j
(
−1/2

j

)
mj ,

y ���
���F
�� # y
m = δ −BX |.

£ +-	-,:
?=?� K0
�-��¯<	-�/+3=?����� � 5 � 
�����'�	���'�(6� % +3= # 
 �

(15.8) K0(x) =
∑

α∈Zn

aP (α)B(x+ α|V ).

u �"+ � � B ��� D<B �

(15.9) K̂0 =
B̂V√
PX

� �K�"�F	�� % � �-'�(K� � ���IT Þ�0 ¨�¤:V

(15.10)
∑

α∈Zn

|K̂0(· − α)|2 = 1.



Ã�a�ePr�]ÇÆ-×7Ö�Æ�Æ
Całkowite translacje funkcji K0 tworzą bazę ortonormalną w W0.

Dowód 0tu ( ��B 'K�"� � ;6
��n���"�6'6��Ó3�".!� D % � � 0 .����I�"( Ò õ

(K0,K0(· − β))Rn =

∫

Rn
K̂0(y)K̂0(y)e

−2πiβ·y dy.

u T Þ�0 ¨�¤:V � �K�"�IT�¨ Ù�0 ô V � (����
���I�"�8�

(K0,K0(· − β))Rn =

∫

Rn

|B̂V (y)|2e−2πiβ·y
∑
α∈Zn |B(y − α|V )̂|2 dy =

=

∫

[0,1)n
e−2πiβ·y dy = δβ,0.

� ��'�(K�"�6
��
�\(6���K�"�z+<� � � � ��	-��� D©B �M
��:A!, � � �/(6�M(��K�"	<'�.!��
?=?�M� � � % �/	��"= # W0 0Qu �
� � � ��+�T?¨ Ù�0 ô V √

PXK̂0 = B̂V ,
 � % � � � �����
�n� � � � ���8+�A!� � � � � � (�	<�?=$� � T�¨ Ù�0 Þ V&�_, � )<
��
�4.����I�"( 0
�

þ4|�r-~�r7Ö � �"��( � ���"+ � � B ��� D�B �U���
+-( � ��( � y � 	��"./	Z��� ��B 	�� % �����
�-'�(K� � ���4��� % � �� � 
 # � � ���8+�A!�

P2jf(x) =
∑

α∈Zn

(f, 2jnK0(2
j · −α))RnK0(2

jx− α)

./+-�
P2jf = σ2jP0(σ2−jf).

£ +-	-,:
?=?� K0
�65 � 	-��� B � ��B ���8� � ��( � � ���
���X�&=?�?= � ���6'»=s� % �����
'�,3�". � � �"	<�?= D (��
	 0 ��'�( �	-���?=?�{�I��'�,3�
aK
(K�",3� D-B �

(15.12) K0(·/2)/2n = K0 ∗ aK .
èt� # y � ' % 5ZAd
��
��	-	-�/,Z5 � aK = {aK(α)} � ��B ����� � (����
���I��� � ' % � '65��O	���'�(6� % + �= # 
�� 0�f ���

6g

H(x) =
∑

α∈Zn

aK(α)e−2πiα·x.

� 5 � 
�����'�T?¨ Ù�0 ¨�³:V2=?�
'�($�65 � 	 � � � B 	<�

(15.13) H(x) =
K̂0(2x)

K̂0(x)
.



u �"(6���ÅT?¨ Ù�0 ¨�¤:V&� ��B 	��E(��K�",�( � � ���$=��", � �-��¯<	-��
?=?�X��+-	-,:
?=s� H D (��
	 0

H(x) =
B̂V (2x)

B̂V (x)

√
PX(x)

PX(2x)
=

=
∏

v∈V

1 + e−2πiα·v

2

√
PX(x)

PX(2x)
.

u �"+ � � B ��� D<B �X�IT?¨ Ù�0 ¨�¤:V � ��	-�/,3� D�B �

|H(x)|2
∑

α∈Zn

|K̂0(x− α)|2 =
∑

α∈Zn

|K̂0(2x− 2α)|2,


��
��./�q�IT?¨ Ù�0 ¨�ë:V
|H(x)| =

∑

α∈Zn

|K̂0(2x− 2α)|2.

u �"(6���N�UT?¨ Ù�0 ¨�ë:V

(15.14)
∑

κ∈Zn
2

|H(x− 1

2
κ)|2 = 1.

GX��¯<	-��
?=?�����".���, % ����� % � � � �����
�/���8��.!� � ��� �!�"�65 � n = 1, 2, 3 0 GH.!� � ��� �!�"�65 � n >
3
, � 	<'�(���+-,Z
?=��&=?�
'�(����"�K���
�/�?=���A ��B�� 	�� 0�� (s���¥

��./+ �$% � � � ���-²��8� � � � � � � � � �"	-���

η : Zn2 → Zn2 .

L �!�"	 � � ��
���� D ��.!� n = 1
η(0) = 0 η(1) = 1.

GH.!�
n = 2

(0, 0) → (0, 0) (0, 1) → (0, 1)
(1, 0) → (1, 1) (1, 1) → (1, 0).GH.!�

n = 3

(0, 0, 0) → (0, 0, 0) (1, 0, 0) → (1, 1, 0) (0, 1, 0) → (0, 1, 1)
(1, 1, 0) → (1, 0, 0) (0, 0, 1) → (1, 0, 1) (1, 0, 1) → (0, 0, 1)
(0, 1, 1) → (0, 1, 0) (1, 1, 1) → (1, 1, 1).

£ +-	-,:
?=�� η ' % ��A!	-�!� � �"��+-	-,�� η(0) = 0 � �K�"�

(η(ν) + η(µ)) · (ν + µ)

=?�
'�($./��
��
� # 	-��� % �"���
��'�( # � �/.�� ν 6= µ 0�f ���

6g

cV = 1/2
∑

v∈V
v



� �
	���
����J;�� � �-��,U	 � ;�	-�/,3����+-	-,:
?=s� BV 0l�P% � � � ���-²��8� =?�
'���
����H��+-	-,Z
?=s�

H∗
ν (x) =

{
H, jeli 2ν · cV jest parzysta
H, jeli 2ν · cV jest nieparzysta

� �K�"�

(15.15) Hν(x) = e2πiη(ν)·xH∗
ν (x+

1

2
ν).

£ �"./,��q�-��¯<	-�/+3=?���8� % � % �������F��
Kgz(��K�"	<'?� � ���I�"(6� £<� +-�6�/���K�

(15.16) K̂ν(2x) = Hν(x)K̂0(x), ν ∈ Zn2 .

� % �K� � ������	-��� % � � � '�(K� � �!�"�8�z
��
��(6��./	-�/, � � � 0
GH.!����+-	-,:
?=s�

f
� � � � � B �8�z'�+-�J�{
����
;6
�� � �&#

Sk(f, x) = P2kf(x),


��
��./�

Sk(f, x) =
k∑

j=−∞

∑

α∈Zn

∑

ν∈Zn
2,0

(Kν(2
j · −α), f)RnKν(2

jx− α).

£ +-	-,:
?=?� Kν
' # ���"./,3�"� � D ���"(6���Ï��.!�E� � � � ./	<�?=©��+-	-,Z
?=s� f ∈ L2(Rn)

‖Sk(f, ·) − f‖2 → 0,

� �/.�� k → ∞ 0�u ( � �����6������	-�!��¨�ë 0 Þ � (����
����+3=?��� ���F�65 � 	-��� B �
�-��� B 	 � ;6� % +-	-,�( � �$# D=?�
;�./�
f ∈W %V +1

∞

‖Sk(f, ·) − f‖∞≤C
(

1

2k

)%V +1

.

� � 	�����( �-D (K�",S=��", ��% ���
� % ����,�+ '������6� y 5 � £�� +-�������K� D �
�-��� B 	 � ;6� % +-	-,�( � �&# � (����
� ���+3=?���8�F��.!�$��+-	-,:
?=s��' % ��A!	-�!�"= # 
���
Kg�,�����(6�����/+-��°_� % '6
Kg-�/(���� D % � � 0 � � �����
�!�:An¨�Ú � �K�"�
% �K��

� ¢ W{W{§$¦ 0



16. Baza Haara

� � � �����
�!�".��>(i��� �$% � � � �����
�/�8�º���"���>éX�3�"�K� � ,��6�
;�. � 	 # 	�� % A���'���
��
�:²�	-���
R2 0 �&�
���
�����8�z, � ���
��'�(K���F� � ��	-�/,:5 � � � �����
�!�:A!+�¨ Ù�0 9Z�",M���"+ � � B ��./�/;���� D �Z�<A�( �=?�
����	�� � 
����
;�	-���?=S�
	��"	�� D � � ���

 % �����
� % �K��
 #41�0 G{�"+-���

Kg-���
'IT?¨ ô3Þ3Þ V D % ���
��,<A����
% �",�����(�+z���". � � � y �I� � � �"��(s���ª	 � ;�	-�/,�+ 0 �$�"���JéX�3�"�K� � ,��6�
;�. � 	�� � Rn % � =�� � �dA��'���� �Y% �K��
��zèt���
'�����.�'�,���� y �z¢ è&³�¦n�q'�A!+ B � � 	��E� � , � 	<'�(���+-,Z
?=s�_�-�!�:Ad� y � '���+<�8+ 0
� R2 � �
²��8�X� � ���
�/	<��� � % +<'���
����"./	 # V �"A ��B�� 	 #� � � 5�
6g � ��,�( � �65 � (1, 0)

�
(0, 1) 08u �"(6��� BV=?�
'�(7��+-	-,:
?= # 
Kg��"�K�",�(6������'�(i��
��
	 # , � �����K�"(�+ [0, 1]2 D

BV (x) =

{
1 x ∈ [0, 1]2

0 poza.

| |

|

(0,0)

1

1

1

Funkcja charakterystyczna

u �-��¯<	-��
?=s�_��+-	-,Z
?=s� BV � ��	-�/,3� D�B �F
��:A!, � � �/(6�{(��K�"	<'�.!��
?=?�X��+-	-,:
?=s� BV ( � � ��� #���"��� � ��( � 	 � ���I�"./	 # � W0
D ���"(6��� K0 = BV 0§S���
+-./(K�"(�(6��	 � (����
���I�"�8���65 � 	-��� B , � ���
��'�(K�"= # 
©� � ��	-�/,:5 � � � �����
�!�:A!+@¨ Ù�0 � �

% ����� � '����{��+<'��/�8� � �-./��
��
��� � �"��( � ;6
��_��+-	-,Z
?=s� B(·|X) D y ���
��� X = {V,−V }.
f ����(���+<��	 � ���"+ � � B ��� DHB ����+-	-,Z
?=��\(K��=?�
'�(
% � � ��+-,�(6���´(6��	<' � � � � ���óTd( �F0 ³ 0 Ù V�� � 5Z
Kg'����J��(�����
��
	Z��
Kg % +<�-��A!, � � ��
6g\��+-	-,:
?=s� y ��� �(i��
Kg D

B((x, y)|X) = N(x|E2) ·N(y|E2).

|||

|

1-1 0

1

Symetryczna pudełkowa funkcja gięta

£ +-	-,:
?=�� B(·|X) � � y . # �<�E	���'�(6� % +3= # 
 � « Karol

1

Pudełkowa funkcja gięta



u �"(6���
B(α|X) =

{
1 α = (0, 0)
0 poza.

� 5 � 
�����'E
�� # y M = 0 D 
 � % � 
�� # y � K0 = BV 0@f ��'�(6� % 	-���I�8+<'��/��� � ��./��
��
����I��'�,Z�
aK
��.!����+-	-,Z
s=s�

K0
D

K0(x/2) = 4
∑

α∈Z2

aK(α)K0(x− α).

� � �65 � 	�+3= # 
X��+-	<,:
?=?� K0(·/2)

| |

|
|

(0,0)

1

1

1

K0(·/2)

� � � % � � ���
��	-�/� �n��+-	-,:
?=��"� ��«

| |

|
|

(0,0)

1

1

1

| |

|
|

(0,0)

1

1

1

K0(·) K0(·−(0,1))

| |

|
|

(0,0)

1

1

1

| |

|
|

(0,0)

1

1

1

K0(·−(1,0)) K0(·−(1,1))



� (����
���I�"���
aK(α) =

{
0, 25 α ∈ Z2

2

0 poza.

� � � � % �"(���� � �"	Z��� % ���
� % ���-,�+ � ��,�( � � cV = (1/2, 1/2) 0��>% � � � �������"= # 
 � � �	���
�����	-���8��.!�
ν ∈ Z2

2

(+
−
)

=





1 (1, 1) · ν parzyste

−1 (1, 1) · ν nieparzyste

� (����
���I�"���

Hν(x) = e2πiη(ν)·x
∑

α∈Z2
2

aK(α)e(
+
−)2πiα·(x+1/2ν) =

=
∑

α∈Z2
2

aK(α)e(
+
−)πiα·νe2πix·((

+
−)α+η(ν)).

u �"(6���ª��.!� ν ∈ Z2
2

Kν(x/2) = 4
∑

α∈Z2
2

aK(α)e(
+
−)πiα·νK0(x− (

(+
−
)
α− η(ν)).

���",�����(i�U���". � � � � � y . # �<�"= #�� 	���'�(6� % +3= # 
��4' % � '65��q«

| |

|

-1

1

-1

1

1

1

(0,0)

K(0,1)

| |

|

-1

-1

1

1

1

1

(0,0)

K(1,0)



| |

|

1

-1

-1

1

1

1

(0,0)

K(1,1)

�P% � � � ���-²��8� % �����
'�(�������	-���8��+-	-,Z
?=s�2
�� # y A!��
Kg>' % ��A!	-�!�"= # 
���
Kg � �"��+-	<��,@°_� % ' �
Kg-�/(���� D Lip(α,Lp(R2)) D 0 < α≤1 D 1≤p≤∞ D (»= 0
‖f − f(· + h)‖p = O(‖h‖α), h→ 0.

u �"(6���ª��.!� f ∈ Lip(α,Lp)
	-����
Kg

|f |Lip(α,Lp) = sup
h∈R2

‖h‖−α‖f − f(· + h)‖p.

� ����./, � ;6�$(6�S	��"�
� � �8'����Sj�¶_�sbn[�}�eP� 0 �����
� % � � 	-� =s�8� D�B � P2k
� �
	���
���� � % ���K�"( � ����
+-(�+z	��

S(K0(2
k·)) D 
��
��./�

P2kf(x) =
∑

β∈R2

(f, 22kK0(2
k · −β))RnK0(2

kx− β).

� � 	-��� � � B K0
=?�
'�(I��+-	-,:
?= # 
6g��"�K�",�(6������'�(s��
��
	 # , � �����K�"(�+ [0, 1] × [0, 1] D � ���



�$% � � � �������"= # 
 � �
	���
�����	-�!��«�, � '�(�,��q���!������
���	��s= � ��A!+ y � ;6
��q,��K� � �
���
� 2−k

Iβ,k = 2−k([0, 1] × [0, 1]) + 2−kβ

� �K�"� % � .!�E, � '�(�,��
|Iβ,k| = 2−2k,

� (����
���I�"���

P2kf(x) =
∑

β∈R2

1

|Iβ,k|

(∫

Iβ,k

f(y) dy

)
K0(2

kx− β).

� (6� � ���/��� % � � ,�'����I��
?=s� � �I� � �!�"= # 
 � A���'�	 � ;6
�� � % ���K�"( � �65 � +<� � � ����	-�!�$'����l	-�����65 � 	 � ;6
��(s� % +zG 0 9Z��
K,�' � 	��E� � 0 �&����	<'�(6���/	�� 0tL �!�"	 � � ��
����3«

(J) ‖f − P2kf‖p≤π
√

8 · 2−kα|f |Lip(α,Lp), 0 < α≤1, 1≤p≤∞.



(B) |H|Lip(α,Lp)≤6 · 2k/p‖H‖p, H ∈ S(K0(2
k·)), 1≤p≤∞.

ÐH� � � � ��	-�/�8�M	-�����65 � 	 � ;6� (J) �Y% ���
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f(y) dy| =

= | 1

|Iβ,k|

∫

Iβ,k

(f(x) − f(y)) dy|≤ 1

|Iβ,k|

∫
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|f(x) − f(y)| dy.
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|f(x) − P2kf(x)|≤
(

1

|Iβ,k|

∫

Iβ,k

|f(x) − f(y)|p dy
)1/p

.
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|f(x) − P2kf(x)|≤
(

1
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∫

K(0,r)
|f(x) − f(x+ s)|p ds

)1/p

.
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1
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∫

K(0,r)
|f(x) − f(x+ s)|p dsdx≤

≤22k
∫

K(0,r)

∫

Rn
|f(x) − f(x+ s)|p dxds≤

≤22k
∫

K(0,r)
‖s‖pα|f |pLip(α,Lp) ds.
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2π

2 + pα
(
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2)2+pα2−kpα|f |pLip(α,Lp).
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