Wprowadzenie

Przez R™ oznacza¢ bedziemy n-wymiarowg przestrzen Euklidesowa. Iloczyn
skalarny dla pary wektorow

T = (mlv"'vxn)vy: (yl7"'ayn) € R"
bedziemy oznaczaé przez

Ponadto

|z|| = V- .

Jedli dana jest rodzina V zlozona z wektoréow vi,...,vs € R", to pod-
przestrzen rozpieta przez te wektory oznaczymy przez

span{V'} = {>_ajvj:a; € R,v; € V}.
j=1

Dla danej macierzy A przez AT oznaczmy macierz transponowana. Macierz
A bedziemy czasem utozsamiaé¢ z odwzorowaniem

A:R"+— R"
ktore kazdemu wektorowi x przyporzadkuje wektor Ax. Przez zapis Ax
rozumiemy iloczyn macierzy A i macierzy kolumnowej x = (z1...,2,)7.

Przez A~! bedziemy oznacza¢ macierz (odwzorowanie) odwrotna.
Kula o érodku w punkcie z € R™ i promieniu r dana jest wzorem

K(z,r)={z e R": x| <r}.

Kazda kule K(z,r) o dowolnym promieniu r > 0 nazywamy otoczeniem
punktu z. Niech E bedzie dowolnym niepustym podzbiorem R™. Punkt a
nazywamy punktem skupienia zbioru F, jesli kazde otoczenie punktu a
zawiera punkty ze zbioru F, rézne od punktu a. Zbiér E jest domkniety,
gdy zawiera wszystkie swoje punkty skupienia. Zbiér E jest otwarty, jesli
R™\ E jest domkniety. Zbior F jest ograniczony, gdy jest zawarty w pewnej
kuli K(0,7). Zbior E jest zwarty, jezeli jest ograniczony i domkniety. Za-
tozmy, ze zbior E # R"™ i E # (), wowczas x jest punktem brzegowym
zbioru F, jesli w kazdym otoczeniu punktu x sa punkty zbioréow E i R™\ E.



Jezeli x € E nie jest punktem skupienia zbioru FE, to jest on punktem
izolowanym. Brzegiem zbioru F nazywamy zbiér wszystkich jego punk-
tow brzegowych i oznaczamy przez

OF.

Domknieciem zbioru E nazywamy zbior ztozony z punktéow zbioru E oraz
OF. Wnetrzem zbioru E nazywamy zbior

E\ OE.

7Zhioér E jest wypukly, jesli dowolne dwa punkty ze zbioru F mozna polaczy¢
odcinkiem zawartym w zbiorze E. Translacje zbioru F o wektor v oznaczamy
przez

E+v={u+v:uekE}.

Suma zbioréw F1, E5 dana jest nastepujacym wzorem
Ei+Ey={a+b:acE,bec Ey}.
Hiperptaszczyzng w R" nazywamy zbiér punktéw speliajacy warunek
a121 + -+ apTn + any1 =0,

gdzie a; € Rdlai=1,...,n1iconajmniej jeden z parametréw jest rozny od
zera. Wielo$cianem nazywamy zbiér zwarty, ograniczony hiperptaszczyz-
nami. Przez #A oznacza¢ bedziemy liczbe elementow zbioru A, o ile jest
ona skoriczona.

Przez Z™ oznaczamy krate catkowita. Ponadto dla

a=(a,a...,0p) € 2",  gdzie «;>0, j=1,...,n,
lal = a1 +ag+ -+ an,
al = oyl ag! oyl
Pochodne stopnia |«| oznaczamy przez
o an
D*=D,..., Di,

gdzie
D]O-[j =0%/ 856?j .
Niech § < « oznacza, ze
B < aj



(e%

dla wszystkich 7 = 1,...,n. Wielomian (jednomian) x® stopnia |«a| jest

postaci

(o7

— 01 a2 Qn
x —:El '.732 e X .

n
Przestrzeri wielomianéw stopnia co najwyzej k oznaczamy przez II;. Wielo-
miany

{2« Ja|<k}

stanowia baze w I, tzn. dowolny wielomian p stopnia k£ ma jednoznaczne

przedstawienie
p(z) = Z anx”.
o] <k

Stopien wielomianu p oznaczamy przez degp. Wielomian p jest jednorodny
stopnia k, jezeli dla dowolnego t € R oraz x € R"

p(t) = t*p(z).

Zbior funkcji ciggltych w zbiorze otwartym € oznaczamy przez C(2). Zbior
funkcji k-krotnie rézniczkowalnych w sposob ciagty oznaczamy przez C*(Q),
tzn. wszystkie pochodne czastkowe do k-tego rzedu sa ciagle.

Bez zmniejszenia ogdlnosci, mozemy zatozy¢, ze wszystkie wystepu-
jace tutaj funkcje sg lokalnie calkowalne w sensie Riemanna, np.
funkcje ograniczone, ktérych niecigglosci lezg na skorniczonej liczbie powierzchni
o0 objetosci zero [F, tom 3]. Z elementarnych wtasnosci catki Riemanna [Rul]
wynika, ze rowniez funkcje |f|P dla 1<p < oo sg lokalnie catkowalne w sensie
Riemanna. Zatem mozemy rozpatrywac¢ catki niewtasciwe:

= ([ rar) " =
= (/_]zvv /_]jv/_]jv (s wn) P day .da:n>1/p.

Funkcje f : R™ — R spelniajaca warunek

[HIPRSES

nazywamy p-catkowalna, (1<p < c0), f € LP(R"™). W przypadku p = co
bedziemy rozwazaé¢ funkcje ciagle oraz stosowac¢ oznaczenia:

[flloc = sup |f(z)],

TER™



[1£ 100 (€2) Zilelglf(x)l‘

Zbior LP(R™) utozsamiamy z przestrzenia klas réwnowaznosci zadana przez
nastepujaca relacje: dowolne dwie funkcje p-catkowalne f, g sa w relacji, jesli
dla kazdej funkcji F' ciaglej o zwartym nosniku:

F(x)f(x)dx = F(x)g(x) dx.
Rn Rn

Wtasciwa definicje przestrzeni LP(R™) (funkcji p-catkowalnych w sensie Lebesgue’a)
mozna znaleé¢ w ksigzce [Ru2|. Jednakze nie tracimy przy powyzszym za-
tozeniu na ogdélnosci, gdyz nasza klasa funkcji jest dobrze reprezentowalna
(gesta) w przestrzeni funkeji catkowanych w sensie Lebesgue’a. Poniewaz za-
zwyczaj rozwazane beda funkcje o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych,
stad iloczyn skalarny (o ile istnieje) dwoch funkcji f, g definiujemy formuty

(f,9)rn = / F@)g(x) da.

R™

W pracy bedziemy korzysta¢ z nieréwnosci Holdera, por. [Ru2].
Niech 1<p<oo oraz niech p i ¢ beda za soba sprzezone,

1

1
- =1,
P q

wowczas dla f € LP(R"™) oraz g € LY(R"™) zachodzi nastepujace oszacowanie

(AT) [(f, 9)rn <1 fllpllglg-

Potrzebowaé bedziemy réwniez nieré6wnosci Minkowskiego.
Niech f,g € LP(R™), 1<p<oo, wowczas

(A IT) 1+ gllo<IIfllo + llgllp-

Dla ciagu liczb rzeczywistych a = {aq} niech [P(Z") oznacza zbior tych
ciggoéw liczbowych, dla ktérych

1
lallw = ( D laal”)? < oo.

[TSVAL

Bedziemy korzysta¢ rowniez z dyskretnej wersji nieré6wnosci Jensena.

Niech
> Aol =1,
[1SVAL



wowczas dla 1<p<oo
(A III) | Z a0 An|P< Z |aa|P| Al
aezZn [ 1SVAL

Nosnikiem funkcji f nazywamy zbiér, ktéry powstaje w wyniku domkniecia
zbioru
{f(x)#0:2 € R"}.
Oznaczamy ten zbior przez
suppf.

Transformata Fouriera okredlona jest wzorem

o~

Fflx) = f(z) = . F(t)e 2™t gt

Odwrotna transformata Fouriera dana jest wzorem

Fp@ = [ feee

n

Splotem dwdch funkcji f, g nazywamy funkcje

(F=9)@ = [ Iwgle—y)dy

Dalej beda potrzebne nastepujace lematy:
Lemat A1

Zaldzmy, ze dane sq dwie funkcje g1 i g2 okreSlone na R™ tak, Ze:
1) nosniki obu funkcji sq réwne pewnemu wielo$cianowi Q,
2) sq ciggle w zbiorze Q,
3) dla kazdej funkcji cigglej f o zwartym nosniku

f(x)(g1(z) — g2(z)) dz = 0.
Rn

Wowczas
g1(x) = ga(z)  dla kazdego x € R".

Lemat A 2 (Wzér Poissona)
Zalézmy, ze funkcje f, f sq ciggle oraz dla pewnego 0 > 0

|f(x)|<c(Q+|z[)™ % zeR"



1f(@)|<c(l+ |z)™° =€ R™

Z f SL’—O( Z f 27ria-x

[ISVAL [ISVAL

Wowczas

dla kazdego x € R™.

Dow6p.  Dowod przeprowadzimy w wersji uproszczonej, czyli dla funkeji f
o zwartym nosniku spelniajacej kryterium Lipschitza, tj. takiej, dla ktorej
istnieje stala dodatnia L, ze dla wszystkich z,y € R"

|f(x) = f(y)| < Lllz —y].

Zalozmy, ze f spelnia warunek Lipschitza. Wowczas funkcja okresowa

Y. fla—a)

[TSVAL

rowniez spetnia kryterium Lipschitza. Zatem jej szereg Fouriera jest zbiezny
w kazdym punkcie, por. [F, tom 3|, czyli

Y. fle—a)= Y a(@)emo

aezZn pezm
Wspélczynniki rozwiniecia Fouriera sa réwne
= [ ( Y fa-a ) iy = [ fa)e i e = J(5),
0 1)” OéEZn Rn

co konczy dowdd.

<
Udowodnimy réwniez wersje wzoru Poissona (por. [JM]) dla funkeji
[=1v0¢.
Lemat A 3
Zalézmy, ze dane sq dwie funkcje ¢, ograniczone i o zwartym noéniku. Wéwczas
(*x) Z d) x+ «) y: +a)= Z (¢ %) (a)e 2™ @
aeZn aezn

dla kazdego x € R™.



Dowo6p. Ustalmy z. Poniewaz ¢ oraz ¢ sa funkcjami o zwartym nogniku,
zatem wyrazenie po prawej stronie (xx) jest wielomianem trygonometrycznym.
Oznaczmy ten wielomian przez P. Zatem

- [ evtan ey

[ISVAL
=2 > / Sy + Bywlo —y — B)e” " dy =
aeZn BeZn
ZIEZ/‘ Ble > WD (e — y — Be > dy —
aeZ" BeZn
:/’ 6a() e (y) dy.
[0,1)™
gdzie .
_ Z w(a i y)€27rm-(afy)
[ ISVAL
oraz

— 3 d(pg)e e,

pezn
Obie funkcje mozna rozwingé¢ w szereg Fouriera:

Ge(y) ~ D ag,)(a)e®™V,

[ TSVAL

gdzie
a — - 6727ria-y dy =
(62) /[0’1)71 $e(y) y

N /[0 1 Z o(B+ y)e_zm @ (B+y) ,—2miacy dy =

) )n BeZn

= | dly)e T dy = g(a + a).
R
Analogicznie dla funkcji ¥,.. Z tozsamosci Parsevala dla szeregéw trygonom-
etrycznych otrzymujemy

co daje (k).



Lemat A 4

Dla dowolnej funkcji f € LQ(Rn) zachodzi nastepujgca tozsamosé: dla dowol-
nej funkcji cigglej G o zwartym nosniku

G(2)(F @) = f(z)) da = 0.

R’I’L

Ponadto, jesli f,g € L*(R"), to

F(f*g)=F(f)F(9)

oraz dla £ € R"™
F(f( = )(w) = F(f)(x)e ™
a takze dlat >0
F(f @) (@) = 1/t"F(f)(x/t).

Dia f,g € L*(R™) zachodzi toisamosé Parsevala

(f.9)rr = /Rn Fw)g(y) dy.

Zobacz [Ma], [S], [SW].



1. Pudetkowa funkcja gieta

Definicja 1.1
Macierz V wymiaru n X s o wspélczynnikach catkowitych nazywamy
dopuszczalng, jesli rzad macierzy jest réwny n,

(1.2) R(V)=n

oraz zadna z kolumn tej macierzy nie zawiera samych zer.

Niech V oznacza rodzine wektoréw vy, vs, ..., vs utworzonych z kolumn
macierzy V. Wektory te sa niezerowe oraz naleza do kraty catkowitej Z".
Warunek (1.2) jest rownowazny ze stwierdzeniem, ze wektory te rozpinaja
przestrzen R™,

span{V'} = R".

Rodzine V o takich wtasnos$ciach nazywamy dopuszczalng. Kazda taka
rodzina wyznacza nam macierz dopuszczalng V.

Niech (V') oznacza domknieta powloke wypukla zbioru wszystkich
mozliwych sum wektoréow z V

S
(V)= {thvj 1 0<t;<1,5 = 1,...,8}.
j=1

7 postaci macierzy V wynika, ze

(V) = V([0;:1]%).

Przyklad 1.3
Macierz

1110
V‘<0011)

jest dopuszczalna. Rodzina V' jest utworzona przez wektory:

1=(2) m=() »=() w=()

Zbior

<V> = {(tl + 10 + 13,13 +t4),0§tj§1,j = 1,2,3,4},



Powloka wypukta

Niech funkcja x(yy oznacza funkcje charakterystyczna zbioru
(V'), tzn.
1 ze(V)
X(V)(x) = {0 x g (V).

Przyktad 1.4

Niech i /
1 0
V_(O 1)’ 7

wowezas (V') = [0;1]2, za$ x (v jest 7/ /

funkcja charakterystyczna kwadratu.

Funkcja charakterystyczna kwadratu

Podamy rekurencyjna definicje pudetkowej funkcji giete;.

Definicja 1.5

Pudetkowa funkcja gieta okreslong wzgledem rodziny wektorow V'
nazywamy funkcje, ktora oznaczaé bedziemy przez B(:|V) lub By, spehia-
jaca nastepujacy warunek

drv X(v) (@) n=s
B(z|V) =
fol B(x —tv;|V \vj)dt s>n,

gdzie wektor v; jest tak dobrany, ze rodzina V' po usunieciu wektora vj, tj.
V' \ {v;} jest dopuszczalna.

Proces usredniania numerycznego odtwarzajacy pudetkowa funkcje gieta
wedlug wzoru z definicji (1.5) zaprezentowany jest w rozdziale 6.

Przyktad 1.6
Jedli Lo 1
VZ(O 1 1)’



to funkcja By jest w literaturze anglojezycznej okreslana jako hat function.

Funkcja kapelusz

101 -1
V= <:0 11 1 ) ’

to By jest w literaturze anglojezycznej okreslana jako Zwart-Powell element.
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Funkcja ZwartWowella

7 twierdzenia 1.7 wynika, ze pudetkowa funkcja gieta nie zalezy od kole-
jnosci, w jakiej dobieramy wektory.

Twierdzenie 1.7
Dla kazdej funkcji ciggtej f € C(R™) zachodzi
Ui
U2

(1.8) f@ﬂBﬂxﬁh::/) F(Vu)du, = ,
Rr 0,1 :

Us



du = duy ...dus. Transformata Fouriera funkcji By dana jest wzorem

P S _ p2migv;y
(1.9) B -

et 2mi€ - v;

Dow6p. Dowdd jest indukcyjny wzgledem s. Dla s = n macierz V jest

kwadratowa, zatem z definicji

/nf(:c)BV(:c) dx = /<V>f(x)%>$j) dx.

Poniewaz V([0;1]") = (V'), stad z twierdzenia o zamianie zmiennych w calce

xovylx)
/<V) f(x)idetv dr = /[0;1]n f(Vu) du.

Zalozmy, ze (1.8) jest prawdziwe dla s>n. Pokazemy, ze jest prawdziwe dla
#V = s+ 1. Poniewaz s + 1 > n, wigc istnieje wektor v; taki, ze

span{V \ {v;}} = R".

Woéwczas z definicji oraz twierdzenia Fubiniego

1
/Rn F(@)B(a|V) dz :/0 /Rnf(:r)B(m—tvj]V\vj)dxdt:

_ /01 /R F(z + to))B(z|V \ v;) dz dt.

Niech V; oznacza macierz, ktéra powstala z macierzy V po usunigciu j-tej
kolumny. Z zalozenia indukcyjnego otrzymamy, ze

1
/Rn F(x)B(z|V) dm:/o /msf(vjwwj)dudt:

1
:/ /[ ] f(ulvl +-..+U/j—1'l)j_1 +Uj'l)j+1—|—...+usvs+1+tvj) dudt:
0 0;1]s

- / F(Vy) dy.
[0;1]s+1

Jesli teraz dla kazdego wektora £ € R" utworzymy funkcje eksponencjalng

fe(z) = e7?m82,



to podstawiajac do (1.8) otrzymamy

B,(¢) = / e 2mEVY qy = / o 2miE (w1 o1+t usvs) g
[0;1]° [0;1]®

S 1 — 6—27ri§-vj

SI1 [, e =11

Jale] 27 - v;

Lemat 1.10

Funkcja By jest nieciggla co najwyzej na brzegu zbioru (V'), ktéry jest jej
nosnikiem.

Dow6p.  Indukcyjny szkic dowodu, wzgledem liczby wektoréw, przeprowadz-
imy dla wymiaru n = 2. Niech V5 = {v1,v9} bedzie rodzina dopuszczalna w
Z?%. Tworzymy rodzine
V3 = {v1,v2,v3},
gdzie v3 € Z2\ {0}. Mozliwe sa dwa przypadki.
v

1) Wektor v3 nie lezy na zadnej z
prostych wyznaczonych przez wektory
v1 1 ve. Pudetkowa funkcja gieta B(|V3)
jest funkcja ciagla na catej ptaszczyénie

3 R?. Nosnikiem funkcji jest szegciokat
Powtloka wypukta < V3 >

Pudetkowa funkcja gieta

2) Wektor vs lezy na jednej z prostych

D C
v wyznaczonych przez wektory vy i vs,
np. na prostej wyznaczonej przez vs.
A V2 V3 B

Nosnikiem funkcji B(+|V3) jest rownoleglobok

Powloka wypukta

ABCD = (V).



/ Pudetkowa funkcja gieta B(-|V3) jest
% nieciggta wzdtuz bokéw AB i C'D réwnolegltoboku.

Pudetkowa funkcja gieta

Tworzymy rodzine
‘/4 - {Uh V2, U3, 04}7

gdzie vy € Z?\ {0}. W przypadku 1) dalszy proces uéredniania nie ,psuje”
cigglosci funkeji na R?, mianowicie z cigglosci i liniowosci funkcji B(-|V3),
wynika ze istnieje stata L taka, ze

|B(z|Vs) — B(y|V3)|<L[lz —y||.
Zatem
1

BlVa) ~ BGIVIS [ [Blo — todVa) — Bly — tos]15)| <Lz ~ y]|

W przypadku 2) moga zajs¢ dwie moz'liwos’ci
— wektor vy lezy na prostej wyz-
naczonej przez wektor vs. Nosnikiem

A Uy =g U3 funkcji B(:|Vy) jest rownolegtobok

Powloka wypukta < V4 > — ABCD
Pudetkowa funkcja gieta jest niecigglta wzdtuz jego bokéw AB i CD;

AN
amd

Pudetkowa funkcja gieta

— wektor v4 nie lezy na prostej wyznaczonej przez wektor vo. Na przyktad

V4

vy,

V2 U3



Pudetkowa funkcja gieta

lub
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Pudetkowa funkcja gieta

Funkcja B(:|Vy) jest ciagta na calej plaszczyénie.
Zakladamy, ze V,,—1 = {v1,v2,...,v,_1} oraz:
— albo funkcja B(:|V,—1) jest ciagta na calej ptaszczyeénie,
— albo wszystkie wektory

V2,V3,V4,...,Un-1
leza na jednej prostej. Tworzymy rodzine
Vn - {Ulv V2,V3,V4, ... ,’Un}.

W pierwszym przypadku usrednianie w kierunku wektora v, nie "psuje”
cigglosci funkcji (por. wyzej), zatem funkcja B(:|V},) jest ciagla w R2. W
drugim przypadku sa dwie mozliwodci:

— wektor v, lezy na prostej wyznaczonej przez wektor vy. Wowczas
nosnikiem funkcji B(-|V,,) jest rownolegtobok (V,,). Funkcja jest nieciagta
wzdtuz jego dwoch bokoéw;

— wektor v, nie lezy na tej prostej. Wowczas funkcja B(+|V},) jest ciagta
na calej ptaszczyénie.

o

Interpretacja geometryczna

Zaprezentujemy interpretacje geometryczna pudetkowej funkcji gietej.
W tym celu podamy ogolniejsza konstrukcje funkcji gietych (bedacych kawatkami
wielomianami), pochodzaca od C. de Boora oraz Micchelliego, por. [BH],
ktorzy podali definicje wielociennych funkcji gietych. Wprowadémy oz-
naczenia. Niech vol; oznacza k-wymiarows objetos¢.



Dlan < s, R bedziemy traktowac jako
podprzestrzen R® taka, ze

R*=R"®& R™".

Przez P oznacza¢ bedziemy rzut ortogo-
nalny z R® na R", tj.

- P(xy,x9,...,x5) = (1, T2, ..., 2y).
Konstrukcja wielogcienne; Woéwcezas P~1(x) oznacza przeciwobraz punktu
funkeji gigtej x, ktory jest hiperplaszczyzna s — n wymi-

arowa w R°.
Definicja 1.11
Niech Q C R® bedzie wypuklym wieloscianem o niezerowej objetosci.
Wowcezas wieloscienng funkcja gieta odpowiadajaca @ (Q-funkcja) nazy-
wamy funkcje

B(z|Q) = vols_n(QN P~ (z)), x€R"

Twierdzenie 1.12
Dla dowolnej funkcji cigglej f

(1.13) B«deﬂxMMr=/;fu%0dm

R’IL
gdzie du oznacza element objetosci na Q.

Dowép. Niech f bedzie dowolna funkcja ciggla. Wowczas z tw. Fubiniego
o zamianie kolejnosci catkowania

/ f(Pu)du = / f(:I:)/ dupy1 ... dugdxy .. .dx, =
Q P(Q) QNP~1(x)

= / f(z)voly_p(QN P la)dx = / B(z|Q) f(x) dx.
P(Q) R

Bez zmniejszenia ogdlnosci zatézmy, ze wektory rodziny V sg tak uporzad-
kowane, ze
span{vy,...,v,} = R™.

Rozszerzmy macierz V do macierzy kwadratowej A o wymiarze s X s, dopisu-
jac macierz zerowa oraz macierz skalarna AI o wymiarze (s —n) x (s — n),

tzn. ‘
o V1T ... 7Up Un+1 -.- Vg
a=(" g v )



Parametr A\ tak dobieramy, by det A = 1.
Twierdzenie 1.14
Niech wielocian @@ = A([0;1]%). Wéwczas

B(z|V) = B(«|Q) z € R™

Dowép. Weémy dowolng funkcje ciaglta f. Stosujac twierdzenie o zami-
anie zmiennych w calce, otrzymujemy

/ f(Pu)du :/ f(Pu)du =
Q A([0;1]%)

= f(PAu)du = f(Vu) du.
(0;1]° [051]

Z (1.8) oraz (1.13) wynika, ze dla dowolnej funkcji ciaglej f
| 1@[B(IQ) = BaV)]dz 0.

Obrazem kostki [0;1]” w odwzorowaniu A jest réwnolegloscian. Wartosé
funkcji B(z|Q) jest rowna objetosci obszaru s — n wymiarowego: przekroju
hiperptaszczyzny P~1(x) z réwnoleglogcianem Q. Ciaglos¢ tak zdefiniowanej
funkcji w zbiorze (V') = P(Q) mozna uzasadni¢ stosujac ten sam typ rozu-
mowania co w lemacie 1.10. Z lematu A 1 wnosimy, ze

B(x|Q) = B(z|V).

Definicja 1.15
Niech n > 1. Siatka zbioru (V') nazywamy zbior

11 <. <Up—1 JFEU yeesin—1

Gy = U (<Ui17-~'7vin1> + Z gjvj) ,

gdzie €; =1 lub g; = 0.
Jeslin =1, to

GV—{Zajvj, gj=1 lub 8]‘_0}.

j=1



Interpretacja zbioru Gy jest nastepujaca: jesli
B(-|V) = B(|Q),

to Gy jest rzutem n — 1 wymiarowych Scian wieloscianu ) C R®.

Przyktad 1.16
Dana jest macierz dopuszczalna

Es = (1,1,1).

1 1 1
A:(O 1 O).
0 0 1

Rzut ortogonalny zbioru wierzchotkéw réwnolegtogcianu Q = A([0, 1]?) sktada
sie z czterech punktow Gy = {0,1,2,3}.

Wowczas (E3) = [0; 3],

Wartosé wielosciennej funkcji gietej jest réwna polu tréjkata

e

0 1 5 3
Funkcja B(.|f;)
Przyktad 1.17
Niech Lo 1
A <0 1 1)
Woéwcezas

Il
/
S O =
o = O
e
\—/



Zbior @ jest rownolegtoscianem, za§ Gy jest zbiorem rzutéw krawedzi Q).

Wartosé funkcji jest réwna dlugosci odcinka

Funkcja B(:|V) jest przedstawiona w przyktadzie 1.6.

Przez Py oznaczaé¢ bedziemy rzut ortogonalny z R"*! na R™,
Pi(x1,...,Tpy Tng1) = (X1,22, ..., Tp).

Twierdzenie 1.18
Zaléimy, ze dana jest rodzina dopuszczalna W C Z™H taka, ze dla dowolnego
wektora w z W
le 7& 0.
Wéwczas rodzina V- C Z™, powstala z wektoréw Piw, w € W, jest dopuszczalna.

Ponadto
/RB(@,%H);W) dpi1 = B(z|V).

Dowo6p. Macierz V powstaje z macierzy W przez wykreslenie ostatniego
wiersza, stad jej rzad jest maksymalny. Z zatozenia nie zawiera ona kolumn
zerowych, zatem jest dopuszczalna. Niech f bedzie dowolng funkcja ciggta
okreglong na R™. Zdefiniujmy funkcje ciggla na R"*! wzorem:

fly) = f(Pry) yeR".

Stad

| 1@ [ Bz W) dewade = [ F@)BIW)dy.

Rn+1

Korzystajac ze wzoru (1.8) otrzymujemy przy N = #W

/ F)ByW) dy:/ f(PL(Wu))du =
Rn+1 [0:1]

)



= /[0;1]N f(Vu)du = /R" f(z)B(z|V) dx.

Poniewaz

(V) =h((W)),

wiec z lematu A 1 wynika juz teza naszego twierdzenia.



2. Wlasnoséci pudetkowych funkcji gietych

Jesli C jest nieosobliwg macierza kwadratowa stopnia n o wspoélczyn-
nikach caltkowitych, za§ V macierza dopuszczalna, to ich iloczyn, tj. CV
jest macierza dopuszczalng. Odpowiadajaca jej rodzine oznaczamy przez
CV.

Twierdzenie 2.1
Niech C bedzie macierzq nieosobliwg stopnia n o wspdlczynnikach catkowitych.
Wowczas

_ 1 —1 n
(2.2) B(a|CV) = = B(C'alV) @ e R".

Dow6p.  Niech f € C(R"). Korzystajac dwukrotnie z (1.8) odpowiednio
dla funkcji f(x) i f(Czx) oraz z twierdzenia o zamianie zmiennych w calce,
otrzymamy

/ f(z)B(z|CV)dx = o f(CVu)du =
" 0;1]s
—/ f(Cz)B(x|V)dx —/ f(z Set é‘v) dx.

Poniewaz

(CV) =cC(V)),

wiec z lematu A 1 otrzymujemy

1 _
B(z|CV) = —5B(C Le[V).

Przez Ey oznaczmy macierz dopuszczalng ztozona z k jedynek, tj.

(2.3) Ek_(l Lo 1)

—_———
k

oraz

(2.4) Ex, x,) =

R
O =
S =
S =
_ O
—= O
_= O

N—

Il
7N
o

i
I
¥
~~_




k1 ko
Rozwazymy teraz rodziny dopuszczalne V| dla ktorych funkcja By jest
iloczynem tensorowym jednowymiarowych funkcji gietych. Dla prostoty
ograniczymy sie do R2.
Twierdzenie 2.5

Obowigzuje rownanie:

(2.6) B((z1,22)|Ek, ky)) = B(21|Ek, ) B(w2| Bk, ).

Dow6p.  Niech f € C(R?). Niech s = ky + ko. Wowczas z twierdzenia o
zamianie catki wielokrotnej na iterowana otrzymamy:

o F122) B 22) B ) ez = [ B sy =

B /[O'l]lq /[0~1]k2 f((U1 e Uk Uk US)) duy...dus =

= [ H(@22)B@ | Blaa| Ey) dond

Poniewaz

(Ekyky ) = (Eky ) X (Egy ) = [0 k1] x [0 k2],

wiec z lematu A 1 otrzymujemy (2.6).
o

Przyklad 2.7
Powyzsze dwa twierdzenia umozliwiaja wyznaczenie pudetkowej funkcji
gietej w sytuacji, gdy macierz dopuszczalna V ma nastepujaca postac:

a a ... ac ¢ ... c
V_(b b ... bd d ... d)'
k1 ko
a c
c_(b d).

Poniewaz V jest dopuszczalna, wiec det C # 0. Zatem
1 d —c
Cl'=—
det C (b a )

C'V =Ey 1,

Niech

oraz



Stad z (2.2) oraz (2.6) otrzymujemy
B(z|V) = B(z|CC™'V) =
= (det C"1)"'B(C2z|C™'V) = (det C) B(C x| Ey, 1,) =

dr1 — cxo —bx1 + axq
= (det C)B (W\Elﬂ) B (WUEI@) :

gdzie © = (z1,22). Stad wartos¢ funkcji B(z|V) wzdtuz prostych wyznac-
zonych przez wektor
a
o <b> ’

tj. dla x = tv 4+ w przy ustalonym w = [wy,ws] € R? oraz dowolnym ¢ € R,
jest réwna:

(2.8) Bt +w|V) = yB (tEx,)

gdzie stata

_ —bwy + aws
v = (det C)B ( 1ot C | k2>

Zatem B(tv + w|V') zalezy jedynie od wartosci funkcji B(t|Ek, ).
W szczegolnosci, jesli

w0 11 1 -1
_ -1 -
c=(o1) <=0 1)
Zatem
B((z1,22)|V) = B(w1 — 2| E3) B(x2|E3),
gdzie

0,522 x € [0;1]
B(x|E3) = {0,75— (r—1,5)2 z€l1;2]
0,5(x — 3)* T €[2;3].

Stad wynika ksztalt funkcji B(-|V):

1177




Pudetkowa funkcja gieta
Przypomnijmy, ze translacje zbioru E o wektor v oznaczamy przez

E+v={u+v:ueckE}

Pochodng kierunkows oznaczamy jak zwykle D, f. Jesli funkcja f € C1(R"),
to

DwUf = Z’l}]%
j=1

Twierdzenie 2.9
(i) Jesli
span{V \ {v;}} = R",
to

(2.10) Dy, B(z|V) = B(z|V \ vj) — B(z — v;|V \ v))

dla wszystkich x takich, Ze B(-‘V\’Uj) Jjest ciggla w punktach x i x—v;j. W szczegol-
noéci w zbiorze R™ \ Gy .

(ii) Jesli

span{V'\ {v;}} # R",
to
(2.11) Dy, B(z|[V) =0
dla

z & ((V\vj)+evj), gdzie £=1,0.

(iii) Pudelkowa funkcja gieta B(-|V') jest wielomianem stopnia s — n w zbiorze

R"\ Gy.

Dowop.  Zatozmy, ze span{V \ v;} = R". Wowczas

B(x + tv;|V) — B(z|V)
t

1 1
:%/ B(a:—(r—t)vj\V\vj)dr—%/ B(z —rvj|V \ vj) dr =
0 0
1

1

1-t 1
22/ B(w—rvj]V\vj)dr—g/ B(x —rv|V \ vj)dr =
—t 0



1 /0 1/t
= E/ B(z — rv;|V \ vj) dr — E/ B(z — rv;|V \ vj) dr =
—t 1t

1t I
:5/ B(l’—i—’m}jﬂ/\l}j)dr—;/ B(x—}—rvj—vj\V\vj)dr.
0 0

Przy t — 0 lewa strona zmierza do pochodnej kierunkowej, prawa strona
za$, przy zalozeniu cigglosci funkeji podcatkowej — do prawej strony (2.10).
Problem ciagtosci funkeji B(:|V \ vj) wystepuje jedynie na brzegu zbioru
(V '\ vj). Wystarczy wiec pokazac, ze

8<V\Uj>+€UjCGv, e=0,1,

co zachodzi, gdyz
8<V \ ’Uj> - GV\Uj

za$ z definicji
(GV\U]. + EUj) C Gy.

Dowdd (2.11) dla prostoty przeprowadzimy w
R?. Jesli dany jest wektor v; taki, ze span{V \
{v;}} # R?, to pozostale wektory leza na pewnej
prostej. Stosujac metody opisane w przyktadzie
i?;igﬁffi;iﬁiagfyvfﬁlﬁz 2.7, funkcje By rozl.dada.my na dwie fun'kcje TZeCzy-
wyréznionego wektora wiste. Z (2.8) wnioskujemy, ze funkcja B(z|V)
wzdluz prostej wyznaczonej przez wektor v; za-
kawaltkami stala, co daje (221 jedhorielecha® (1|£0.), zatem jest
Punkt (iii) wynika z punktu (i), (ii) oraz z lematu 2.12.

<

Przez 1 (U) oznaczmy zbioér wielomianow stopnia co najwyzej k, okreslonych
na zbiorze U.

Lemat 2.12
Niech U bedzie zbiorem otwartym w R™. Zaldéimy, zZe rodzina wektoréw V' jest
taka, ze

span{V} =R", #V =n

oraz dla pewnej funkcjip i k € N

/\ Du,p € I(U).
UjEV

Wowczas p € 41 (U).



Dowo6p.  Poniewaz pochodne funkcji p sa funkcjami ciggtymi w kierunkach,
ktore rozpinaja przestrzei R", zatem p € C1(U). Zauwazmy, ze gradient

0 0

v:(a—m,7a—$n)

mozna zapisa¢ za pomoca pochodnych kierunkowych

V =[Dy,...,D,, |V

Jesli

¢(t, ) = p(tz) — p(0),
to

W) = (V). ).
Stad

o(1,z) = p(z) — p(0) = /OI(Vp(tx),x) dt € Ij4q.

Wprowadémy oznaczenie

(2.13) ov=max{r : /\ #X =r span{V\X}=R"}.
Xcv

Twierdzenie 2.14
Jesdli oy >1, to
By € Cgv_l(R") \ C°(R").

Dow6p. Dowdd indukcyjny wzgledem oy przeprowadzimy dla wymiaru
n = 2. Z dowodu lematu 1.10 wynika, ze funkcja B(-|V) jest nieciagta na
brzegu zbioru (V') wtedy i tylko wtedy, gdy wektory rodziny V' z wyjatkiem
doktadnie jednego leza na pewnej prostej, czyli oy = 0. Zatem jesli gy >1,
to funkcja jest ciagta. Na podstawie wzoru (2.10) udowadniamy krok induk-
cyjny dla oy > 1.

o
Twierdzenie 2.15

Niech p € I, gdzie 0<k<py. Wowczas

(2.16) > p(a)By(-—a) €Iy,
aeZn



o0 ile oy>1. Jedli oy = 0, to co najwyzej zmieniajgc funkcje (2.16) w punktach
niecigglo$ci przediuzyc jg mozna do wielomianu.
Dow6p.  Dowdd jest indukcyjny wzgledem s. Dla s = n funkcja By jest

funkcja charakterystyczna, co oczywiscie pociaga (2.16). Weémy s > n oraz
p € IIj. Jesli span{V \ {v;}} = R", to z (2.10) wynika:

D, ( > ple)By (- — a)) =

aeZn

= > pla)(B(-—alV\vj) = B(- —a—v;|V\vy)) =
acZm™

= Y (pla) —pla—v) B(- —alV \ vy),
[TSVAL
gdzie wielomian

p() = p(- = vj) € jy.

Zatem z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze pochodna kierunkowa z tej
funkcji daje sie przedtuzy¢ do wielomianu stopnia k£ — 1. Jesli

span{V' \ {v;}} # R",
to z (2.11)
D, ( > p(a)By (- — a)) =0.

aezZn

Stad, z lematu 2.12 oraz z zalozenia indukcyjnego wynika, ze funkcja

fl@)= > p(a)Bv(z —a)

[TSVAL

jest wielomianem poza punktami nieciggtosci funkcji B(- — o|V),a € Z".
Zatem daje sie przedtuzy¢ do wielomianu. Poniewaz dla gy >1 funkcja ta
jest ciagta, jest wiec wielomianem zmiennej x.

o

‘Wniosek 2.17
Jesli oy >1, to

> Bv(—a)=1,

[1SVAL
stgd

> By(a)=1.

[ TSVAL



Dowo6p. 7 twierdzenia 2.15 wiadomo, ze suma ta jest réwna stalej. By
pokazac, ze jest rowna jeden, postuzymy sie wzorem Poissona. Ze wzoru 1.9
wynika, ze dla a € Z"

s={} 278

Wzér Poissona pocigga teze wniosku.

Wprowadémy oznaczenie
S
V=Y,
=1

Twierdzenie 2.18
Funkcja By jest symetryczna wzgledem punktu

cy =1/2>V,
t.

(2.19) By(z) =By (D> _V —a).

Dow6p.  Niech f e C(R"). Wowczas z twierdzenia 1.7

/ﬂ@BME:V—@dx:/

V- Zujvj)dul,...,dus =
[0;1]¢ j=1

N /[0;1}8 FQo = uj)vy) dus, ..., dus.

J=1

Stosujac zamiane zmiennych oraz lemat A 1, otrzymamy (2.19).

Twierdzenie 2.20
Niech x = 23’21 Ajvj oraz s > n. Ponizsza formula nie zachodzi co najwyzej
w zbiorze punktow niecigglodci funkcji wystepujgcych w tym réwnaniu.
LS BV v) 4+ (1= A)B(x — oV \ o)
= J J J J 271

(221) Ba|V) = —



Suma Y jest wzieta po wszystkich dopuszczalnych rodzinach V' \ Vj.

Dow6p. W dowodzie bedziemy opuszcza¢ symbol 7. Mnozac obustronnie
(2.10) przez A; i dodajac po wszystkich dopuszczalnych j, otrzymamy

s

Z:O\jB(w\V \vj) = AjB(z —v;|V \ v;)) =

= S Ay, By(x) = 30X (v, VBy () = (2, VBy (2)),

J=1 J=1

gdzie

Vi(x) = (agg)’”_jag;:))

Wystarczy wiec pokazaé, ze dla s > n
1 S
(2.22) B(z|V) = P ((%VBV(HC))+ZB(9C—UJ"V\UJ))
j=1

i réownoé¢ zachodzi przynajmniej dla z € R" \ Gy. Udowodnimy (2.22)
indukcyjnie wzgledem s. Niech s = n + 1. Zilustrujemy te sytuacje w R?
ponizej, w przyktadzie 2.23.

Niech s > n + 1. Wowczas istnieje v taki, ze

B(a|V) = /OlB(x—tka\vk)dt.

7 zatozenia indukcyjnego wynika

1
BalV) = - [ (o= o, VB( ~ ]V \ w) @)+
+ Z B(z — tvg, — |V \ {vj, vk})) dt =
J#k

- ﬁ((x,v/olza(- — to|V \ ug,) dt (x))+
+/01t%B(x—tvﬂV\v@dt%—%B(w—vﬂV\vj)).

Catkujac przez czedci drugie wyrazenie otrzymamy

(s—=1—n)B(z|V) =



= (z,VBy(z)) + B(x — vg|V \ vx) — B(z|V) + Z B(z — vV \ v)).
J#k
Przenoszac na druga strone By otrzymamy (2.22), co koniczy dowod.

Przyktad 2.23
Rozwazmy przyktad ilustrujacy poprawnosé wzoru (2.22). Niech

101
V‘(o 1 1)’

e Pudetkowa funkcja gieta B(-|V') dana
jest nastepujacymi wzorami:
5 3 fl = )
f2= x90—x1+1
6 2 3= 2~ 2y
f5 = x1—x9+1
J6= x1

Nosénik funkcji
Zauwazmy, ze w naszym przypadku s = n + 1 oraz funkcje po obu stronach
rownania (2.22) sa kawatkami liniowe. Ponadto sa réwne po zrozniczkowaniu,
zatem z lematu 2.12 réznig sie co najwyzej o stalg na kazdym kawatku zbioru
R%\ Gy. O stalej po prawej stronie (2.22) decyduje suma:
3

> Bz —v|V \ v)).

Jj=1

Z definicji s to funkcje charakterystyczne zbiorow (V '\ v; )

A L&

0 0 0 ———
0 1 0 1 0 1

B(-—wv3|V\v3) B(-—v1|V\v1) B(-—v2|V\v2)



Dodajac do siebie te funkcje, otrzymamy wyrazy 1 9
state wielomianow f1, f2, ..., f6. 0 1

0

Wyrazy stale

Przyklad 2.24

Wzory (2.21) oraz (2.10) maja swoje odpowiedniki dla wielosciennych
funkcji gietych. Wzér (2.21) moze stuzy¢ jako narzedzie do wyliczenia ex-
plicite pudetkowej funkcji gietej. Ilustruje to nastepujacy przyklad w R2.

Niech 001 11
V:<1 0 1 1)‘

Pudetkowa funkcja gieta B(+|V') dana

jest nastepujacymi wzorami: f10
9 5
L= 2y’ 8 /]
2= 3y’ -(1-2)7 ays
;o= gl@-3)7
1= 3= (1-y)? 1
10 = 3ly—-3)7

Nosnik funkcji



3 = 3@ —12+2—yy+2(y—1)
f1 = B )12+ @yt 21—t y)
8 = sy =12+ (2—2)z+2(z—1)]
9 = 3[B-»l-y+2-2)z+2(1-y+)

Przyktad 2.25

Pudetkowe funkcje giete moga stuzy¢ do zadawania krzywych w postaci
parametrycznej. Danych jest w przestrzeni pie¢ punktéw ag,...,as € RZ.
Krzywa tamana ma szczegélnie prosta posta¢. Mianowicie

4
Li(z) =) agN(z — j|lE2), x€][0,4],
j=0
gdzie
_[1—z| ze]-1;1]
N(z|E2) = { 0 poza.
Krzywa te mozemy wygtadzi¢ uzywajac funkcji

0,5(z +1,5)2 x€[-1,5-0,5]
N(z|E3)=<{ 0,75 — 2?2 r € [-0,5;0,5]
0,5(x —1,5)2 x€]0,5;1,5].

Wowczas
4
Ly(x) = ao N(z—j|E3)+aoN (z+1|E3)+asN(z—5|E3), x € [-0,5,4,5].
j=0

Krzywe parametryczne



3. Quasi interpolacja

Podejscie zaprezentowane w tym rozdziale pochodzi od [CD]. Niech 9
bedzie funkcja ciagla o zwartym nogniku

¥ : R" — R.
Funkcje ¢ przeskalowana o wektor 1/h oznaczamy przez

Yn =Y(-/h).

Splot dyskretny funkcji ciagltej 1 o zwartym nosniku z ciggiem
a = {a(p)}uchzn definiujemy przez

(3.1) brna= Y a(p)y(-— p).

pEh Z™

Splot dyskretny dwoch ciagow

o= {a()bpenzn i b= {b()}uenzn

definiujemy tym samym symbolem a *p b

(3.2) (axnb)(p) = Y a@)b(p—v).

vehZ™

Jedli dla funkcji ciaglej f przez fj,z» bedziemy oznaczaé obcigeie funkeji f
do kraty hZ", to quasisplot dwdéch funkcji definiujemy przez

(3-3) by =0 finzn = Y, Fw) (- — p).

nueh Z™

Przyjmijmy roéwniez, ze f| = fizn. Przestrzen rozpieta przez h Z™ translacje
funkcji v, oznaczamy przez

(3.4) S(tp) = span[vp(- —p) : p€hZ™].

Elementy przestrzeni S(1y,) sa oczywidcie postaci ¢y, *p, a, gdzie a jest dowol-
nym ciggiem liczbowym. W przypadku gdy h = 1, bedziemy opuszczaé
indeks h, i tak

axb=ax1 b, VYrxa=1ivxa, Y f=1vxf



Oczywiscie
S(By) = span[By(-—«) : a € Z"].

W dalszym ciagu bedziemy bada¢ wlasnosci aproksymacyjne przestrzeni
S (1) zakladajac, ze 1 jest funkcja ciagla o zwartym nosniku spelniajaca

warunek
Y- =1

[TSVAL

oraz odtwarzajgca wielomiany dla pewnego gy, tzn. dla dowolnego
0<k<py oraz p € Il

(3.5) Y+ p eIy,

Okazuje sie, ze szybkos¢ aproksymacji jest zwigzana z wlasnoscig odtwarza-
nia wielomianéw (3.5) (i na odwrot), co ukazuje tw. 5.1.

Rozpoczniemy od zagadnienia interpolacji wielomianéw ustalonego stop-
nia przez funkcje z przestrzeni S(1). Funkcje ciaglta f mozemy interpolowac
w Z", jedli istnieje ciag a = {a(a)}qezn taki, ze

Wprowadémy ciag
6 = {0o(a)}aczn,

gdzie §y oznacza delte Kroneckera

1 a=0
50(04)250@:{0 a # 0.

Ciag 9| jako operator jest odwracalny, jesli istnieje ciag (¢|)*1 taki, ze
P ()t =4

Stad wynika, ze jesli operator 1 jest odwracalny, to problem interpolacji
(3.6) jest rozwiazany dla dowolnej funkcji ciaglej. Zdefiniujmy ciag:

WZZié—-¢|

oraz splot

Woéweczas piszac formalnie szereg Neumanna, otrzymamy

W) =0-m) T~ tmAmE L mE



Zbieznoscia tego szeregu zajmiemy sie w rozdziale 9.
Przyktlad 3.7
Niech

1 -1 0 0 -1 1
V= <0 0 -1 1 -1 1)
Funkcja B(:|V) jest symetryczna wzgledem zera o nastepujacym nosniku:

3

2

-3 \\&x 2 |3
-

-3
Noénik funkcji Wartosci ciggu By|
1 1 1
° ° . ° ° ° ° ol44 &2 el44
1 1 1l 5 5 1
(] . 012 o122 e . 072 o772 o772 &2
1 1 _ 1 1 5 7 _5 1
] 12 e2 012 e 0l44 @72 €24 e72 eld4
1 1 1 5 _5 1
[ 012 @12 e . e72 o772 o722 @72 e
1 1 1
. ° . ° ° ol44 @72 el44 e °
Wartosci ci@gum:(s_Bv| Wartodci ciagu ,,2

Przyjmijmy teraz nastepujaca definicje:

Definicja 3.8
Niech f € C(R"). Definiujemy ciag

(3.9) r¢=6+m+m?*+... +me



oraz operator quasi-interpolacji Q¢ = Q%2

Qf(x) = v+ (fxre)= Y (f*r9)(a)d(z —a) zeR"

aeZn

Okazuje sie, ze przy tak przyjetej definicji operatora Q¢ zagadnienie interpo-
lacji (3.6) ma rozwigzanie dla wielomianéw stopnia nie wiekszego niz gy, o
ile p>py. Wzor (3.8) wyznacza nam jednocze$nie algorytm na wspoétczynniki
rozwiniecia.

Twierdzenie 3.10 [Quasi-interpolacjal

Przy powyzszych zalozeniach o funkcji ¢ niech 02>01, gdzie 01<0y. Wowczas
operator Q9 jest operatorem identycznosciowym dla wielomiandw co najwyzej stop-
nia 01, Mmianowicie

(3.11) Qp=p dla pelly.
Jesli ponadto funkcja v jest symetryczna, to (3.11) zachodzi dla

20201 — 1.

Dowdd tego twierdzenia wynika z dwoch lematow.

Lemat 3.12

Przy zalozeniach twierdzenia 3.10 zachodzi:

Q| =D

Dowo6p.  Korzystajac z elementarnych wlasnodci splotu pokazujemy, ze
Q% =W+ (pxr9)) =
=@ -m)*(+m+...+m?)*p =
= (6 —meTh) *p|=Dp| — met! % |-
Wystarczy udowodnié¢ teraz, ze

(3.13) deg(p x m) < deg(p),



a w przypadku symetrycznym, ze
(3.14) deg(p * m) < deg(p) — 1.

Woéwcezas bowiem
+1 _ +1\
me " xp = (pxrm) =0,

czyli
Q| =D

Dla prostoty ograniczymy sie do wymiaru n = 1. Niech p(x) = 2*. Wéwczas

prm(z) =Y m(plx —j)=>_ m(j)(z—j)F =

jez jez
=2_m(j) (w’“ + <1>x’“‘1(—j) + (lg):c’“‘Q(—J)? +et (—y)’“) =
JjEZ
o3 m(j) + ket Y m()(—) + (’;) 2 S m() () +
JEZ JjEZ JEZ
o Do m) (=)
JjE€Z
Poniewaz
> ma)= Y ¥(a)-1=0,
acZn acZm

wiec nieréwnosé (3.13) jest spetniona dla wielomianu typu p(x) = z*. Stad
wynika ona dla dowolnego wielomianu p. Jednoczesnie, jesli ¢ jest funkcja
symetryczna, to m(j) = m(—j). Stad wynika, ze suma przy z*~! jest rowna
zero, czyli zachodzi (3.14).

o

Lemat 3.15 [Wlasnos$¢ przemiennosci||B]

Jesli f € S(v), to

(3.16) [ =9+ f

Dow6p.  Poniewaz f € S(), wiec istnieje ciag a = {aq }aczn taki, ze

f=vxa.



Wowcezas

(pxa)x = (*a)*h =
=P (axip) =9« f.

o
DowOD TWIERDZENIA. 7 lematéw wynika, ze wystarczy udowodni¢ nastepu-
jaca implikacje. Jesli dwa dowolne wielomiany p, ¢ € Il zgadzaja sie na kracie
catkowitej, tj. p| = q|, to woéwczas p = ¢, gdyz woéwcezas z lematu 3.15 Q%
jest wielomianem, za$ z lematu 3.12 Q°p; = p|. Zatem

Q°% = p.

Dowo6d powyzszej implikacji wynika np. z twierdzenia Radona lub bezposred-
nio z twierdzenia Bezouta. Dla prostoty ograniczymy sie do dwéch wymi-
arow, n = 2.

Twierdzenie Bezout
Wielomian dwéch zmiennych p(x,y) faktoryzuje sie poprzez wielomian liniowy

Ax + By + C, tzn.
p(x,y) = (Az + By + C)w(z, y)

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian p(x,y) zeruje sie na prostej | okreslonej réw-
naniem Az + By + C = 0.

Klasyczne twierdzenie Bezouta dla wielomianéw jednej zmiennej imp-
likuje, ze wielomian dwoch zmiennych p(z,y) obciety do prostej [ zeruje sie
na tej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy p zeruje sie w degp + 1 punktach
prostej I. Zatem jesli dwa dowolne wielomiany p, g sa identyczne w zbiorze
Z™, to wielomian p—q zeruje sie na nieskonczenie wielu prostych x = k, gdzie
k € Z. Wobec twierdzenia Bezouta to jest jedynie mozliwe, jesli p — g = 0.

o

Na zakoriczenie tego rozdziatu podamy jeszcze jeden interesujacy fakt.
Okazuje sie bowiem, ze quasi-splot i splot zgadzaja sie dla funkcji z przestrzeni
S(1) N1II. Lemat pozostawimy bez dowodu. Odsytamy do pracy [BR]| oraz
do szczegolnie eleganckiego dowodu z pracy [RS].

Lemat 3.17

Zachodzi nastepujgca réwnowainosé

Y pelle s p=1*p.



4. Aproksymacja

Dla funkcji k-krotnie rézniczkowalnych w sposéb ciagly i takich, ze ich
pochodne czastkowe do rzedu k sa p-catkowalne, wprowadémy oznaczenie

1/p
|flip = (Z HD‘”flli)

laf=j

oraz

1 llep =D [flip-

0<j<k

Zbior takich funkcji oznaczmy przez sz. Przestrzen WZ definiujemy ana-
logicznie:
[fliso = D 1D fllo
laf=5
oraz

1 flloo = D |flje0-

0<j<k

Uwaga. Zazwyczaj symbolem sz oznaczamy przestrzen Sobolewa. Czytel-
nika, ktory nie zna teorii dystrybucji, musi zadawala¢ powyzsza definicja,
pomimo ze np. (4.15) jest prawdziwe dla przestrzeni Sobolewa. Wprowadze-
nie do tych przestrzeni znajdzie czytelnik np. w [S], [SW], [M].

Zalozmy, ze dana jest ciggta funkcja ¢ o zwartym nosniku, spelniajaca

> v —a)=1,

[ISVAL

warunek:

ktora odtwarza wielomiany dla pewnego gy.
Dla h > 0 oraz ustalonego ¢>p,, definiujemy operator

(4.1) Q=0 = > (fin*r)(Q)y(-/h - a),

[ ISVAL

gdzie, przypomnijmy,
re=0+m+---+mf

oraz m = § — ¢ Dla funkcji symetryczej przyjmujemy:

oy — 1
> -
0=



Zauwazmy, ze do definicji operatora )y, wystarczy nam znajomosé¢ wartosci
funkcji w punktach kratowych hZ™. Ponadto, dla wielomiandéw co najwyzej
stopnia gy operator @y, jest identycznoscia, por. (3.11), gdyz

(4.2) QL f)(x) = QV(fi/n)(x/h).

Twierdzenie 4.3
Niech 0<k<py, oraz 1<p<oo.
Wéwczas istnieje stata C' zalezna od funkcji 1 oraz wymiaru n teka, Ze dla
fewytt,
k
1 = Qnflly<C R flitp.

Dow6Dp. Zaczniemy od przypadku p = oco. Wszystkie stale w dowodzie
bedziemy oznacza¢ przez C. Ustalmy funkcje f. Weémy dowolny x € R"
oraz ze wzoru Taylora wielomian Taylora P, stopnia k funkcji f:

Pu(y) = f(z)+ > D*f(z)(x—y)* + -+

|laf=1

(4.4) ) 1

+E Z apl-ap

D (@)~ y)"
" al=k ’

Oczywiscie
f(x) = Pp(x).

Stad oraz z wtasnosci quasi-interpolacji wynika, ze
|f(@) = Quf (@) = |f(2) — Pe(z) — (Qnf(z) — QuPe(x))| =
= |Qnf(x) = @QuPe(z)| = |Qn(f — P)(z)].

Poniewaz 1 jest funkcja o zwartym nodniku, wiec istnieje stata N taka, ze
nosnik funkcji jest zawarty w kuli o promieniu N, tj.

(4.5)

(4.6) P(x) =0 dla |z| > N.
Ponadto ¢ jest ograniczona, wiec
(4.7) [Plloo<C.

Zatem z (4.1), (4.5), (4.6) oraz (4.7)

[f (@) = Quf ()] = |Qn(f — Po)()[<



< D0 I = Po)agn xr0) ()l (z/h - a)|<

aezZn

<C sup  |((f = Po)iyn x 7€) ()],
[|ha—z||<hN

gdyz z (4.6) ¥(z/h — a) = 0, o ile |[z/h — «| > N. Rowniez z (4.6) oraz
postaci ciagu r¢ wynika, ze

r2(8)=0 dia || > oN.
Stad dla ||ha — z|| < AN

((f = P)n (@)<Y [(f = Po)iynla = B)ré(B)|<

|Bl<eN
<C Y |(f = P)(h(a—B))l.
|Bl<eN

Jesli |B| < oN, to
lha — 1B — 2]<(0+ 1)AN,

zatem przyjmujac L = (o + 1)hN, ze wzoru Taylora otrzymamy:

[(f = Po)(h(e — B))|<CR**Y sup  sup  |[DPf(y)],
18l=k+1 [lz—yl| <L

czyli
((f = Po)iyn +r9)(a)|[<CRFT sup sup  [DPf(y)].
|8l=k+1 |lz—y| <L
Zatem
(4.8) f(z) — Quf(2)|[<CH*! sup  sup  |DPf(y)],

|8|=k+1 [lz—y||<L

co koniczy dowod dla p = co. W dowodzie dla p < oo wykorzystuje sie
pierwsza czes¢ dowodu. Czytelnika odsytamy do pracy [DM2], por. [BD1].
o
Zbadajmy to twierdzenie w przypadku pudetkowych funkeji gietych. Zdefini-
ujmy symetryczng pudetkowa funkcje gieta

(4.9) Ny(z) = N(z|V) = B(x + cy|V)
oraz wprowadémy operator przy ¢ =0

(4.10) Q= Y F)Nu(—ulV).

HEhZ™



Przyjmijmy
Q, = h suppNy + .
Ze wzoru 4.8 wynika:

‘Whiosek 4.11
Jedli oy > 1, to istnieje stala C taka, ze dla dowolnej funkeji f € W2, oraz
dowolnego punktu x € R™

(4.12) f = Q) f(z)|<Ch? max max | D*f(2)|

Zamiast wylicza¢ (f*79)(a), ktora to wielkosé zalezy od wartosci funkeji
f na kracie hZ™, mozna rozwaza¢ pewne operatory catkowe [K1-2|. Daje to
mozliwodé zdefiniowania operatora aproksymacji dla szerszej klasy funkcji,
np. z przestrzeni Sobolewa.

Rozpoczniemy od konstrukeji funkeji I' o zadanej gtadkosci C*(R™), o nogniku
zwartym, ktoéra spelnia warunek,

(4.13) / 2°T(2) dx = So(a)  0<|a|<k,
por. [BD1], czyli dla wielomianu p € IIj,

(4.14) / p(@)T(x) dr = p(0).

W tym celu niech = bedzie rodzing dopuszczalna, dla ktorej p=>I1. Zdefini-
ujmy iloczyn skalarny odpowiadajacy rodzinie dopuszczalnej =: p, q € I,

<pa>z= [ p@a)BalD)dr.
Szukamy wielomianu w, ktory jest postaci

w = E AT

lal<k

oraz takiego, ze
<w,z%>z=0 dla 0< |o|<k
oraz
<w,1l >z=1.



By wyliczy¢ wspoétczynniki a,, musimy obliczy¢ nastepujace iloczyny
skalarne: < 2, 2% >z, np. z (1.5). Nastepnie rozwigzujemy uklad réwnan

do(B) = Z ao < 2% 2 >z

la|<k

Uktad ten ma jednoznaczne rozwigzanie, gdyz wielomiany z?%, |o|<k, sa
bazg w ;. Z konstrukcji funkcji w wynika, ze funkcja

I'(z) = w(z)B(z|=)
spelnia warunek (4.13). Niech r; bedzie operatorem zwezania [K1-2]:
rh Wyt — 2"

danym wzorem:

m(f)(e) = 2(f ¥ Tw)(ha), € 2"

Jesli p € I, to z (4.14)

m(e)@) = (< Tn)(ha) = o [ plha = g)Ty/h) dy =

= |, ptha = hy)T(y) dy = p(ha),
Zatem operator 1, zachowuje wartosci wielomianéw na kracie hZ™. Stad
operator

KPe(f) (@) = Y (ra(f) # ) (@) (x/h — @),

(67

jest operatorem quasiinterpolacyjnym.
Stad przy zatozeniach twierdzenia 4.3 zachodzi

(4.15) 1f = K2 ()p<C R flrgrp-

Wprowadzimy teraz modut gtadkosci. Bedzie on zastepowaé prawa strone
nierownosci (4.15) dla szerszej klasy funkcji. Jesli f € LP(R™), to

wip(fh) = sup{ | A () [ - llyll<h},

gdzie
k

AF(y) f(z) = Z(—l)k_n (712) flx+ny), z,yeR"

n=0



Powyzsze rozwazania prowadza do nastepujacego twierdzenia umozliwia-
jacego aproksymacje w przestrzeniach LP.

Twierdzenie 4.16
Niech 0> py. Dla funkcji symetryczej przyjmujemy:

oy — 1

> .
e=""

Niech 0<k<poy oraz 1<p < oo. Istnieje stala C' taka, ze dla dowolnej funkcji
felrr

If = K2 () lp<Curirp(f, 1)



5. Twierdzenie Strangaf’ixa

W rozdziale 3 i 4 pokazaliémy, ze funkcje odtwarzajace wielomiany (3.5)
maja dobre wlasnosci aproksymacyjne. Okazuje sie, ze zachodzi twierdzenie
odwrotne.

Twierdzenie 5.1

Niech 1) bedzie funkcjg ciggle o zwartym nosniku. Wéwczas nastepujgce warunki
sq réwnowazne:
(i) Transformata Fouriera funkcji v nie znika w zerze; 12(0) # 0 oraz dla |a|<p—1

D*p(B) =0, BeZ"\0.

(ii) Dla kazdego wielomianu q € Il,_y istnieje stala ¢ # 0 oraz wielomian w
stopnia mniejszego niz wielomian q taki, ze

Y+ qg=cq+w.

(iii) Dla kazdego 1<p<oo istnieje stala C taka, Ze dla kazdej funkcji f € W,
istnieje cigg ap, = {a(p)}uenzn taki, ze

((52) 1f = tn*n an [[p<CR?| flop
(5.3) > la(w)P<ChR|| b,
HERZ™

Dla p = 00 warunek ten przyjmuje postac

(5.4) sup |a(p)| <C|[f]oo-
HERZ™

Roéwnowaznos¢ warunkow (i) oraz (ii) udowadnia sie stosujac wzor Pois-
sona, por. lemat A 2.

Implikacje (ii)=-(iii) pokazaliSmy w tw. 4.2. Zauwazmy, ze mamy algo-
rytm na te wspoétczynniki.

Implikacje (iii)=-(i) udowadnia sie biorac p = 2 oraz konkretng funkcje
f. Czytelnik moze zapozna¢ sie ze szczegolami w pracach [SF]. W pracy
A. Rona pokazano, ze mozna ostabi¢ warunki wystepujace w punkcie (iii).



Mianowicie, wystarczy zalozy¢ (5.2) dla p = oo nic nie zaktadajac o za-
chowaniu wspoétczynnikéw. Poniewaz praca jest opublikowana w czasopiémie
Studia Mathematica wydawanym w Polsce, czytelnikow odsytamy do érddia.
Ostatnio R.Q. Jia uogoélnit ten rezultat. Pokazal on, ze jesli dla ustalonego
1 < p < oo zachodzi warunek (5.2), to funkcja ta musi spelnia¢ warunki z
punktu (i) nazywane w literaturze warunkami StrangaFixa.
Uwaga. Z twierdzenia wynika, ze przestrzenie rozpiete przez translacje jed-
nej przeskalowanej funkcji ¢ maja dobre wlasnosci aproksymacyjne wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcja 1 odtwarza wielomiany. Przestrzenie takie kon-
struuje sie w teorii falek oraz w metodzie elementéw skoriczonych.

Dobrych przyktadéw funkcji o powyzszych wtasnosciach dostarczaja pudetkowe
funkcje giete.



6. Algorytm rozdrobnienia

Algorytm rozdrobnienia (ang. subdivision algorythm), zob. |DDL], stuzy
miedzy innymi do graficznego przedstawienia pudetkowych funkcji gietych.
Oparty jest on na tym, iz pudetkowa funkcja gieta By jest samoodtwarzalna.
Mianowicie, funkcje By mozna odtworzyé¢ za pomoca kombinacji liniowej
przeskalowanej funkcji By oraz jej translacji po kracie

{Br(- —plV) :pehz™, h=1/k.

Twierdzenie 6.1
Zalozmy, zZe dana jest funkcja

G(x) = Z al(a) B(z — a|V)
aeZm
dla pewnej rodziny dopuszczalnej V.. Wéwczas dla dowolnego k € N \ {0} oraz
h = 1/k istnieje cigg wspdlezynnikéw a® = {ak(ﬂ)}uehZ” taki, Ze
(6.2) G(x) = By,(-|V) 5, a*.

Przy czym jesli oy >1, to (6.2) zachodzi dla kazdego x € R™. Jesli oy = 0,
to (6.2) nie zachodzi jedynie w zbiorze niecigglosci funkcji wystepujacych w tym
rownaniu.

Uwaga. Sposoéb wyliczania ciggu wspotczynnikow a¥ nazywamy algoryt-

mem rozdrobnienia. Wspoétczynniki tego ciggu daza przy k — oo do punktow
powierzchni G(z). Stad nazywamy je maska.
Zalozymy, ze pierwsze n-wektory z V sa baza standardowa w R",

=) - ()

Wprowadémy operator dyskretnego ,,catkowania” w kierunku wektora y €
Z"™, okreslony na ciagach

b= {b(1)} ez

z krokiem 1/k o warto§ciach w przestrzeni ciggow:

(6.4 (b)) = 1 3 b~ 2y), pe 2"



Algorytm rozdrobnienia

Krok 1
Ustalmy k. Dla dowolnego u € %Z” istnieje doktadnie jeden wektor o € Z"
taki, ze
0<p;—a; <1 1=1,...,n.

Definiujemy cigg ¢! = {c! (u)}ue%zn, przyjmujac

Krok rekurencyjny
Dla 2<I<s — n + 1 definiujemy cigg ¢! = {cl(u)}ue%m wzorem

_ 1,
(6.5) () = Ip(vien-1)d (), ne 2"
Twierdzenie 6.1 wynika z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 6.6
Przy zalozeniach tw. 6.1 oraz oznaczeniach algorytmu rozdrobnienia zachodzi

ak _ Csfn+1 )

Dowo6p. Indukcja wzgledem s. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze
G(-) = By ().

Dla s = n oraz przy zalozeniu (6.3) By jest funkcja charakterystyczna kostki
[0,1]™. Wykonujemy krok 1 algorytmu i otrzymujemy (6.2). Niech s > n.
Wowcezas

1
By () = / Bla — tos[V \ v,) dt.
0
7 zatozenia indukcyjnego wynika, ze dla ciggu
S—n __ S—n
C - {C (M)}NG%Z"’

otrzymanego poprzez algorytm rozdrobmienia dla rodziny V \ vs i funkcji
B(:|V '\ vs), zachodzi

BUV\v) = Y ¢ "(wBk(z - w)|V \ vs).
NE%Z"



Stad otrzymujemy

By (x) = /01 Z ST pw)B(k(z — tvg — )|V \ vs) dt.

uE%Z”

Nastepnie rozbijamy catke po odcinku [0, 1] na odcinki [%, ”TH] przy
n = 0,...,k — 1, a poprzez zamiane zmiennych kazdy z tych odcinkéw
poszerzamy do odcinka [0,1]. Teraz stosujac zamiane zmiennych i definicje

pudetkowej funkcji gietej, otrzymamy
By(z)= Y (Ip(vs)e”")(1) B(k(z — w)|V),
ue%Z”

co koniczy dowdd tw. 6.6 i tw. 6.2.

o
Przyktad 6.7
Niech Lo 1
V= <0 1 1)
Wyznaczmy maske (wspotczynniki) a?(p), u € %Zz, tak aby
B(z|V)= Y a*(u)BQ2x—p)V).
MG%ZQ
° . ° . . ° . ° ° °
° . ° °
° . ° °
° . ° °
° . ° . . ° . ° ° °
Krok pierwszy algorytmu Nastepnie ,catkujemy” w kierunku trzeciego wek-

tora, biorac $rednia z dwéch czynnikéw



Szukane wspdlczynniki

Jak znaleé¢ maske dla dowolnej funkcji B(:|V)? W przykladzie 6.8
pokazemy, jak zdefiniowaé krok pierwszy algorytmu rozdrobnienia, jesli rodz-
ina V nie spelia zatozenia (6.3). Ogolnie ciag c! tak dobieramy, zeby dla
podrodziny dopuszczalnej W C V zachodzita:

BaW)= > ' (0)B(k(z — p)|W).
ME%Z"

Formuta ta nie jest jednoznaczna.

Przyktad 6.8
Niech

v-(; 9

oraz k = 2. Wowczas B(-|W) jest funkcja
charakterystyczna kwadratu

[0,2] % [0,2].

Szukamy wspotczynnikéw

Szukane wspdlczynniki Cl (N) RS EZZ
2

Zauwazmy, ze

Ba[W)= > (B2 —pW)=
neZ?

= B(2z|W) 4+ B(2z — (2,0)|W) 4+ B(2z — (2,2)|W) + B(2x — (0,2)|W).

Przyklad 6.9
Przyjmijmy k& = 4 oraz

Ciag a' = {a' (1)} e 122,

BulV)= Y (B - p)|V)
uEiZQ

ma nastepujace przedstawienie:
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Zauwazmy, ze najblizsze dwie wartosci ciggu a*

0 %. Wprowadémy oznaczenie dla p,v € %Z”

réznia sie nie wiecej niz

= vl = max | — vj].
Okazuje sie, co pokazemy, ze dla dowolnego k oraz | — VhS%

(6.10) a4 () — aF ()<

Poniewaz

1 dlaa=(1,1)
0 dla pozostatych a,

BalV) :{
wiec dla v € %ZQ

BwV)= 3 a(w)B(v — m)|V) = a*(v + (1/k, 1/k)).
uE%ZQ

Stad
|a* (1) = a* ()| = [B( — (1/k, 1/E)|V) = B(v = (1/k, 1/k)|V)].

Funkcja B(z|V) jest ciaglta i kawaltkami liniowa, por. przyktad 2.23. Poniewaz
jej pochodne czastkowe sa ograniczone przez jeden, zatem dla |u — 1/|1§% zZ
twierdzenia Lagranga:

1
ja* () = " W) <l = v = £



Lemat 6.11
Dla dowolnej rodziny W, zawierajgcej rodzine V' z przykladu 6.9 oraz funkcji

G(z) = ) ala)B(z —alW),
aEeZ?

zachodzi:
(6.12) a*(1) — o (v)| < max{la(a) ~ a(B)] © |~ Fh<1),

gdzie | — v)1<+.

Dow6p.  Z (6.10) nier6wnos¢ (6.12) zachodzi dla rodziny W = V. Wystar-
czy teraz pokazaé, ze schemat algorytmu rozdrobnienia ,nie psuje” oszacow-
ania z tezy lematu. Zatem zalézmy, ze

- _ 1
674 ) — @) < 3 max{la(a) — a()] + o~ Bh<1},
dla | — v[1<% oraz | > 2. Wowczas

(1) = V)] = [ Te(vie) (¢ (1) = Tn(via) (@ 7H(V)]<

) | |
< D1 = Fu) = ¢ = Fo)l.

Stosujac zatozenie indukcyjne, otrzymujemy teze lematu.
o

Nastepne twierdzenie podaje nam szybkoéé¢ zbieznosci wspoétczynnikdw
algorytmu rozdrobnienia.

Twierdzenie 6.13
Niech oy >1 oraz VZ° = Z™. Woéwczas dla powierzchni

G(x) = Z a(a) B(x — a|V)

aeZn

istnieje stala C zalezna od V. taka, ze dla ciggu a® = {ak (N)}uel/kZ" otrzymanego
poprzez algorytm rozdrobnienia

(619) 100~ Gu-+ en)|<C () max{lae) ~ a(d)] = Ja - <1},



Dow6p. Do dowodu nieréwnosci (6.14) jest potrzebna nieréwnos$¢ typu
(6.12) (o wygtadzaniu wspolczynnikoéw poprzez algorytm rozdrobnienia) dla
dowolnej rodziny V. Zalézmy dla prostoty, ze rodzina V zawiera rodzine z
przyktadu 6.9. Wowczas:

a4 (1) = G+ zev)| = lah () = Bu(IV) s ab) (g + pev)l<

< Yl () = d*W)IBk(p —v) +ev|V).

uG%Z”

Poniewaz nosnik funkcji B(- + cy|V) jest ograniczony, zatem w ostatnim
wyrazeniu sumujemy po v takich, ze

|/'L - V|1 < E?
gdzie stala L jest rowna polowie dtugosci srednicy zbioru (V). Stad oraz z
(6.12) otrzymujemy (6.14).

o

Podamy teraz proste zastosowanie algorytmu rozdrobnienia. Ustalmy
rodzine
V= {Ul) V1, V2, V2, UO}a

1=()) == () - (3)

Naszym celem jest narysowanie funkcji B(-|V'). Podamy algorytm w jezyku
Mathematica oraz zaprezentujemy rysunki otrzymane w tym algorytmie.
Macierz C1 opowiada¢ bedzie wartosciom funkcji B(-|{vi,v2}), odpowied-
nio:

gdzie

e C2 - B(-|{vi,v2,v0})
e C3 - B(-|{v1,v1,v2,00})
o C4— B(:[{v1,v1,v9,v2,u0}).

Algorytm wyliczajacy wartosci kolejnych funkcji i zapisujacy je w macierzy
40 x 40 wyglada nastepujaco:
C1=Table[0,{k,0,40}{n,0,40}1; C4=C3=C2=C1;



Do[
Do[C1[[k,n]]=1,{k,10,19},{n,10,19}]
Do[

Do[
Do[C2[[k,n]]1=C2[[k,n]]+0.1C1[[k-j,n-3j1],
{3,0,9}1,

{k,10,30}],
{n,10,30}]
Do[

Do[
Do[C3[[k,n]]1=C3[[k,n]]+0.1C2[[k-j,n]],
{3,0,9}1,

{k,10,40}1,
{n,10,40}]
Do[

Do[
Do[C4[[k,n]1=C4[[k,n]]1+0.1C3[[k,n-311,
{j,0,9}1,

{k,10,40}],
{n,10,40}]
ListPlot3D[C1, PlotRange->{0,1}]

Funkcja B(-|{v1,v2})
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7. Liniowa niezaleznosé

W tym rozdziale przedstawimy jedynie gtéwne rezultaty zawarte w pracy
[DM1]. Dowody tych twierdzeri sa pracochtonne, aczkolwiek elementarne.
Niech

Dy = H D,
veW
bedzie operatorem rézniczkowym zwiagzanym z rodzing W. Najzgrabniej ja-
dro operatora rézniczkowego Ker Dy definiuje si¢ na przestrzeni dystrybucji.
Bez straty ogélno$ci mozemy okresli¢ je na przestrzeni funkcji m-krotnie
rézniczkowalnych w sposéb ciagly, gdzie m = #W,

KerDy = {F € C™(R") : DwF = 0}.

Niech
A={W CV :span{V\ W} #R"}.

Podamy teraz twierdzenie bedace rozszerzeniem twierdzenia 2.15. Zgodnie
z (3.4) przez S(By) oznaczamy przestrzeni rozpieta przez przez kombinacje
liniowe calkowitych translacji funkcji By, .

Twierdzenie 7.1
Niech V bedzie rodzing dopuszczalng. Jesli 11 oznacza przestrzen wielomiandw,
to

(7.2) IINSBy)= ()] KerDy.
WeA

Twierdzenie to pozostawimy bez dowodu. W réwnaniu (7.2) zawieranie
w jedng strone
IINS(By) C ﬂ KerDyy.
WeA

wynika z twierdzenia 2.9. Zawieranie w druga strone udowadnia sie induk-
cyjnie wzgledem ilogci wektorow, poréwnaj [DM1], [H],[BHR]|. Wykorzystuje
sie fakt, ze

(] KerDy C 1L

WeA
Maksymalng przestrzen wielomianow zawarta w S(By ) bedziemy oznaczaé
przez D(V);

(7.3) D(V) =I1N S(By).



Okazuje sie, ze mozna skonstruowac baze wielomianéw przestrzeni D(V), co
pozwala wyliczy¢ jej wymiar.
Definicja 7.4

Catkowite translacje {B(- —«a|V) : @ € Z™} sa liniowo niezalezne; jesli
dla kazdego zbioru otwartego 2 C R"

Z a(e)By(x —a) =0 dla z €,
aczm

to
a(a) =0 dla ae{aecZ":QnNsuppBy(-—a) # 0}.

Definicja 7.5
Rodzine wektorow V' C Z™ \ 0 nazywamy unimodularna, jesli jest do-
puszczalna oraz
/\ #X =n=|det X|<1.
XCcVv

Powyzsze rozwazania prowadza do ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 7.6
Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(7.7) V jest unimodularna,
7.8) catkowite translacje {B(- — a|V)} : o« € Z™ sq liniowo niezalezne
7 q s
(7.9) istnieje funkcja ograniczona N o nosniku zawartym w dowolnie malej kuli
taka, ze

(A B(- = alV))rn = do,a-

Dowo6d rownowaznosci (7.7) i (7.8) czytelnik znajdzie w [DM1], [BHR].
Oparty jest on na wyliczeniu wymiaru przestrzeni D(V'), co mozna uzyskac
przez wskazanie bazy. Rownowaznos¢ warunkow (7.8) i (7.9) jest natychmi-
astowa.



8. Funkcja fundamentalna

Skonstruujemy funkcje fundamentalng.

Lemat 8.1
Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(8.2) V jest unimodularny,
(8.3) nie istnieje x € R™ taki, ze transformata Fouriera funkcji By znika w punk-
tach * — o dla wszystkich o € Z™;

{fzeR": A\ By(z —a) =0} = 0.
agZn

Dowép.  (8.2) = (8.3). Zalozmy, ze istnieje x € R™ taki, ze
(8.4) By (z) = 0.
Pokazemy, ze istnieje o € Z" taki, ze

(8.5) By(x —a) # 0.

Poniewaz zachodzi (8.4) z postaci transformaty Fouriera (1.9), wnosimy, ze
istnieje wektor v; taki, ze

vj-x=k;, gdzie kjeZ \O0.
Wybierzmy z rodziny V maksymalny uktad wektoréw v;,,...,v;, takich, ze
(8.6) v, x=ks€Z s=1,...,r

( Uktad maksymalny oznacza, ze jesliv € V iv-x € Z, to istniejq wspdlczynniki

T
v = E AsV;, .
s=1

Ponadto, wektory te sq liniowo niezalezne.)

Jedli teraz liczba wektorow r = n, to (8.6) tworzy uktad liniowy Cramera,
Az = b. Poniewaz V jest unimodularne, wiec |det A| = 1. Ze wzoréw
Cramera wynika, ze x € Z". Stad dla « = x € Z" speliony jest warunek

(8.5), gdyz

as takie, zZe

By (0) # 0.



Jesli r < mn, to uklad v;,,...,v;, uzupelniamy do bazy w R" wektorami
Viyy oo, Ui, € V. Utworzmy uklad n-rownan (« niewiadoma)

v, o = kg s=1...,r
Ul'Oé:() l:il,...,in_r.

Uktad ten ma jednoznaczne rozwigzanie «. Ponadto, z unimodularnosci V'
wynika, ze modutl wyznacznika macierzy gtéwnej powyzszego uktadu row-
nan jest rowny jeden. Stad macierz odwrotna ma wspoétczynniki catkowite.
Zatem rozwigzanie uktadu o € Z" oraz

ve(z—a)g Z\{0} dlavelV.

7 postaci transformaty Fouriera wynika, ze

—

By (z —a) #0.

(8.3) = (8.2). Dowod nie wprost. Zaltézmy, ze istnieje Y C V taki, ze
#Y =mn oraz |det Y| > 1. Wowcezas istnieje

Bez"\Y"(Z"),

Y7 oznacza macierz transponowang. Przyjmijmy z = (YT)*1 5. Wowcezas:
dla dowolnego a € Z™:

Yz —a)=p-Y ac z"\{0}.
Zatem dla kazdego « istnieje v € Y taki, ze
v-(z—a)e Z\0.
Stad

/\ E;(a:—a)zo.
aczm

Lemat 8.7

Zatdimy, ze rodziny V, W sq dopuszczalne. Wiowczas
(8.8) (B(-|V) * B(-[W))(z) = B(z|V, W),

gdzie rodzina V. W sklada si¢ z wektoréw V i W.



Dowo6p. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego o zamianie kolejnosci catkowa-
nia oraz ze wzoru (1.8), mozna pokazaé, ze dla funkcji ciagtej f:

/ f(fc)(B(-!V)*B(-\W))(w)dﬂfZ/ f(z)B(z|V,W) dx.
R" R
Poniewaz
supp(B(-|V) x B(-|W)) = suppB(-|V') + suppB(-|W) = suppB(-|V, W),

wiec z lematu A 1 otrzymujemy (8.8).
o
Sformutujemy jeszcze jeden prosty lemat, ktérego dowdd wynika takze
z wlasnosci (1.8).

Lemat 8.9
Niech V' bedzie rodzing dopuszczalng. Wowczas
B(|=V)=B(=-|V)
oraz
(B(=V))"=(B(IV)7),

gdzie =V oznacza rodzing wektoréw przeciwnych do V', za$ w drugim réwnaniu
linia jest sprzezeniem liczby zespoloney.
Zalozmy, ze rodzina V jest dopuszczalna. Przyjmijmy

X ={V,-V}.

Zauwazmy, ze funkcja B(-|X) jest symetryczna wzgledem zera.

Twierdzenie 8.10

Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(8.11) V jest unimodularny,
(8.12) wielomian trygonometryczny

Px(z)= 3 BlalX)e*™* £0
aeZmn

dla kazdego x € R™.

Dowép.  Zastosujmy lemat A 3 do funkcji

¢(x) = B(z|V) oraz ¢(x) = B(z|—-V).



Stad e -
Y. B(V)(x—a)B(| - V)(z —a)=
[ISVAL
= Y (B(|V)* B(z| = V))(—a)e?™ «.
[ISVAL
Z lematu 8.7
B(z|X) = (B(:[V) * B(:| = V))(=),

za$ z lematu 8.9

zatem

(8.13) S IBUV)P(@ —a)= Y B(alX)e?mow,

1SV AL TSV AL

Poréwnujac z lematem 8.1 otrzymamy zadang réwnowaznosc.
o
Do konca rozdziatu bedziemy zaktada¢, ze V' jest unimodularna. Z (8.12)
wielomian trygonometryczny Px jest r6zny od zera dla kazdego x € R",
zatem funkcja P% ma sens. Zauwazmy, ze jest ona okresowa (bo Px jest
okresowa), nieskoniczenie razy rézniczkowalna. Zatem mozemy ja rozwinaé
w szereg Fouriera:

1 .
(8.14) = Y bx(a)emior,
f{x($> aEZ™
gdzie:
(8.15) bx(a) = / L -2riaa g
o1 Px ()
Lemat 8.16
Niech V' bedzie rodzing unimodularng. Cigg wspélczynnikdow
bx = {bx(a)}

rozwiniecia funkcji 1/ Px maleje eksponencjalnie, tzn. istniejq state C' > 0
10 < q <1 takie, ze

(8.17) bx (a)|<Cqlel o e zm.



Dow6p.  Dowdd przeprowadzimy dla wymiaru n = 1. Wielomianowi
trygonometrycznemu Py przyporzadkujmy wielomian zespolony

px(z) = Z B(k\X)zk, zeC.
keZ

Poniewaz Py () = px (e?™®), wiec z twierdzenia 8.10

px(z) #0 dla |z| = 1.

7 ciaglosci funkcji px wynika, ze istnieje pierscieri, na ktérym funkcja nie
znika, tj. istnieja 0 < ¢1 < 1 < g9 takie, ze

px(2) #0, ¢ <[z < g
Stad i jest funkcja holomorficzng w pierscieniu:
{z€C g1 <|z2] < g}

Z twierdzenia Laurenta [L] funkcja ta daje sie przedstawi¢ w postaci szeregu
Laurenta:

1 J—
px(z)

Z bx(k)zF ze{zeC : Ri<q <|z| < 2<R»}.

k=—o00

Promienie zbieznosci tego szeregu sa réwne:

Ry = limsup {/[bx (—k)],
k—o0

1
lim supy_ oo 4/ox (R

Stad dla dowolnego € > 0 istnieja stale dodatnie C, Cy takie, ze

Ry =

lbx (—k)|<C1(R1 + €)%, k>0,

oraz

1 k
b (k)| <Cs <—+5) k>0,
Ry

Przyjmujac:
C = max{Cy,Cy}



oraz

1
= R —
q max{ 1+E,R2+5},

otrzymujemy nieréwnosc (8.17).

Definicja 8.18
Funkcja fundamentalng odpowiadajaca rodzinie unimodularnej

X={V,-V}
nazywamy funkcje gieta, dang wzorem
(8.19) Dy = Y bx(a)B(-— a|X).
acZ™

Z kryterium Weiestrassa szereg ten jest zbiezny jednostajnie.

Pokazemy, ze funkcja ®x przyjmuje warto$é¢ jeden w zerze, zas w po-
zostalych punktach catkowitych wartos¢ zero. Przypomnijmy w tym celu
jeszcze jedng wlasno$é elementarng szeregéw nieskonczonych. Mianowicie,
jezeli dane sa dwie funkcje:

f(z) = Z a(a)e*™ T gdzie Z la(a)| < oo,

aeZn aezZn

g(x) = Z b(a)e*™ T gdzie Z |b(ar)| < o0,

[ISVAL aezZn

to ich iloczyn jest réwny iloczynowi Cauchy’ego szeregéw,

(8.20) f@)g(x) = Y (axb)(a)e®™?.
aezZn

Zatem

B2)  1=Pu) o = X (s BUX) (@)
[1SVAL

7 jednoznaczno$ci przedstawienia wynika, ze

0 dlaa#0

(8.22) G BUXN@ ={] G070

czyli
x(B) = (bx * B(-|X)))(B) = do(8).



Lemat 8.23

Funkcja ®x maleje eksponencjalnie; czyli istniejg stale C > 010 < g < 1
takie, ze

(8.24) 1®x(z)|<Cq! dia x € R",

DowoOp.  Przez C' oznaczamy rozne state wystepujace w dowodzie. Z (8.17)
otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

1@(2)|<C Y ¢I*IB(2 — o] X).
[ ISVAL

Jegli L oznacza srednice nosnika funkeji B(:|X), to w sumie wystepuja tylko
te wskaéniki «, dla ktoérych

]| = L<]led| <[] + L.
Poniewaz 0 < ¢ < 1, wiec z wniosku 2.17 otrzymujemy

Dx ()| <CqEq"l Y Bz - a]X) = Cql*l.
VAL

Przyklad 8.25

Ponizej prezentujemy funkcje fundamentalng odpowiadajaca rodzinie X
ztozonej 7z wektorow
U1, —1, V2, —V2, Vo, —00,

gdzie
v = (1,0), wv2=1(0,1), wvo=(1,1).
Ciag wspolczynnikow bx z (8.17) zostal oszacowany na podstawie wzoru

(9.10). Korzystajac z algorytmu rozdrobnienia, otrzymano wykres funkcji
fundamentalne;j.
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Funkcja fundamentalna

Przekrdj funkcji fundamentalnej wzdiuz prostej y=x



9. Interpolacja

Zbadamy teraz wlasnosci aproksymacyjne operatora interpolacji. Bedziemy
zaktadaé, ze V jest unimodularna oraz

X ={V,-V}.

Wtasnosci funkcji fundamentalnej ® x umozliwiaja zdefiniowanie operatora
interpolacji na kracie Z™ dla ograniczonych funkcji ciagtych

(9.1) I(g) =T%(9) = Y gla)®x(-—a).

aEZ™

Stosujac (8.19) oraz przyjmujac g; = {g() }aczn, otrzymamy
I(g) :QX *,g:(Bx*bx)*m =

(9.2)

= Bx * (bx * g)) = Z (9 xbx)(a)B(- — a| X).
acZm

Zauwazmy, ze roéwniez dla dowolnego wielomianu p definicja (9.1) ma sens.
Dowdd przeprowadzimy dla wymiaru n = 1. Jesli p(z) = ¥, to korzystajac
z oszacowania (8.24) otrzymamy

[1(p)()|< D 14[Fq .

JE€EZ
Z reguly de I’Hospitala wynika, ze przy ustalonym x € R

lim yk = 1 lim yk =
v (Ja) i () v ()

Stad istnieje stata C' > 0 taka, ze dla kazdego j > 0

Ffvall<c

Zatem

Z 1j|Fqlz—l<C Z \/&\I—jl < 00.

JE€EZ JE€EZ
Stad (9.1) ma wiec sens dla dowolnego wielomianu p. Analogicznie rowniez
(9.2) ma sens dla dowolnego wielomianu p. Ponadto pxbx jest wielomianem,
ktorego stopieni jest nie wickszy niz stopieri wielomianu p.



Przeskalowujac funkcje fundamentalng o h mozemy zdefiniowaé operator
interpolacji na kracie zawezonej hZ™:

5 oo (771 -

uehZ™

(9.3)

= > g(ha)®x(z/h—a)=1I(g1)(z/h).

[1ISVAL

1
h

By zaznaczy¢, ze operator ten jest zwigzany z rodzina X, bedziemy go oz-
naczaé¢ rOwniez poprzez I, ,f .

Lemat 9.4
Zachodzi formula odwrotna do (8.19). Mianowicie
(9-5) B(-|X)= ) B(a|X)®x(- —a).

aEZn
Ponadto dla kazdego wielomianu p € I, I(p) = p.

Dowép.  Biorac obustronnie transformate Fouriera w rownaniu (8.19), otrzy-
mamy

(9.6) dy (& &) Y bx(a)e*m L.
[ ISVAL

7 (8.14) i (9.6) wynika, e
) Y Bla|X)e*™*t = Bx(€).
aeZn

Biorac odwrotna transformate Fouriera, por. lemat A 4 (por. Wprowadze-
nie), otrzymujemy dla dowolnej funkcji ciagtej G o zwartym nosniku

/G ( (7| X) — ZBa|X)<I>X(x—a)> dx = 0.

[TSVAL

Funkcje po obu stronach (9.5) sa ciggte. Lemat A 1 pociaga (9.5).
Poniewaz
I(p)(a) = p(a) dla kazdego o € Z™,

wiec wystarczy pokazac, ze I(p) jest wielomianem. Poniewaz p € II, ., wiec
pxbx €1l,,. Stad z (2.15)

I(p)(x) = ) (p*bx)(a)B(zx — a]X) € Iy
acZn



Twierdzenie 9.7
Istnieje stata C' taka, Ze dla kaidej funkcji f € W2ev+l

(9-8) L (f) = floe<Ch* ™| flagy 41,00-

Dowo6p. Niech funkcja f spelnia zaltozenia twierdzenia. Ustalmy =z € R®.
Niech P, oznacza wielomian Taylora funkcji f stopnia k& — 1. Poniewaz
P.(z) = f(x), zatem

|(Inf = @) = [(Inf — Po)(2)].
Z lematu 9.4 wynika, ze I (P,) = P,. Stad

((Inf = P)@)] = [(In(f = Pr) ()]

Poniewaz
£ () — Po()|<C| ool — ylI*,
wiec
(Inf = @)<Y 1f(@) = Po()| [(@x)n(z — )|<
aEhZm
<C|lfllk.0o0 o —|* |Bx () <
F ae%n X( h )
<Ol fllee S Wl — /b |@x (x/h —a)|.
[ISVAL

Poniewaz funkcja ®x maleje eksponencjalnie (8.24), wiec

(Inf = H@ISC) fllkoe Y. hFlla—z/h|Fq"/h o<

aeZn

<Ol fllesoh® Y- lla — x/h||Fql=/m=el.
acZm

Poniewaz funkcja okresowa

gy) = 3 lla—y|Fqv

aezZn

jest skoniczona, wiec otrzymujemy teze twierdzenia.



Przypomnijmy oznaczenia z rozdziatu trzeciego.
m = 4§ — Bx|,

gdzie BX‘ = {B(Oz|X)}
Lemat 9.9

Ciqg wspdélczynnikéw bx ma nastepujgce rozwiniecie Neumanna:

(9.10) bx =06+m+m>+md+---.

Ponadto, m? spetnia nieréwnosé

. ' j
(9.11) mi(a)|< (1-min Px(©))
gdzie
(9.12) 0< mgnPX(f)gl.

Dow6p.  Niech

czyli -
(m(&)) = (m?)(&)-
Stad wspolezynniki Fouriera funkcji mJ sa roéwne:

m (@)] = | (m)(@)e 2" da| = | (17(x)) e~ da|<
[0,1)" [0,1)"

< a—mmWfM”WE/

|1 — Px(l')|j dx.
[0,1)" [0,1)"



Z (8.13) i twierdzenia 8.10 wynika, ze Px jest funkcja rzeczywista dodatnia,
za$ z wniosku 2.17 otrzymujemy dla funkcji Px oszacowanie gorne, czyli
(9.12), co daje nier6wnosé (9.11). By pokazaé¢ (9.10), zauwazmy, ze

k
(5—m)*2mj =5 —mktL
=0

Przy k — oo nieréwnoscé (9.11) implikuje, ze suma nieskoriczona w wyrazeniu
(9.10) dla kazdego « jest skoniczona, zatem

(5—m)*ZmJ :BX‘*Zm] = 4.
j=0

Jj=0

Wobec (8.21) i (8.22) otrzymujemy (9.9).
o
Inny dowod twierdzenia 9.7 jest zawarty pracy [CDR]|. W pracy [CIJW]

sformulowano analogiczne twierdzenie z tym, ze dla funkcji z przestrzeni
20y +1
”fz ov+l



10. Rzuty ortogonalne i stabilnosé

Niech V bedzie unimodularng rodzing wektoréow. Zachowujac oznaczenia
z poprzedniego rozdziatu definiujemy funkcje biortogonalng By,

(10.1) By(z) = Y bx(@)B(z—alV), z€R",
aeZn

gdzie ciag by jest zdefiniowany w (8.17). Z kryterium Weiestrassa szereg jest
zbiezny jednostajnie. Nastepujacy lemat uzasadnia uzycie terminu funkcja
biortogonalna.

Lemat 10.2
Dla kazdego 3 € Z™

(By, B(- = B|V))rr = 0,5

Ponadto funkcja By, maleje eksponencjalnie, tzn. istniejq stale ¢ oraz 0 < g <1
takie, ze
1By (2)|<eql®l w € R

Dow6p. Poniewaz w ponizszym iloczynie skalarnym calkujemy po zbiorze
zwartym, wiec w szeregu funkcyjnym okreslajacym funkcje biortogonalng
wystepuje tylko skoriczona ilo§é¢ czynnikéow. Zatem uzasadniona jest zamiana
catkowania z sumowaniem.

(By, B(- = BIV))rn =

= Y bx(a)(B(- — (a—B)|V), B(|V))gr.

[TSVAL

Poniewaz

B(|V) = B(--[-V),

wiec jednoczednie stosujac zamiane zmiennych, otrzymujemy

(By, B(- = BIV))re =
= Y bx(@)(B((B—a) — V), B(| - V)an.

[ ISVAL



7 wtasnodci splotu pudetkowych funkcji gietych oraz z wtasnodci ciggu b otrzy-
mujemy, por. (8.22):

(B, B(- = BIV))rn = Y bx(a)B(B —a|V,-V) =
acZm

= (bx * B(:|X))(B) = do(B)-

Dowod nier6wnosci jest analogiczny do dowodu nieréwnosci (8.24).

Przyklad 10.3
Niech Lo 1
VZ(O 1 1)

Ciag wspotcezynnikow by, gdzie X = {V, —V'}, zostal oszacowany w przyktadzie
8.25.

Funkcja biortogonalna

Funkcja biortogonalna umozliwia nam podanie funkcji fundamentalne;j.

Lemat 10.4

Funkcja fundamentalna wyraza sie wzorem

(10.5) x(w)= | Ble+i|V)By () dr

Dow6p.  Dowdd polega na rozpisaniu prawej strony:

Blx +t|V)B} (t) dt =
Rn

= 3 bx(a) [ Ba+tV)B(t—alV)dt =



_ agn by (@) /Rn Bl + t[V)B(~t +a| — V) dt.

Korzystajac z zamiany zmiennych oraz wtasnosci splotu dla pudetkowych
funkcji gietych i parzystosci wspotczynnikéw by, otrzymamy:

= 3 bxle) [ Ba—tV)B(t+al ~V)dt =

=S bxl@)Ble—alV, V) = oy (0).
acZm
<

Zdefiniujmy rodzine rzutéw ortogonalnych na przestrzen rozpieta
przez catkowite translacje przeskalowanych pudetkowych funkcji gietych:

(10.6) P(f)(x) = PY(f)(z) = > (£, BU(-— a)rs B(z —alV).

[ ISYAL
Dla h >0
(10.7) PA(F)(@) = P a/h),
czyli
BN = Y (5) (Bl /h— ) Bla/h—alv).

aeZn

By podkresli¢ zwigzek rzutu P, z rodzing V', bedziemy go réwniez oznaczaé
przez P}Y .

Zazwyczaj rzuty ortogonalne maja sens tylko w przestrzeniach Hilberta
(tutaj w L?(R")). Poniewaz funkcja Bj, maleje eksponencjalnie, mozna
rozszerzy¢ stosowalno$¢ rzutu ortogonalnego i zauwazy¢, ze ma on sens rowniez
dla funkcji ograniczonych. Okazuje sie, ze wowczas rzuty ortogonalne maja
ten sam maksymalny rzad zbieznodci co rozpatrywane poprzednio operatory
quasi-interpolacji i interpolacji. Mianowicie:

Twierdzenie 10.8
Istnieje stala C' taka, Ze dla dowolnej funkeji g € WV +1

1Phg = 9l <Ch% gl oy 11,00



Dowo6p.  Poniewaz dla dowolnej funkcji ograniczonej G € S(By (-/h))
PG =G,

wiec
1Phg = glloo<I1Ph(g — G)lloo + (g = G)llc-

Jesli pokazemy, ze istnieje stata A > 0 taka, ze dla kazdej funkcji ograniczone;j
F

(10.9) [ Pn(F) oo SA[| F'll oo,

to
1229 = glloo<(1+ A)ll(g = G)llce-

Zatem biOTQC funkcj(-g:
B(:|V 5
C; — Qh( | ) Qvg’

otrzymamy z twierdzenia 4.3

B(:|V),
1Phg — glloo<(1 + A)[[(g — Q7 g) |0 <CREY g gyt 1,00-

Dowdd (10.9) polega na wyliczeniu:
1\" N
PUP@I S (5) I(FBiC/h = a)mBla/h - alV)
aeZmn
Poniewaz By, jest funkcja catkowalna, stad
|Pu(F)(@)|<A [[Flls Y [Blka —a]V)[<A ||F,
VAL
gdzie
A= / |Bi (2)| da.
Rn

<

Uwaga. Analogiczny rezultat dla funkcji f € L?(R™) odpowiada oszacowa-
niu, por. 4.16

| Prf — fll2<Cwoy41,2(f, h).

Dla funkcji rzeczywistej ¢ okreslonej na R" zdefiniujmy funkcje okresowa:

6@ =3 |p@—a)l

aezZn



oraz stalg

CM@:(AmJ%@W%@i

Twierdzenie 10.10

Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) rodzina V' jest unimodularna,
(ii) dla kaidego 1<p<oo istnieje stala Cy taka, ze dla dowolnego ciggu a € IP

1
(10.11) o llalle<|[B  all,<llall,
q
gdzie q 1 p sq sprzezone,
1 1
Silo
P q
W nieréwnosci (10.11) mozna przyjaé:
Cyq = Cy(BY).

Uwaga. Calkowite translacje danej funkcji speliajace warunek (10.11)
nazywamy stabilnymi. Moéwimy tez, ze tworza one baze Riesza. W dal-
szym ciagu bedziemy korzysta¢ z wtasnosci (10.11) dla p = 2 przy zatozeniu
unimodularnosci, dlatego przeprowadzimy dowod implikacji tylko z (i) do
(ii). Implikacje w druga strone mozna udowodni¢ stosujac twierdzenie 8.10
oraz wtasnosci transformaty Fouriera.

Dow6p.  Ustalmy p. Zalézmy, ze dla funkcji ograniczonej ¢ funkcja okre-

o
sowa ¢ jest rOwniez ograniczona. Woéwczas dla kazdego

ze{reR": ¢(x)#0}

i dla kazdego ciagu a = {a(a)} € IP(Z™) z nieréwnosci Jensena (A III)
wynika, ze

1S al@le—a)P =] Y a@PE=p§ @<
agZm agZn ¢ (z)

< 3 la@)P|2E=Y) & @) =

acZn o ()



= Y la@Plo(z - a)ll 6 (@)

aezZn

Calkujac obustronnie po R™ i rozbijajac R™ na nieskoniczong sume kostek
[0,1)" + 3, B € Z™ otrzymamy

/ ‘ Z ¢(x — )P de< Z la(a) [P /[o o ‘ (% (2)[P da.

aeZn aeZm

Stad

(10.12) 1> al@)e(- — )llp<Cp(d)llalli-

[TSVAL

Korzystajac z (10.12) dla pudetkowych funkeji gietych oraz wniosku (2.17)
otrzymujemy natychmiast prawa strone (10.11).

Z drugiej strony, jesli V' jest rodzing unimodularng, to istnieje funkcja
biortogonalng By, dana wzorem (10.1). Zatem dla dowolnego ciagu

a = {a(a)} o skoriczonej liczbie wyrazow niezerowych

Z|a )P = (By *a, By *d)gn
aezZm

gdzie ciag d = {d,} jest zdefiniowany

Z nierownosci Holdera (A I) otrzymujemy

> la(@)P<|IBy * ally|| By, * dlq-
aeZn

Nier6wnosé¢ (10.12) zastosowana dla funkcji By, prowadzi do oszacowania

Y la(@)P<Cy(B)||dllia]| By * allp-
aEL™

Poniewaz

Y ldal =) la(e)

aeZ™ [1SVAL

zatem dzielac obustronnie przez wspélny czynnik, otrzymujemy lewa strone
(10.11) dla ciagéw o skonczonej liczbie wyrazow niezerowych.



Niech a = {a(a)} bedzie dowolnym ciagiem z IP(Z™). Wowczas dla
dowolnego € > 0 istnieje N > 0 takie, ze

(10.13) (S Ja(a)P)r<e.
|a\>N

Wowczas korzystajac z nierownosci (10.11) dla ciagu o skoriczonej liczbie
wyrazOw niezerowych, otrzymujemy

(3 Jal@)P)P<( Y Ja(@))> +e<

aczm la|<N
<Co(BY)Il Y a(e)B(-—ofV)|p +e.
la] <N

Nierownos¢ Minkowskiego, (A II), prawa strona nieréwnosci (10.11) oraz
(10.13) implikuja, ze

1> al@)B( —alV)|,<

lo|<N
<l 3~ a(@)B(-—alV)l,+ > al@)B(-—alV)|,<
aeZn |a|>N
<|| > ala)B(-—a|V)|, +=.
aezZn
Stad otrzymujemy
(Y la(@)P)r <1+ Cy(BY))e + Co(BY)| Y- al)B(- —a|V)],.
[ TSVAL acZn

Wobec dowolnosci € dostajemy teze.

o
Uwaga. Jesli przez Wy oznaczymy przestrzenn domknieta rozpieta przez
catkowite translacje funkcji By i zawarta w L2(R™),

Wo = spanjzgn){B(- —a|V) 1 a € Z"},

to z tw. o stabilnogci wnioskujemy, ze Wy jest izomorficzna z [2(Z"). Mi-
anowicie, kazdemu ciggowi a z [? odpowiada funkcja By xa € Wy. Z drugiej
strony, dowolnej funkcji H € Wy odpowiada pewien ciag a € I? taki, ze

H = By *a.

Izomorficznos¢ oznacza réwniez, ze przyporzadkowanie to jest ciggte, co jest
rownowazne whagnie warunkowi (10.11). Zwr6¢émy jeszcze uwage na fakt iz
operator Py rzutuje funkcje z L2(R™) do Wy.



11. rednia Marcinkiewicza

W rozdziale tym podamy zaleznosci pomiedzy rzutem ortogonalnym, in-
terpolacja dang poprzez funkcje fundamentalng a operatorem splotu z funkcja
fundamentalng. Zaleznosci te mozemy otrzymac stosujac rednig Marcinkiewicza.
Przez 1, oznaczmy operator translacji funkcji f o wektor ¢, tj.

ef = f(' —t)-

Definicja 11.1
Operator M(R) jest Srednia Marcinkiewicza operatora R, jesli

MIDIDE) = [ R+ 0

Yrednia Marcinkiewicza bedziemy stosowaé do rzutu ortogonalnego P,Y ,
por. (10.7), oraz do operatora interpolacji I;*, por. (9.2), dla h = %, gdzie k
jest liczba naturalng wieksza od zera, zas V jest rodzing unimodularng oraz

X ={V,-V}.

Zachodzi wowczas nastepujaca zgodnosé.

Twierdzenie 11.2

Operator splotu z funkcjq fundamentalng ® = ® x jest Srednig Marcinkiewicza
zaréwno rzutu ortogonalnego P}Y, jak i operatora interpolacji I})f dla h = % M-
anowicie,

(11.3) M(I¥)g = k"B x g
dla kazdej funkcji ograniczonej g oraz

(11.4) M(PYVf =K' Oy f
dla kazdej funkcji ograniczonej f.

Uwaga. Stosowalnos¢ powyzszych formul moze byé rozszerzona na inne
klasy funkcji, réwniez na dystrybucje.
Dowo6p.  Rozpoczniemy od dowodu (11.3)

/ X (mg)(a + 1) dt =
0.1y



= > /01) (a/k —t)®(k(z +t) — a)dt.

[TSVAL

Stosujac zamiane zmiennych oraz sumujac do calej przestrzeni

R'= > [0,)"+a

aeZn

otrzymujemy

/[ 5 I,f((Ttg)(:E +t)dt =
O n

Z/m g(a/k+)B(k(z — (a/k + 1)) dt =

aEZm
_ k”/ 9B (k(x — 1)) di = K"(D1 % g) ().

Przejdémy do drugiej czesci dowodu. Z definicji P,Y wynika:

[P+ tyde=
[0,1)"

:/ S (R f KB (k- —a)) o Blk(z +t) — afV) dt =
[&1yla€Z”

Z/ k" By (k(- 4+t — a/k))) go B(k(x +t — a/k)|V) dt =

aezZn

=W/gﬂwmwvwmm3@@+MWﬁ=
(k™) // W) B (ku + kt) Bk + kt)|V) dtdu —

= k" - f)®(kx — ku) du = k" (f * ®p)(x).

Zastosowalismy rowniez wzor (10.5) oraz zamiane zmiennych.
o
Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 11.2 oraz twierdzenia 9.6 jest
nastepujace oszacowanie operatora splotu:

‘Whniosek 11.5
Istnieje stala C' > 0 taka, ze dla kazdej funkeji f € W2ev+l

1)\ 2¢v+1
£ =Ky 5 fe=C () Iflanioe



DowoDp.  Z definicji 11.1 oraz z (11.3) otrzymujemy

f) ~ K" (@15 f)(x) =
=)= | ) =

_ / (ref (@ + ) — I (mef) (a + 1)) dt,
[0,1)™

gdzie h = 1/k. Korzystajac z twierdzenia 9.7 otrzymujemy

1\ 2ev+1
@)~k @ e pE@i<e (p) [ (nfln)dr

co koniczy dowdd.
o
Po raz pierwszy éredniej zdefiniowanej w 11.1 uzyt Marcinkiewicz [M].
Wykorzystanie jej w teorii funkcji gietych zostalo zainicjowane w pracy [C1],
por. [BD2].



12. Operator Ciesielskiego. Estymator gestosci

Rozdzial ten moze stuzy¢ jako wstep do badania zachowania obciazonych
estymatorow gesto$ci wielu zmiennych poprzez operator Ciesielskiego, zob.
[C3—4]. W rozdziale tym pokazemy pewne wlasnosci tego operatora.

Dla rodzin dopuszczalnych Vi i V4 definiujemy

Y ={W,-V}
oraz funkcje gieta symetryczng, por. (4.9),
Ny (z) = B(z + cy[Y),
gdzie cy jest srodkiem funkcji B(-[Y), czyli ¢y = 3 3,y v

Definicja 12.1
Operator Ciesielskiego okreslamy wzorem

QWY f(@) = Y (f, B(- —a — cy|Va))pe B(z — a|W1)

aEZm
oraz \VRY
Q" 1 () = QU (fuyn) (/).
Lemat 12.2
12.3 ’ =0 dia /=0
( ) ngl VQ)f dl /
(12.4) /R Qo = /R /

dla funkcji catkowalnej f.

DowoOD. Operator QY1"Y2 jest nieujemny dla funkcji nieujemnych, gdyz
funkcje giete sg nieujemne. Ponadto, poniewaz catka z funkcji gietej jest
roéwna jeden, zatem z wniosku 2.17 wynika:

Q) de =



=i [ ) Y Bu—a—aVdy =1 [ = 7.

aeZm
Jak zwykle w teorii aproksymacji przez o(1) bedziemy oznacza¢ wielkos¢,
ktora dazy do zera przy h — 07.
Twierdzenie 12.5

Zaldézimy, ze dane sq rodziny dopuszczalne V1 1 V. Ponadto, niech

o, >2, own=>1l

Woéwczas dla kazdej funkcji f € WZ?(R”) oraz 1<p<co

(Vi,Va) » 1
(12:6) 1= S D2l = o)

veY

Dow6p.  Pokazemy stabsza wersje tego twierdzenia.
Jesli funkcja f € C2(R™) ma zwarty nosnik, to dla kaidego x € R"

(V1,V2)
(12'7) Qh ffgf) - f(iﬁ) _ % Z D2

przy h — 07T,
Przypomnijmy, por. 4.10, oznaczenie operatora quasi-interpolacji

QY f(z) =Q" f(z) = Y fle)Ny(z—a).

aezZn

Lemat 12.8
Operator Q(V“VQ) zgadza sie z operatorem QY na wielomianach p € H9v1 , .

QM = Qp.

Dowédp.  Niech
My,(—y —cy) = B(y|V2).
Stad

| 1By —a—exlVaydy = [ f@)Mia—y)dy= 5 Mys(a).



Zatem

(12.9) QWiVa) f = By« (f % My,).
Poniewaz

B(-[V2) = B(— | = V2),
wiec

My, By (2) = [ (M@= 9)Bvy) () dy =
(12.10)
= /R” B_y,(cy +x —y)By, (y) dy = By (z + ¢y) = Ny (z).

Zatem korzystajac z (12.9), (12.10) oraz dwukrotnie z lematu 3.17 i przyj-
mujac, ze jesli p € Iy, , otrzymujemy

Q(Vl’vg)p = BVI « (p * MVQ) = BVl *P* MV2 =

:(Bvl*MVQ)*p:Ny*p:Ny*/p:QYp,

Korzystaliémy jednoczesnie z faktu, iz
p*x M v, € 11

4%}

oraz
Hy,, C 1y,

Lemat 12.11

Dla wielomianow p stopnia dwa obowigzuje wzor:
(12.12) Q'p=p—pxm,
gdzie analogicznie do oznaczeri rozdzialu 3
(12.13) m = 5—Ny|.

Ponadto, dla || = 2 oraz wielomianu p(x) = x7,

1 —



Dow6p.  Z lematu 3.15
Q'p=Ny«p=p« Ny =p*(5—m)=p—p=m.

Ze wzoru (3.14) wynika, ze funkcja p * m jest stata. Obliczmy ja w punkcie
zero. Poniewaz ciag m jest symetryczny, wiec

(pxm)(0) = > m(a)p(—a) = > m(a)p(a).

[ISVAL TSVAL

Korzystajac z (12.13) otrzymamy:

(p+m)(0) =p(0) = D Ny(a)p().

[ISVAL

Korzystajac ze wzoru Poissona (lemat A 2) oraz wzoru (1.9), otrzymamy dla
wielomianu x”

3 Ny(@pla)= Y (pNy)(a) =

VAL VAL
1 R J—
acZm

o
Dow6p  12.7. Dowdd przeprowadzimy dla wymiaru n = 2. Niech f €
C?(R") bedzie funkcja o zwartym noéniku. Ustalmy z = (x1,722) € R2.
Korzystajac z rozwiniecia Taylora funkcji f w punkcie x, otrzymujemy

f(y) = Pe(y) + Ra(y),

gdzie P, jest wielomianem Taylora:

0 0
Pty = £+ 0 gy =)+ 2D gy — ),
za$ Ry reszta Taylora:
Ry(y) =
10%f(6 0%f(0 10%f(6
=3 8];(% )(yl —x)? + 833{(332) (Y1 —21)(y2 —22) + 5 aj;(g )(y2 —12)%,

y = (y1,y2), punkt € lezy na odcinku pomiedzy punktem z a y. Z twierdzenia
3.10 oraz lematu 12.8

QUYIP, = Q¥ P, = Py



Stad
QP () = QU (/h) = Pulw) = f().

Zatem
(1215) V@)~ f @) = QR

7 (12.15) wynika, iz aby udowodnié¢ (12.7), wystarczy pokazac, ze przy h —
ot

QELVLVQ)Rz(x) 1 )
(12.16) 2 — 51 E;va(x).
Zdefiniujmy wielomian:
1 a2f(.%') an(J;‘) 1 62f(.%')
=5 o2 (1 —x1)* + Fr (y1 — 1) (y2 — =2) + 587953@2 —29)

Wielomian ten mozemy rozbi¢ na dwa wielomiany:
T,=W+ q,

gdzie wielomian

1 (Pf(=@) 5 O f(x) f(x) ,
W(y)—2< 81‘% yl+2myly2+ &x% Yo

oraz wielomian ¢ co najwyzej stopnia pierwszego. Wowczas z (12.12) otrzy-
mujemy

Qh To(x) = Q" (Tu)yyn(x/h) = Tu(w) = (To)ryn x m =
= —(Ti)ipxm= =Wy *xm—qy*m.
Ze wzoru (3.14) wynika, ze q;/, * m = 0, wigc
(12.17) Qh To(x) = =Wy, % m.

7 (12.14)
Wl/h *m =

h? <a2f<:c> PNy (0)  ,0f(@) P*Ny(0)  9*f(x) a?f@(())).

8r2 \ 0z2 0z} Or1ze 0122 oz O3



Ze wzoru (1.9) wynika, ze

o 1— 6727”‘33-1) o
N —_ TIT-Cy _
v () H 2mix - v
veY
eriTY _ g miTY sinwx - v
oY 2mix - v ooy T
Niech .
(t) B sint
I =7
Zatem e
Ny (x) = H g(mv - x).
veY
Poniewaz
g'(0) =0,
zas 1
"
0)=—=
9°(0) = —3,
wiec
h? Pf(x) o 0 f(x) Ff(x) ,
W = —— 2
Y= Ty 2y ( 027 T T Omay Y Taa )

gdzie v = (v1, v2). Stad oraz z (12.17)

QELVMVQ)Ta:(z) (Wi xm)(z) 1

— = 2
h2 - h2 24 D’Uf ($) .
veY

Wystarczy teraz pokazaé, ze przy h — 07

QYT — R)(x)
h2

(12.18)

— 0.

Niech R; i Ry oznaczaja Srednice okregow, ktore zawieraja nos$niki funkcji
odpowiednio By, i By, (- — cy). Wowczas z wniosku 2.17

QYT - R,)(2)|<

< 3 (@ = Rx)n B —a—ev)) | Bui(a/h = a)<
aeZn



< max{|((Ze = Rx)uyn: Bu (- —a —ey)) | < |a/h—af| <Bi}<
gmax{/ (Te — Rx)(hu)| du : |z/h — || <Ri}.
ae2? Jlju—ol<R»

Poniewaz dla kazdego « takiego, ze
lz/h — ol <Ry,
jesli |Ju — a||<Ra, to
lu—z/h|[<R1 + Ry,
wiec

’Q2V1,V2)(Tm _ R$>(x)‘§/ |(Ty — Rx)|(hu) du<
[lu—z/h||[<R1+R2

<m?h*(Ry + Ro)?* max{|T, — R,)(hu)| : ||hu — z||<h(R1 + R2)}.

Poniewaz Ty (z) — Rx(z) = 0, wiec z ciaglosci obu funkcji wynika, ze mak-
simum ich réznicy w otoczeniu punktu x przy h — 07 dazy do zera. Stad
otrzymujemy (12.18).

o

Przyklad 12.19

Dane sg realizacje proby losowej
yi = (ai,b) € R?, i=1,...,n,

niezaleznych dwuwymiarowych wektoréw losowych o nieznanej gestosci f.
Zakladamy, ze gesto$¢ f jest funkcja ciagla. Skonstruujemy estymator ges-

tosci. Niech ) Lo o L1
Vl:(o 0 -1 1 -1 1>

1 0 -1
Vo= (0 1 —1)'
Woéwczas cy = 0. Operator Ciesielskiego mozemy zapisa¢ uzywajac jego
jadra:

Qs = [ Culw.2)f () dy.

Jadro jest réwne:

Cily) = 75 3 Bualy/h — o) By (e/h — o)
aEZ?



Estymator gestosci zalezny od n—elementowej probki prostej jest réwny:

n

i) = 3" Calyis )

=1

lub réwnowaznie

fun(x) = Y c(a)By(a/h—a),

acZ?
gdzie
1 n
(12.20) c(a) = ~ > By, (yi/h — «).
=1

Mozna pokaza¢, [Krz|, [C3], ze

P?“{Hf - fh,n

‘1—>0}:17

jesli nh? — 0o, h — 0%, n — oo.

Doboér optymalnego parametru h, zwanego parametrem okna, w zaleznosci
od n jest wazki, por. [DG]. Zalézmy, ze dane sa zapisane w kwadratowej
tablicy korelacyjnej

Amxm = [a(alaa2)]m><m7

co odpowiada uzyciu powyzszego estymatora dla rodzin
Vi=Ve=FEy;.

W dodatku prezentujemy krotki program napisany w Pascalu, ktory umieszcza
dane w taka macierz. Zapisanie danych w taks tablice daje nam mozliwo§é
rozpatrywania zagadnienia przeskalowanego, w ktérym dane sg otrzymane w
kwadracie [0,m)%. Wéwczas przyjmujemy parametr okna h = 1, wspotczyn-
nik (12.20):

ala; + 1, a0) + alag,as + 1)
5 .

claq,a0) = alar,az) +a(ar +1,a0 + 1) +

Do prezentacji graficznej estymatora gestosci mozemy uzy¢ algorytmu roz-
drobnienia, ktory wygtadza dane.



13. Quasi¥zuty

W tym rozdziale wprowadzimy quasirzuty, ktore sa uogélnieniem opera-
tora Ciesielskiego. W granicy operatory te daza do rzutu ortogonalnego.

Definicja 13.1
Niech V bedzie rodzing dopuszczalng. Quasirzuty definiujemy wzorem:

(13.2) QVVO(f) = 3" (f,B(-—alV) 1) pB(- — a|V),

aeZn

gdzie ciag:
r®=0+m+---+m°.

Ciag m = § — Bx|, gdzie X = {V, =V}. Zauwazmy, ze z konstrukcji wynika,
iz przy o — o0, por. lemat 9.9,

ré — bXa
stad oraz z definicji funkcji biortogonalnej (10.1)
By x1r° — By,

zatem
QW VA(f) — PY(f).

Ponadto, dla ¢ = 0 quasirzut odpowiada operatorowi Ciesielskiego postaci
QV-V), Wprowadémy operator przeskalowany

QELV,V,Q) (f)(l') — Q(V7V7g) (fl/h)(x/h) dla x € R™.

Operatory te dziedzicza wiele wlasnosci operatora Ciesielskiego oraz quasiinterpolacji.

Mianowicie
V.V,
| e = 1.
n Rn
por. lemat 12.2.

Korzystajac z lematu 3.23, mozna pokaza¢ nastepujaca zgodnosc¢ opera-
torow quasirzutéw i quasiinterpolacji dla wielomianéw, por.12.8:

Twierdzenie 13.3
Zachodzi nastepujgca zgodnosé dla wielomianéw p € S(By ) N1I

QW9 (p) = QBx2(p),



gdzie X = {V,=V}.
7 twierdzenia 13.3 oraz lematu 3.12 wynika:

dla wielomianu p stopnia k<py, gdzie gy jest maksymalnym stopniem re-
produkowanych wielomianéw, por. (2.13), o ile p>(k — 1)/2. Quasi-rzuty
podobnie jak operatory quasi-interpolacji maja zblizone wtasnosci aproksy-
macyjne. Poniewaz sa operatorami catkowymi, mozna je nawet stosowac dla
szerszej klasy funkcji, rowniez dla pewnych klas dystrybycji.

Zwiazki pomiedzy zastosowanymi operatorami mozna przedstawi¢ w postaci
diagramu:

QYY) =2 PYR M
X*fa

Bx, X

QPof) = XU,

gdzie f jest funkcja ciagly o zwartym nosniku,

— & x * f oznacza splot z funkcja fundamentalna,

— PV — rzut ortogonalny, por. (10.6),

— I — operator interpolacji, por (9.1),

— M oznacza $rednig Marcinkiewicza, por. tw. 11.2.

W pracy |[BD2| podano zwiazki pomiedzy srednia Marcinkiewicza, wielopoziomowa
aproksymacja, quasirzutami a funkcja fundamentalng w przestrzeniach Hardiego.

Zdefiniujmy rodziny dopuszczalne kX, ktére sg ztozone z wektorow rodziny
X o krotnodci k. Niech
al=aq!- -yl

Mozna udowodni¢ rowniez nastepujace twierdzenie, por. dowod (12.7).

Twierdzenie 13.4
Niech 20 + 1 < gy. Woéwczas dla dowolnej funkeji f € C?9T2(R™)

(ViV,0) _ 1
Qh f(:U) f(x) N Z *'AaDaf(-T),

h20+2

al
|a|=2p42
gdzie stale A, mozna wyliczyé ze wzoru

1
do = et g = LS (0 1) e pa 50
="M " *T —WZ k (1) (Brx)(0).
k=1



14. Metoda elementéw skonczonych

W rozdziale tym omoéwimy zastosowanie twierdzenia Strangaf’ixa do rozwiazy-
wania rownan eliptycznych (zob. H. Marcinkowska — Dystrybucje i przestrze-
nie Sobolewa) metodg elementéw skoriczonych (MES). Metode ilustruje di-

agram
Metod
Metody @ : y}
roznicowe wariacyjne

Rozpatrzmy zagadnienie Dirichleta jako standardowe w przypadku réw-
nan eliptycznych, por. przyklad 1.6 [Ma, str.292]. Bedziemy rozpatrywac
to zagadnienie w wymiarze n = 2, co ma istotne znaczenie ze wzgledu na
twierdzenie Sobolewa o zanurzaniu, [Ma, str. 232].

Niech Q C R? bedzie zbiorem ograniczonym i otwartym. Niech A oz-
nacza Laplasjan

0? 0?

Bedziemy poszukiwaé rozwigzania numerycznego zagadnienia Dirichleta

—Nu=f z€Q
(14.2) { u(z) =0 x€0Q,

gdzie funkcja f jest 2-caltkowalna w zbiorze ). Poniewaz istnienie rozwigza-
nia zagadnienia (14.2) zalezy od gladkosci brzegu, wiec zalézmy, ze obszar
Q jest lipschitzowski [Ma, str.198|, co oznacza m.in., ze brzeg zbioru 2 jest
wykresem funkcji klasy Lipschitza.

Przy takim zalozeniu istnieje rozwigzanie zagadnienia (14.2), ktore jest
dystrybucja. Warunek brzegowy rozumie sie wowczas w szerszym sensie.
Aby uzyska¢ rozwigzanie, ktore jest funkcjg, musimy zrobié¢ jedno z zatozen
(14.5-14.7). Dlatego w przykladzie 14.12 ograniczymy nasze rozwazania do
wielo§cianu. Niestety i tak pochodne czastkowe rozwigzania (14.2) trzeba
rozumie¢ w sensie dystrybucyjnym. Dlatego czytelnik, ktory nie poznatl teorii
dystrybucji, moze rozumie¢ wystepujace ponizej symbole, definicje i uzasad-
nienia jako odnoszace sie do funkcji. Proponujemy, by traktowaé¢ ponizszy
fragment jako matematyczne usprawiedliwienie poszukiwania rozwigzania



numerycznego w postaci (14.8) speliajacego (14.9). Dla praktyka bowiem
rozwigzanie rozpoczyna sie od tego momentu.

Niech H™(Q) = WJ*(Q) oznacza przestrzen Sobolewa dystrybucji
takich, ze (rozniczkowanie w sensie dystrybucyjnym, catkowanie w sensie
Lebesgue’a)

m 1/2
1£llm,2(Q) = (Z f %,2(@) < 00,
k=1

f

1/2
k2(Q) = (Z HDO‘fIB(Q)) < 0.

laf=k

Wprowadémy iloczyn skalarny w L?(Q) = H°(Q)

(f9)a = /Qf(l‘)mdzn

Niech C§°(€2) oznacza przestrzen funkcji nieskoniczenie razy rézniczkowal-
nych w sposéb ciggly o zwartym no$niku zawartym w 2. Przez

H (%)

oznaczmy domkniecie podprzestrzeni C§°(2) w przestrzeni H!(£2). Ponadto,
niech Aq(u,v) bedzie dwuliniowa forma Dirichleta dla zagadnienia (14.2)

Zauwazmy, ze
Ao (u,u) = [ulf 5.
Forma ta jest koercytywna, tj. istnieje stata c taka, ze dla kazdego
w eH (),
Aq(u, u)=cllul{ o,
por. [Ma, str.279, wniosek 1.1].

Korzystajac z lematu LaxaMilgrama, [Ma, str. 272] (w ktérym za-
klada sie koerwcytywnosé formy dwuliniowej), otrzymujemy, ze dla dowolnej

funkcji f € L?(f2) istnieje w zbiorze H (Q) rozwiazanie u zagadnienia

(143) /\ AQ(U,’U) = (fa U)Q7

veEWL(Q)



czyli rozwigzanie zagadnienia wariacyjnego.
Sformutujemy teraz twierdzenie wigzace rozwiazania zagadnienia (14.2)
z réwnaniem wariacyjnym (14.3). Dowod patrz [Ma, str. 263].

Twierdzenie 14.4

Niech funkcja f € L(€2).

Dystrybucja u jest rozwigzaniem réwnania wariacyjnego (14.3) wtedy i tylko
wtedy, gdy u jest rozwigzaniem zagadnienia —/Au = f oraz

weH 1(Q).

Co z warunkiem brzegowym zagadnienia (14.2)7 Otoéz przy zalozeniu,

ze ) jest obszarem lipschitzowskim, jesli u cH 1(Q), to upn = 0 (wartosé
brzegowa dystrybucji w sensie sladu), [Ma, str. 263|.

Mozemy pozby¢ sie rozwazan o wartoéci brzegowych dla dystrybycji oraz
poprawi¢ gtadkos¢ rozwigzania (14.3), zakladajac np.:

(14.5) wieksza gtadkos¢ brzegu zbioru €,

(14.6) ze zbior Q jest wypukly,

(14.7) ze zbior € jest wieloscianem.

Szczegolowa analiza kazdego z tych przypadkow jest opisana w [G]. Przy
powyzszych zalozeniach z twierdzenia Sobolewa wynika, ze rozwigzanie jest
funkcja ciagta. Rozwiazanie zagadnienia (14.3) spelnia warunki brzegowe
zagadnienia (14.2) w zwyklym sensie, czyli u(x) = 0 dla = € 9Q2. Ponadto,
w dwoéch pierwszych przypadkach u € H?(2), za$ w trzecim v € H%(Q),
gdzie 1 < s < 2, co odpowiada funkcjom ,rézniczkowalnym” stopnia s. W
rzeczywistodci problem gladkosci wystepuje tylko w ,rogach”, w ogélnosci na
brzegu por. [Ma, str.310, tw. 2.6].

Metoda RitzaGalerkina sprowadza rozwigzanie zagadnienia wariacyjnego
(14.3) do zagadnienia réznicowego. Mianowicie niech

P(x) = B(z|V),

gdzie rodzina V jest unimodularna oraz gy >1. Niech

S (vn)

oznacza funkcje z przestrzeni S(v), ktorych nosnik zawarty jest w zbiorze €Q.
Rozwiazania numerycznego szukamy w postaci

(14.8) u = Y aun(- - p),

pehI(R)



gdzie
I(h)={ae€Z" : hsuppy C Q+ ha},

tak by
(149) /\ AQ('LLh,’U) = (f7 U)Q‘
veS(Wn)

Wprowadémy macierze

UM = [Aq(n(- — 1), n(- — v)]uweniny

oraz
h
G" = [(f,¥n(- — w)eluenin)-
Woéwczas macierz wspotezynnikow A" rozwigzania numerycznego ma postac
Ah — (\I’h)_lGh.

Poniewaz zatozylidémy, ze V jest rodzina unimodularng, wiec z twierdzenia 7.6
wynika, ze funkcje ¥ (- — ), u € hZ"™ sa liniowo niezalezne. Stad (teorety-
cznie) macierz " jest odwracalna. Zagadnienia odwracalnogci macierzy vh
oraz sposobow jej obliczania mozna znaleé¢ w [FS|. Twierdzenie StrangaFixa
[FS] pozwala oszacowaé szybkosé¢ zbieznogci u" do rozwiazania u zagad-
nienia (14.2). Mianowicie przy zalozeniu (14.5) lub (14.6) o zbiorze 2 mozna
pokazac, ze

(14.10) [u" — |1 2(2) <Chllull22(%),
Przy zatozeniu (14.7) otrzymujemy
(14.11) [u" = ul|1,2(2) SCh*~H|ul|s 2(2),

Podamy szkic dowodu. Po pierwsze, poniewaz Aq jest koercytywne, wiec
e]
dla kazdego w €H (),

clfwlff 5(Q) < Aq (w, w).

Poniewaz dla dowolnego w" s (V).
Aﬂ(uh -, wh) = (fv wh)Q - (f7 wh)Q =0,

wiec
clju — u”

T2 W<Ag(u—u u—u) =



= Ag(u —u",u — w")<C |lu — u"[12(Q)Ju — w"[|1,2(2)

o
dla dowolnego w” €S (1). Zatem dzielac przez wspolny czynnik, otrzy-
mamy

lu = u"|12(Q)<C flu — w|[12(2).

Poniewaz funkcja w” jest dowolna, zatem korzystajac z nieco zmienionej
wersji twierdzenia o najlepszej aproksymacji (tw. 5.3), otrzymamy (14.10)
lub odpowiednio (14.11).

Przyktad 14.12
Niech

10 1
V_<011)

Ponizej prezentujemy program napisany w jezyku Mathematica, ktory wylicza
rozwiazanie numeryczne zagadnienia Dirichleta w zbiorze = [0, 1] x [0, 1].

*deklarujemy wielkos$¢ rozdrobnienia
h= n+-1 np. n=6 * n=7;

*macierz ¥h*
A=Table[0,{j,1,n"2},{m,1,n"2}];
For[j=1,j<=n"2,j++,A[[j,j]1]1=4]

For[j=1,j<=n"2-n, j++,A[[j,j+n]]=-1;A[[j+n,j1]=-1]
Dol
If[Mod[j,n]!=0,A[[j,j+11]1=-1;A[[j+1,j11=-11,{j,1,n"2-1}]
smacierz odwrotna do U’
H=Inverse[A];

*deklarujemy funkcje f zagadnienia (14.2)
np..* flx_,y_1:=2%x(Pi)"2 *Cos[Pi x]*Sin[Pi y]

*obliczamy macierz G"*
G=Table[0,{j,1,n},{i,1,n}];

Dol
Do[
G[L[j,111=
N[Integratel
fl(x+2)/(n+1)+(j-1)/(n+1), (y+z) /(n+1)+(i-1) /(n+1)],
{x,0,1},{y,0,1},{z,0,1}

1,41, {j,1,n}1,{i,1,n}]
Re[G];
B=Table[0,{j,1,n"2}];
Do[



B[[j11=Re[G[[Mod[(j-1),n]+1,Quotient[(j-1),n]+1]1]],
{j,1,n"2}]
*znajdujemy macierz wspotczynnikow AP
Wi=(n+1) " (-2)*H.B;
W2=Table[0,{j,1,n+2},{m,1,n+2}1;
For[j=1,j<=n"2,j++,
W2[[Mod[j-1,n]+2,Quotient [j-1,n]+2]1]1=W1[[j]]]
*rysujemy rozwigzanie zagadnienia (14.2)*
ListPlot3D[W2]
Ponizej prezentujemy rozwigzanie numeryczne uy, zagadnienia:

—Au =23,

SR |
gdzie h = 3.

Rozwigzanie numeryczne

Wspolczesna literatura taczy MES z teoria falek: [BPX], [D], [DK].



15. Aproksymacja wielopoziomowa i falki

Ostatnie rozdzialy sa poswiecone teorii falek (pakietow falowych). Gwal-
towny rozwdj przezywa ona z koncem lat 80. wraz z pojawieniem sie kon-
strukeji falek o zwartym nosniku [Da]. Jedynym wczesniej znanym pakietem
falowym o zwartym nosniku byt uktadem Haara. Uktad ten jest szczeg6lnym
przypadkiem badanego od lat 60. uktadu Ciesielskiego - Franklina - Stdm-
berga ( w skrocie CFS), ktory jest rowniez przyktadem pakietu falowego.
Uktad CFS okazal sie juz dawno doskonalym narzedziem w réznych dzi-
atach analizy. Mianowicie, mozna pokazaé¢, ze tworzy on baze bezwarunk-
owa w przestrzeniach Hardiego [W] i [St]. Skonstruujemy tutaj falki, ktore
uogdlniaja stosowany wczesniej uktad CFS, zatem nie beda mie¢ zwartego
nosnika, oczywiécie z wyjatkiem bazy Haara, por. rozdziat 16. Wilasciwym
narzedziem do opisu tej teorii jest przestrzen funkcji catkowalnych w sensie
Lebesgue’a. Przydatnym pojeciem jest tutaj aproksymacja wielopoziomowa.

Definicja 15.1.

Ciag przestrzeni (W) jez podprzestrzeni L?(R") tworzy wielopoziomowa
aproksymacje ( ang. multiresolution approzimation ) przestrzeni L?(R™),
jesli:

(i) Wj C Wj+1 dla j € Z,
i) feW; = f(-—27a)eW,dlajeZiac Z",
(ili) f e W; <= f(2-) € Wjq1,

(iv) w przestrzeni Wy istnieje funkcja ¢ taka, ze rozpina ona przestrzen Wy
oraz catkowite translacje funkcji ¢ sa stabilne, por. uwaga 10.14,

(V) njeZ W] = 07
(vi) Ujez Wj jest gesty L?(R™).

Wiasnogé (vi) oznacza, ze dla kazdej funkcji f € L?(R") oraz dowolnego
€ > 0 istnieje funkcja

pe W
JjEZ
taka, ze
1f = ¢ll2<e.



Przez pojecie przestrzeni bedziemy rozumieé¢ przestrzen liniowa, tj. jesli
f,g€ W oraz A € R, to

f+geW oraz AfeW.

Niech o9; oznacza operator skalowania przez 27. Mianowicie

o9 f(2) = f(2'x), jeEZ

Zdefiniujmy ciag przestrzeni. Przestrzen Wy definiujemy tak jak w rozdziale
10. Mianowicie, niech V' bedzie rodzina unimodularna. Wéwczas catkowite
translacje funkcji By sa stabilne w L?(R"), por tw. 10.10, i okre§laja pod-
przestrzen

Wo = spanjzgn){B(- —a|V) : a € Z"}.

Niech
Wj = 09j WO'

Twierdzenie 15.2
Ciqg przestrzeni W; tworzy wielopoziomowq aproksymacje w L2(R").
Dowo6p.  Wtiasnosé (i) wynika z algorytmu rozdrobnienia. W szczegolnosci

w naszej sytuacji, gdy skalujemy funkcje By przez potegi dwojki, sytuacja
jest prostsza. Mianowicie, ze wzoru (1.9) wynika, ze

—

BV(QZ/) _ H 1 _1_6—271'1'1;.24
BV(y) veV 2

Stosujac proste wtasnosci transformaty Fouriera, por. lemat A 4, otrzymamy
wzOT

By (z) = Z ao By (2 — «),
acZn

gdzie ciag wspolczynnikow (tzw. maska) jest skoriczony, co pocigga (i).
Wtlasnosci (ii), (iii) oraz (iv) wynikaja wprost z definicji. Wlasnosé¢ (vi)
otrzymamy z tw. 5.1. Niech P5; oznacza rzut ortogonalny

Py; : L*(R™) — W;.
Warunek (v) oznacza, iz dla dowolnej funkcji f € L?(R")

| Pyi fll2 — 0, j — —oo0.



Warunek ten wystarczy sprawdzi¢ dla funkcji o zwartym nosniku. Niech
suppf C [-R, R]".
7 wniosku 2.17

E: Bv(-—CO::1,

[TSVAL

wiec z definicji rzutu P,; oraz z nieréwnosci Jensena (A III)
1P fIB< [ 3 V(72 By(2 - —a)) B2 = ofV) da
agZ™
/ B(z|V)dz =1,

1P f3< D 2((f, By (27 —a) e |

aezZn

7 twierdzenia 1.7

zatem

Z nieréwnosci Holdera dla j < logy(1/R)

1P SIS S0 2R [ 1BV )P

[ISVAL

<Ifig s> [ By ()<

aczn 21 R,2J R]—a

< 2/ B ()2
SUB [ ey P70

Jesli j — —oo, to suma nieskoniczona caltek zmierza do zera, wiec
HPijHQ - O?

co koniczy dowdd.
o

Do wielopoziomowej aproksymacji bedziemy stosowa¢ metody i definicje
przestrzeni Hilberta.

Definicja 15.3
Ciag {S;m} C L%(R") jest zbiesny do funkcji f € L2(R™) w L?(R"), jesli
dla kazdego € > 0 istnieje takie N, ze dla m > N

If = Smll2 <e.



Definicja 15.4
Ciag {fm} tworzy baze ortonormalna w podprzestrzeni W C L%(R"),
jesli

1 dlam=k
(fis frm) R = {0 dlam #k
{fmp W

oraz kazda funkcja f z W ma jednoznaczne przedstawienie
o0
F=>_(f fr)rn fr
k=1

gdzie ciagg sum czesciowych

m

Sm = Z(fv fk:)R”fk

k=1

jest zbiezny do f w L?(R™).
(W teorii przestrzeni Hilberta zaktadamy, ze W jest domknieta, co wymaga
uzycia calkowania w sensie Lebesgue’a)

Poniewaz

W;c W dla jeZ,
stad istnieje przestrzen I/VjL zdefiniowana wzorem
WjL = {f € Wj+1 : /\ (f7g)R” = O}
geW;

taka, ze
W; n Wit = {0}

oraz

Wi =W, & Wi

Sume @ rozumiemy w ten sposob, ze kazda funkcja f € Wj1 ma jednoz-
naczne przedstawienie

f=/+f edzie fie€ Wj,fz € le.
Poniewaz {W;} tworzy wielopoziomowa aproksymacje, otrzymujemy nastepu-

jacy rozktad

(15.5) L*(R") = Jé%o Wi,

j=—o00



tzn. kazda funkcja z L?(R") ma jednoznaczne przedstawienie jako szereg
funkcji z odpowiednich przestrzeni rozktadu (15.5), zbiesny w L2. 7 (iii)
wynika, ze jesli

(15.6) feW;" = opf € Wi,
Niech Z% oznacza podzbiér Z" zlozony z wektoréw zerojedynkowych

Zg‘:{(al,...,an):ajzo,l j:]_?‘_"n}7

Zyo = Z3 \ {0},

gdzie 0 oznacza wektor zerowy.

Definicja 15.7
Pakiety falowe lub falki sg zbiorem 2" — 1 funkcji K,,, ktore s indek-
sowane wektorami z Z3,. Ponadto

U {(¥K. (2 —a): a€ 2", je Z}

VGZ;O

tworzy baze ortonormalng w L2(R™).

Jak sie ta definicja ma do powyzszej konstrukeji? Z wtasnosci (15.6)
wnosimy, ze do konstrukcji pakietéow falowych wystarcza skonstruowanie dla
ustalonego
j € Z,np. j =0 funkcji K, tak by

U {K(—a):aez™}

VEZ;O

tworzyla baze ortonormalng w WOL. Okazuje sie, ze istotne jest znalezienie
funkcji K takiej, ze jej catkowite translacje tworza baze ortonormalng w
Wo. Przypomnijmy definicje wielomianu Px:

Px(z) = Y B(a|X)e’m?,
[ISVAL

gdzie
X ={V,-V}

Jedli rodzina wektoréw V jest unimodularna, to z twierdzenia 8.10 oraz
wniosku 2.17, wielomian spelnia nieréwnosé:

0 < Px<1.



Szukamy rozwiniecia Fouriera funkcji \/%. Korzystamy ze wzoru
X

(1-2)° = i(—l)j (?)xj 1<z <1,
i=0 J

gdzie s > —1, a uogbélniony symbol Newtona

<s>:s<s—1>---<s—<j—1>> <s>:1
J J! T \0 '

Zatem przy s = —1/2 oraz funkcji

m(x) = 1— Px(z),

(por. dowdd lematu 9.9)

P ()=

J=0

Stad wnioskujemy, ze
Py @) = Y ap(a)emier
acZn
Ciag ap = {ap(«)} maleje eksponencjalnie i jest zdefiniowany wzorem
s (—=1/2 .
ap = Z(_l)J< / )m]’
i=0 J
gdzie ciag
ﬂ@ZZ(S—-f{Xr
Funkcje Ky definiujemy wowczas nastepujaco
(15.8) Ko(x) = Z ap(a)B(x + o|V).
acZm

Zauwazmy, ze

(15.9) Ko =

oraz na podstawie (8.13)

(15.10) S Ko —a))? = 1.
[ISVAL



Lemat 15.11

Calkowite translacje funkcji Ko tworzg baze ortonormalng w Wy.
Dowoéb. 7 tozsamo$ci Parsevala, por. lemat A 4

(Ko, Ko(- = B)mn = | Koly)Koly)e > dy.

Z (8.13) oraz (15.9) otrzymamy

| By (y)|?e~ 20y
Rm Zan" ]B(y - 0‘|V)A‘2

[0,1)"

Wystarczy teraz udowodnié, ze catkowite translacje rozpinaja Wy. Ze

wzoru (15.9) o
V PxKo = By,

co prowadzi do formuly odwrotnej do (15.8) i konczy lemat.

(Ko, Ko(- = B))rn =

dy =

<

Uwaga. Warto zauwazy¢, ze rzut ortogonalny mozna przedstawié za po-
moca formuty

Pyf(x) =Y (f,2"Ko(? - —a))pn Ko(2'z — )
VAL
lub
Py f = 09iPo(09-5 f).

Funkcje Ky rowniez mozemy odtworzy¢ z jej wersji przeskalowanej, tzn. ist-
nieje maska ax taka, ze

(15.12) Ko(-/2)/2" = Ko * ax.

Ciag wspotczynnikow ax = {ax(«)} mozemy otrzymaé¢ w sposob nastepu-
jacy. Niech '
H(z) = Z ag(a)e 2™,

aezZn

Wowcezas (15.12) jest rownowazne

(15.13) H(z) = =2



Zatem (15.13) mozna traktowac jako definicje funkcji H, tzn.

_ By(22) | Px(z)
H(z) = By(z) \ Px(2z)

_ H 1 _’_67271'1'&-1) P)((.%')
N 2 Px(2z)

veV

Zauwazmy, ze z (15.13) wynika, ze
H@)? Y |Ko(z—a))*= Y [Ko(2z — 20)|%,
aeZn VAL

czyli z (15.10)

H(x)| = Y |[Ko(2z —20) [
VAL

Zatem z (15.10)

(15.14) S Hz - %H)P ~1

KEZY

Definicje falek przeprowadzimy dla wymiaréow n = 1,2, 3. Dla wymiaréw n >
3 konstrukcja jest bardziej ztozona. W tym celu wprowadémy odwzorowanie

n:Zy — Zy.

Mianowicie, dlan =1

Dlan =2
(0,0) — (0,0) (0,1) — (0,1
(1,0) = (1,1) (1,1) = (1,0)
Dlan=3
(0,0,0) — (0,0,0) (1,0,0) — (1,1,0)  (0,1,0) — (0,1,1)
(1,1,0) — (1,0,0) (0,0,1) — (1,0,1)  (1,0,1) — (0,0,1)
(0,1,1) - (0,1,0) (1,1,1) — (1,1, 1).
Funkcja n spetnia warunki 7(0) = 0 oraz

(n(v) +n(w)) - (v 4 p)

jest liczba nieparzysta o ile v # p. Niech

cV:1/2Zv

veV



oznacza §rodek nognika funkcji By. Wprowadémy jeszcze funkcje

H (2) = H, jeli 2v-cy jest parzysta
v H, jeli 2v-cy jest nieparzysta

oraz

(15.15) H,(z) = ™) f* (g 4 %1/).

Falki definiujemy poprzez ich transformate Fouriera
(15.16) K,(2z) = H,(z)Ko(z), ve Zy.
Sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi.
Dla funkcji f rozwazmy sume czesciowa
Sk(f,x) = Por f (),
czyli

k
Se(for)= > > 3 (K2 —a), rm K, (22— a).

Jj=—o00 aeZ™ I/EZQU
Funkcje K, sa falkami, zatem dla dowolnej funkcji f € L?(R")

1Sx(f,) = fll2 — 0,

oile k — oo. Z twierdzenia 10.8 otrzymujemmy réwniez zbieznosé punktowa,
jesli f € Wev+t
1\ ¢ev+l
ISkt ) = Flw=C (56) -
Ponadto, tak jak w przypadku szeregéw Fouriera, zbieznosé punktowsa otrzy-

mujemy dla funkcji spetniajacych kryterium Lipschitza, por. rozdzial 16 oraz
prace [KKR].



16. Baza Haara

W rozdziale tym wprowadzimy baze Haara okreslong na plaszczyénie
R?. Bedziemy korzystac¢ z wynikow rozdziatu 15. Jak zauwazylismy, byt to
jedyny wczedniej znany, a wiec przed praca I. Daubechies (1988), przyktad
pakietu falowego o zwartym nos$niku. Baza Haara okreslona w R™ pojawita
sie w pracy Ciesielskiego [C2] i stuzy ona do konstrukeji biatego szumu.

W R? weémy rodzine dopuszczalng V' zlozona,
z dwoch wektorow (1,0) i (0,1). Zatem By 1
jest funkcja charakterystyczng kwadratu [0, 1]2, 1
By {1l w€M. 12 0,00 1
V0 poza.

Funkcja charakterystyczna

Z definicji funkcji By wynika, ze catkowite translacje funkcji By tworza
baze ortonormalna w Wy, zatem Ky = By'.
Rezultat ten otrzymamy réwniez korzystajac z wynikéw rozdziatu 15. Po
pierwsze musimy obliczy¢ wartosci funkeji B(+|X), gdzie X = {V, -V}.
Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja ta jest

produktem tensorowym (tw. 2.5) dwoch P
symetrycznych pudetkowych funkcji gie-
tych, M 0 i
B((,% y) |X) = N($|E’2) . N(y|E2) Symetryczna pudetkowa funkcja gieta

Funkcja B(:|X) wyglada nastepujaco:

Pudetkowa funkcja gieta



Zatem
1 a=(0,0)

BlalX) = {O poza.

Woéwcezas ciag M = 0, co pociaga Ky = By. Nastepnie musimy wyliczy¢
maske ag dla funkcji Ky,

Ko(z/2) =4 Z ag(a)Ko(x — a).

aEZ?
Porownujac funkcje Ko(-/2)
1t 1
(0,0) 1
Ko(-/2)
z odpowiednimi funkcjami:
1
1 1
1
i
(0,0) 1 0,00 1
Ko(") Ko(-—(0,1))
1
1 1
1
(0,0) 1 0,0) 1



otrzymamy
0,26 ac€ 222
ax(a) = 0 poza.

W rozpatrywanym przypadku wektor ¢y = (1/2,1/2). Wprowadzajac oz-
naczenie dla v € Z2

1 (1,1)-v  parzyste
(5) =
—1 (1,1)-v nieparzyste
otrzymamy

H,(z) = ™)z 3~ aK(a)e(J—r)ma'(Hl/z”) =
a€Z22

_ Z aK(a)e(f)ﬂ'iawe%riz-((J_r)a—l-'r](z/)).
oz€Z22
Zatem dla v € Z2
i
Ky (2/2) =4 Y ax(@)eO™ e Koz — (F)a —n(v)).
anQQ

Pakiety falowe wygladaja w nastepujacy sposéb:

1
1 1
a0 -
(0,0) 1 |
Ko,1)
1
-1 1
-1 1
o) 1 |



—

(0,0) 1

K
Wprowadémy przestrzenie funkcji ciagltych speliajacych warunek Lips-
chitza, Lip(a, LP(R?)), 0<a<l, 1<p<oo, tj.
If = fC+ )l =O(A[%), h—0.
Zatem dla f € Lip(«, LP) niech

| flLip(a,ey = sup [[RI~*f = f(+ 1) lp.
heR?2

Wielko$¢ te nazywa sie p6lnorma. Przypomnijmy, ze P, oznacza operator
rzutu na S(Ko(25-)), czyli

Py f(z) = > (f,2°Ko(2" - =) pn Ko (2Fz — ).

BeR?

Poniewaz K jest funkcja charakterystyczna kwadratu [0,1] x [0, 1], wiec
wprowadzajac oznaczenia: kostki diadycznej o dtugosci krawedzi 2%

Igr =277([0,1] x [0,1]) +27%3

oraz pola kostki
[Tl =272,

otrzymamy
Py f(z) = Z - ( : f(y) dy> Ko(2kz — ).
B,k

W teorii aproksymacji omawiajac wlasnosci operatoréw udowadnia sie nieréwnosci
typu D. Jacksona i S. Bernsteina. Mianowicie:

(1) I = Py flp<mvV8- 275 fl Liniarry, 0 <a<l, 1<p<oo.



(B) H| Lip(a,10) <6 - 2P| H |,  H € S(Ko(2")), 1<p<oo.

Udowodnimy nieréwnos¢ (J) w przypadku 1<p < co. Ustalmy k. Wowczas
dla kazdego = € Ig

7@) ~ Pt @) = 1£@) [ Fly)dy] =
Lg.x| J1s,
1 1
:‘|Iﬂ,k| Iﬁ’k(f(m)—f(y))dy\ﬁ—um/Iﬁ,k\f(x)—f(y)\dy_

Korzystajac z nieréwnosci Holdera otrzymamy

F(@) - Py (o))< (L

1/p
|f(z) — f(y)lpdy> :
Ink

Oznaczajac przez K(0,r) koto o srodku w punkcie 0 i promieniu
r=12 2_k,

otrzymamy

1/p
|f(z) — Py f(x )L( ]f(a:)—f(:c+s)\pds> )

13,k JK(0,r)

Biorgc obustronnie do p—tej potegi, catkujac po kostce diadycznej Ig ) oraz
sumujac po wszystkich 8 € Z2, otrzymamy

If — Py fIE< / / ~ f(a + 8)P dsde<
’ ﬁgg |I,6' Kl J1s 07’)
<22k/ / (z + s)|P dxds<
K(0,r) JR™

2k o
<9 /K o 1171 i)

5T

Stosujac zamiane zmiennych na wspotrzedne biegunowe, otrzymamy

Hf ngpr (\/5)2+pa2_kpa|f|iip(a,lzp)'

2+

Stad otrzymujemy nier6wnosé (J).



Spis oznacze

v
Vv

Ey

Ek, k2)
(V)

cv

>V
span{V'}

bx

By, B(-|V)
Ny, N(-|V)
B(1|lQ)

By,

ov

D(V)

str.
str.
str.

str.

str.

str.

str.
str.
str.

str.

str.
str.

str.

str.
str.
str.
str.
str.

str.

14
14
24
24
14
30
30

7
59
60
15
43
20
68
29
21
55
35
61
59
10
35
10

f+yg
wk,]’(f) h)
(.’ ’)R"
supp f

| £llp

[1f 1l oo (£2)
£l k.p
i

Ck
LP(R™)
WE(R™), Wk
\Y

Dy

Da

Q2, Qv
Qn: QR

v
h

(V1,V2)
h

QéVaVvQ)

Py, PY

In, I

Tt

str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.

str.

str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.

str.

41
28
27

37
41
43
7
84
70
64
74
74

Yy *p a

E1 + Es
By +wv

str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.

str.

91
35
35
35
35
36
36
35
35
36
37

94
94

o 0o Co Co = 0o



Skorowidz terminw

— algorytm rozdrobnienia 48 — baza ortonormalna 93
— brzeg zbioru 7 - ciRg malejRcy eksponencjalnie 60
— gradient 28 — funkcja —
fundamentalna 61 — odtwarzajRca
wielomiany 36 — p-catkowalna 9 -
biortogonalna 68 — Fouriera transformata 10 —
lematy A 1 do 4 str. 11-13 — liniowa niezale§nosI) 56 —
Marcinkiewicza $rednia 74 — maska 47 — modut
gladkosci 45 — niersewnosl) —
Holdera 10 — Jensena 10

— Minkowskiego 10 — nosnik
funkcji 10 — odwrotna transformata
Fouriera 10 — Parsevala to§samogl) 13 — pochodna
kierunkowa 27 — Poissona wzaer 11 —
powtloka wypukta 14 — pudetkowa funkcja giNta 15 -
quasi-interpolacja 37 — quasi-rzuty 84
— rodzina — dopuszczalna 14 —
unimodularna 56 — rzut ortogonalny 70 —
symetryczna pudetkowa funkcja giNta 43 — splot 10 —
twierdzenie Stranga—Fixa 46 — twierdzenie
Bezout 39 — unimodularnosl) 56 —
wielopoziomowa aproksymacja 91 — wieloscian 8 —
wieloscienna funkcja giNta 20
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