Procesy stochastyczne

1 Co to jest proces stochastyczny

Bedziemy zaktada¢ w tej ksigzce, ze dana jest przestrzen probabilistyczna

(Q,F,P).

Definicja 1.1 Procesem stochastycznym nazywamy zbior zmiennych loso-
wych { X, her, ktdre przyjmujq wartosci w przestrzeni mierzalnej (2, X) i sq
indeksowane przez zbior T.

Definicja méwi nam, dla kazdego t € T' X, : Q — = jest F/X-mierzalna.
Oznaczamy ja réwniez przez X (t).

Przyktad 1.2 Jesli T = {0,1,2,...,n} oraz = =R, to { X, }ier jest wektorem
losowym w R™.

Przyklad 1.3 Jesli T = {0,1,2,..} oraz Z = R* lub = = CF lub = jest
zbiorem skonczonym, to { X, her jest ciggiem losowym np. tancuch Markowa.

Proces X(t,w) jest funkcja dwoch zmiennych ¢ € T zas w € 2. Dla
ustalonego w
X(hw):T—E,

czyli kazdemu w przyporzadkowujemy funkcje element z przestrzeni =7. In-
teresuje nas wyposazenie tej przestrzeni w o-ciato tak aby proces byt odwzo-
rowaniem mierzalnym.

Definicja 1.4 (Zbiory cylindryczne) Zalézmy, Ze dana jest przestrzen
mierzalna (2, X). Wéwczas zbiorem cylindrycznym w przestrzeni =1 nazy-
wamy zbior postaci

{x € BT : (24, ..., 71,) € A},
gdzie A€ X"=X®---Q X.

Definicja 1.5 Produktowym o-ciatem X1 w przestrzeni 27 nazywamy naj-

mniejsze o-cialo generowane przez wszystkie zbiory cylindryczne.

Definicja 1.6 Funkcjq losowq nazywamy odwzorowanie X : Q0 — =T, ktére
jest F/XT mierzalne. Realizacje X (w) nazywamy Sciezkami i oznaczamy x.



Definicja 1.7 Niech (E, &) oznacza przestrzen mierzalng. Wowczas odwzo-
rowanie mierzalne f : 21 — E, ktére jest XT /€ mierzalne nazywamy funk-
cjonatem okreslonym na $ciezkach.

Przyktadem funkcjonatu jest operator rzutu 7, : =7 — = ewaluacji funkcji
f: T — Z dany wzorem 7,(f) = f(t). Jest on mierzalny, gdyz jednowymia-
rowe cylindry sg dane nastepujaca formuta:

{feE f(t) e A} =7 (A),

gdzie zbior A € X. Nastepujacy lemmat wyjasnia kluczowa role .

Lemat 1.8 Odwzorowanie
X:Q0-="

jest F/XT mierzane, czyli jest funkcja losowq wtedy i tylko wtedy gdy dla
kazdego t € T zloZenie miX jest F /X mierzalne

DowoOD: Implikacja w jedng strone = jest oczywista bo m; X jest ztoze-
niem dwoch funkcji mierzalnych. W drugg strone < wystarczy pokazaé, ze
przeciwobraz dowolnego cylindra jednowymiarowego m; ' (A) jest F mierzal-
ny, czyli

XU (r ' (A)) = (mX) " (A) € F

co konczy dowdd.

[ ]

Zauwazmy, ze z lematu wynika iz funkcja losowa X wyznacza proces
stochastyczny X; = mX. Z drugiej strony kazdy proces stochastyczny X,
wyznacza funkcje losowg X.

Poniewaz bedziemy chcieli skonstruowac procesy stochastyczny posiada-
jace pewne wlasnosci wygodnie jest wskazaé w zbiorze =7 pewien podziér U.
I tak w dalszym ciagu dla T" = [0, 1] zbiér U oznaczaé bedzie zbiér funkcji
ciagltych rzeczywistych = = R, X = By, gdzie Br oznacza o-cialo zbiorow
borelowskich; U = C(T). Zauwazmy, ze zbiér U nie nalezy do X7. Inny do-
bor zbioru U jest w przyktadzie 12. W U o-ciato, ktore bedziemy oznaczaé
przez U N X7 definiujemy w standardowy sposob:

UnNnXT={CnU:CeX™}.

Deninicja 1.9 Funkcje losowg w U nazywamy funkcje X : Q@ — U C =7,
ktéra jest F/U N XT mierzalna.



Lemat 1.10 X jest funkcjg losowg w U wtedy i tylko wtedy gdy { Xy }er jest
procesem stochastycznym o trajektoriach w zbiorze U.

Dowo6D: Poniewaz X (w) € U zatem X jest F/U N XT mierzalna wtedy
i tylko wtedy gdy jest F/X7T mierzalna. Dalej dowéd wynika z Lematu 8.

Przyktad 1.11 (Miary losowe) Niech zbior T bedzie oznaczaé zbiory bore-
lowskie wR® za§Z =R = [0, 00]. Wéwczas funkeja losowa X : Q — U C =7
oznacza miare losowq, jesli za U weZmiemy miary przeliczanie addytywne.

Przyktad 1.12 Jesli X jest miarg losowq @ dla kazdego zbioru borelowskiego
B, X(B) jest zmienng losowq przyjmujecq wartosci w zbiorze liczb natural-
nych, to X jest procesem punktowym. Jesli X jest miarqg losowq i dla kazdego
reR, X({r}) <1, to X jest procesem prostym. Proces Poissona jest proce-
sem punktowym prostym.

Zadanie 1.13 Dla dowolnego zbioru przeliczalnego S = {t1, t, ...} zawartego
w T definiujemy o-ciato w =7 (ozn. X¥(ZT)), ktére jest generowane przez
jednowymiarowe cylindry postaci 7; *(A), gdzie A C Zit € S. Udowodnié,
ze
xT=J a%E=").

ScT
Dow6D. Oznaczmy D = Uger X% (Z1). Oczywiscie D € XT. W druga strone
wystarczy pokazac, ze D jest o-ciatem.

[

W dalszym ciagu potrzebowaé¢ bedziemy nastepujace twierdzenie z teorii
miary []:

Twierdzenie 1.14 (O zgodnosci dwéch miar) Zaldimy, ze dane sq dwie
miary okreslone na (£, X). Niech dana bedzie rodzina G zbiorow zamknigta ze
wzgledu na skoriczone przekroje i taka, ze (E) = v(F) dla E € G. Zakladamy
ponadto, Ze istniejg zbiory E; € G takie, Ze u(E;) = v(E;) < 00 i 2 = U2, E;
(czyli zakladamy, zZe miary sq o-skonczone). Wowczas miary p i v sq zgodne
na o-ciele generowanym przez G.

Definicja 1.15 Rozktadem funkcji losowej X : Q — =T nazywamy miare
probabilistyczng okreslong na (27, XT) wzorem

pE) = Plw: X(w) € E),



gdzie E € XT. Na zbiorach cylindrycznych postaci
C= (4,
j=1

gdzie Aj € X

() =Plw: Xy (w) € Aj,j=1,...,n}.

Chcemy teraz zawezi¢ funkcje losowg do zbioru =X, gdzie K ¢ T. W
tym celu wprowadzmy oznaczenie, przez z(t)),., lub 7k (z) = x|, bedziemy
oznacza¢ obciecie funkeji x : T — = do zbioru K. Zauwazmy, ze operator
obciecia

T . =T

ny 28 - EF

jest odwzorowaniem X% /X7 mierzalnym.

Wowczas jesli X jest funkcja losowa, to mozemy wprowadzié¢ funkcje lo-
sowa XX w nastepujacy sposéb. Niech X (w) bedzie realizacja funkcji losowej
oznaczong przez x(t). Woéwczas realizacje funcji losowej X% mozemy zdefi-
niowaé jako 7k (), czyli XX = 7L (X). Pozostaje sprawdzi¢, ze definicja jest
poprawna, czyli X% : QO — =X jest X¥ /F mierzalna co wynika ze zloze-
nia funkcji mierzalnych. Zatem mozemy wprowadzi¢ réwniez rozktady px na
(2, XK). Analogicznie mozemy zdefiniowaé¢ operatory 73 oile K € J C T.
Poniewaz rodzine miar zdefiniowaliSmy uzywajac operatora obciecia, zatem
jesli S = {t1,...,t,}, to aby obliczyé¢ ug(A; x --- x A,) porzadkujemy zbior
S, t;, <---<t; (tutaj stosujemy identyfikacje)

A xoox Ay ={ze=5 a(t;) € Ajj=1,...,n}
1 wowczas
ps(Ay x - x A,) = P{w: X5(t;,,w) € Aj,j=1,...,n}
= Pl{w: X(t;;,w) € Aj,j=1,...,n}
=pu({zr € 2" 1 a(ty) € Ay, ..., 2(ti,) € A},

co wyjasnia (1.1) dla rodzin skonczonych.

Twierdzenie 1.16 Powyzej zdefiniowana rodzina spetnia warunek

(1.1) pic = o (mge) ™



i ogolnie
(1.2) pc = pu o (m) ™!

DowOD. Aby udowodni¢ (1.1) zauwazmy, ze obie miary sa zgodne na
zbiorach cylindrycznych, ktéra to rodzina jest zamknieta ze wzgledu na skon-
czone przekroje. Reszta wynika z twierdzenia 14. Do dowodu (1.2) zauwazmy,

ze

pi = po (mg) "t = po (rgomy) ™

= po(my) " o (mi) ™ = p o (mx) "

Definicja 1.17 Rodzina miar pix na XX indeksowana zbiorami skoticzonymi
spetniajgca warunek (1.2) dla dowolnych zbioréw skonczonych nazywa sie
rodzing zgodna

Z twierdzenia 16 wynika, ze zgodno$é¢ miar jest warunkiem koniecznym

istnienia miary na Z7. Twierdzenie Kotmogorowa pokaze, ze jest tez warun-
kiem wystarczajacym.
Twierdzenie 1.18 Niech X i Y bedg funkcjami losowymi w =T o Scieikach
w U. Wowcezas rozktady funkcji losowych X, Y oznaczone przez p,v sq iden-
tyczne na U C ET wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego zbioru skoticzonego
JCT

By =Vy.

DowOD Dowdd w jedng strone = jest teraz oczywisty. Dowod w drugg
strone jest oparty o twierdznie 14. Trzeba zauwazy¢ tylko,ze rodzina zbioréw
cylindrycznych jest domknieta ze wzgledu na skonczone przekroje.

®

Rozwazmy teraz T' = [0,1], 2 = R, X = Bg, U = C(T). Niech u bedzie
zadang miarg probabilistyczng na (27, XT). Miare te mozemy rozszerzyé¢ do
miary zewnetrznej p*(B) = infgcpexr (u(F)), [Lojasiewicz str.99].

Lemat 1.19 Zbior U ma miare zewnetrzng jeden p*(U) = 1 wtedy 1 tylko
wtedy gdy dla kazdego zbioru przeliczalnego T C T':

w{fe RT . fi.jest jednostajnie ciggta w 7} = 1.

Zauwazmy, ze do naszych rozwazan wystarczy zalozyé, ze miara p jest
) )
zupeta, czyli X7 rozszerzamy o wszystkie zbiory miary zero.



DowOD. = Niech p*(U) = 1. Dla danego 7 przeliczalnego definiujemy

zbior
A, ={y eR": 1|, jest jednostajnie ciggta w 7}.

Wowczas poniewaz U C A;, to 1 = p*(U) < p*(A;) < 1 co konezy dowdd
implikacji.

<= Niech teraz E € X7 dowolny zbiér taki, ze U = C(T) C E. Wystar-
czy pokazaé, ze u(F) = 1. Z zadania 13 istnieje S = {t1,ts,...} C T taki, ze
E € X5(ZT), czyli istnieje A € AN = (Bg)N

E={feRT: (f(t), f(t2),...) € A}.

Mozna pokazaé, ze dla dowolnej funkcji 1 € RT takiej, ze V)¢ jest jednostajnie
ciggly istnieje funkcja ciagta f : T — R taka, ze f; = 1),. Poniewaz C(T") C
E stad wynika, ze ¢ € E, czyli

Ag = {¢p € R" : ¢y jednostajnie ciaglty} C E.

Stad 1 = p*(As) < p*(F) = u(E) < 1 co konezy dowdd.

[

W nastepnych rozdziatach pokazemy, ze istnieje miara Wienera skoncen-
trowana na U = C(T) w sensie lematu 19. Stad bedzie wynikaé, ze mozna
wprowadzi¢ miar¢ na U, gdyz zachodzi nastepujacy lemat

Lemat 1.20 Niech (E, &, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. Niech E' C
E taki, ze P*(E') =1, to istnieje dokladnie jedna miara probabilistyczna P’
na (E', E'NE) spelniajgca réwnanie

(1.3) P(E'NA)=P(A), Acé.

DowOD. Sprawdzimy, ze (1.3) moze stuzy¢ jako definicja miary. Wystar-
czy sprawdzi, ze definicja jest poprawna, czyli dla dowolnych A;, Ay € &
jesli

(1.4) E'NA =FEnNA,,

to P(A;) = P(Ay). Zauwazmy, ze z (1.4) wynika, ze A;AA; = (A; \ A2) U
(A2 \ A1) C E\ E'. Stad

P(A1AA) < PXH(E\E)=0

zatem P(A;) = P(Ay). Pozostale wlasnosci wynikaja z definicji.
[ ]



Oczywiscie przestrzen U = C(T'), T = [0, 1] jest przestrzenia oSrodkowa
Banacha z norma supremum ||z = sup,¢(o 1 [2(t)]- Istnieje zatem w U natu-
ralne o-cialo zbioréw borelowskich By, czyli o-cialo generowane przez kule
otwarte K,.(z) ={y: ||z — y|| < r}.

Zadanie 1.21 Pokazaé, Ze
By =Un(Br)".

Sens tego zadania jest jasny. Do definicji funkcji ciagtej v potrzeba i
wystarcza podzbior przeliczalny gesty w T' taki, ze cigg )4 jest jednostajnie

ciagty.

Zadanie 1.22 W dowodzie lematu 1.19 uzyto nastepujgcej identyfikacji. Jesli
S = {tl,tg,...} cT, to

XSEN ={{f e R : (f(th), f(t2),...) € A} : Ac &N}
Uzupetni¢ dowdd.

Zadanie 1.23 Pokazaé, ze dla dowolnej funkcji v € RT takiej, ze g Jest
Jednostagnie ciggly istnieje funkcja ciggla f T — R taka, Ze fig = 1.



2 Twierdzenia o rozszerzaniu

W rozdziale tym podamy podstawowe konstrukcje rozszerzajace rodziny miar
zgodnych do miary na Z7. W tym celu przypomnimy definicje ciata skoricze-
nie addytywnym & zbioréw z przestrzeni E [Lojasiewicz str 73].

Definicja 2.1 Jesli A,B € &, to AUB € i A\ B € E, to £ nazywamy
cratem skonczenie addytywnym

Nastepnie niech F' bedzie funkcja skonczong, nieujemna i skonczenie ad-
dytywna w ciele &£.

Twierdzenie Carathéodory 2.2 Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby funkcja F dala sie rozszerzyé do miary na o-ciele generowanym
przez ciato skonczenie addytywne & jest jej przeliczalna addytywnosé w &.
[Dowéd Lojasiewicz str 99.]

Definicja 2.3 Przestrzenie mierzalne (E1,&1) i (F2, &) sq izomorficzne w
sensie Borela, jesli istniejq funkcje f i f=1

fBy— By, [':E— E
odpowiednio mierzalne.

Definicja 2.4 (E,E) jest przestrzeniq Borela jesli istnieje zbior borelowski
A w[0,1], taki, ze (E,E) oraz (A, ANBjo,)) sq¢ izomorficzne w sensie Borela.

Sformutujemy lemat, ktérego dowodd jest oparty o istnienie warunkowych
prawdopodobienistw.[Kallenberg]

Lemat 2.5 Niech dane bedg zmienne losowe X, X' : (1, F) — (E,X) o
jednakowych rozktadach L(X) = L(X') oraz zmienna losowa Y : (Q,F) —
(A, A), gdzie (A, A) jest przestrzeniqg Borela. Niech zmienna Z ma rozklad
jednostajny na [0,1] i jest niezalezna od X'. Wowczas istnieje funkcja mie-
rzalna f : 2 x [0,1] — A taka, Ze

L(X' f(X',2))=L(X,Y),
L(+) oznacza rozklad zmiennej losowe;.

Twierdzenia Daniella podamy nieco w ogdélniejszej formie niz tego wy-
maga dalszy wyktad. Do tej pory mowilismy o rodzinach miar zgodnych. W
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tym twierdzeniu zakladamy, ze rodzina miar jest kolejno zgodna. Niech
dla kazdego n, A, bedzie przestrzenia Borela z za$ pu, oznacza miar¢ pro-
babilistyczna na przestrzeni produktowej [[7_; A;. Rodzina miar jest kolejno
zgodna jesli dla

fin1(D X Apyr) = pn(D).

Zauwazmy, ze taka rodzina wyznacza rodzine miar zgodnych. Wystarczy uzu-
pemhié¢, te rodzine o wszystkie miary brzegowe.

Twierdzenie Daniella 2.6 Niech dla kazdego n, A, bedzie przestrzeniq
Borela, 2a$ p, oznacza miare probabilistyczng na przestrzeni [[7_, A;. Jesli
rodzina miar i, tworzy rodzine kolejno zgodng, to istniejg zmienne losowa
X, : Q — A, takie, ze L(X1,...,X,) = pn dla kazdego n oraz istnieje miara
probabilistyczna i na [152, A; taka, zZe jesli m, oznacza (projekcje) operator
obciecia

[e's) n
Tn - H Aj — H Aj,
j=1 7j=1

to py = pom, .
DowOD. Mozna zauwazy¢ [Kallenberg] (dow6d uzupelimy pézniej), ze

istnieje €2, dla ktorej mozna wybraé ciagg niezaleznych zmiennych losowych
X, Zy, Z3, Zy, . .. taki, ze Z; ma rozktad jednostajny na [0,1] zas L(X) = 1y

oraz dla kazdego n istnieje ciag (zalezny od n) &7, ..., &7 taki, ze
(2.1) LEY,...,&) = in.
Ciag zmiennych X7, Xs, ... konstruujemy indukcyjnie. Zalézmy, ze pota-

fimy skonstruowac cigg X, Xo, ..., X, taki, ze

E(Xl,XQ, ce 7Xn) = Un-

Jak skonstruowaé X, . Korzystajac z warunku (2.1) wybieramy £/, . .. ,ggﬂ

tak aby
‘C( 71H_l> e 752-—:-_11) = fn41-

Poniewaz rodzina jest kolejno zgodna

LEM et = £(X1, .., X)) = fin.

n

Korzystajac z Lematu 2.5 zastosowanego dla

X=¢t et X =X, X,



otrzymujemy, ze istnieje X, 11 = f(X', Z,41) taki, ze
‘C( 71H_17 R Zi%) = ‘C(Xla cee ,Xn, Xn-i-l)a

co konczy dowdd.

[

Nastepne twierdzenie uogélnia wynik Daniella na (27, X7T). Oczywidcie
trudnos$é¢ pojawia sie tylko gdy T jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Twierdzenie Kolmogorowa 2.7 Niech (2, X) bedzie przestrzeniq Borela.
Zatozmy, ze dana jest rodzina miar zgodna py, J skonczony, J C T na
(27, x7). Wéwczas istnieje funkcja losowa X o rozktadzie p na (27, x7)
takim, Ze py = po (77)~L.

DowO6D. Zauwazmy, ze korzystajac z definicji o ciata X¥(ZT) (zadanie
1.13) i twierdzenia 2.6 dla dowolnego zbioru przeliczalnego S C T mozemy
zdefiniowaé miare pug na X°(Z7) taka, ze miary py dla J C S s miarami
brzegowymi p; = pg o (75) 7t

Z twierdzenia 1.14 wynika, ze rodzina miar ug, gdzie S jest skonczony
lub przeliczalny spelnia warunek zgodnosci (1.2). Pamietajac, ze (zad. 1.13)
XT = Uger X%(ET) mozemy zdefiniowaé funkcje na A € X7 wzorem

p(A) = ps(A),

gdzie A € X5(ZT). Poniewaz rodzina spetnia warunek zgodnosci (1.2) de-
finicja nie zalezy od wyboru S. Oczywiscie p jest miara gdyz w definicji
miary wszystkie operacje sg przeliczalne. Poszukiwany w twierdzeniu proces
X; mozemy zdefiniowa¢ X; = m;, gdzie (27, X, 1) jest przestrzenia probabi-
listyczna.

Inny dow6d ( A.D. Wenzel). Istnienie miary p wynika, réwniez bezpo-
Srednio z twierdzenia Carathéodory’ego 2.2 w ktorym za ciato zbioréw bie-
rzemy zbiory cylindryczne w nastepujacy sposob. Niech A bedzie zbiorem
cylindrycznym, wéwezas istnieje zbior skoriczony K taki, ze A € X% (ZT).
Addytywng funkcje zbioréw definiujemy przez

F(A) = pr(A).

Definicja nie zalezy od wybory zbioru K, bo te miary tworza rodzine zgod-
na. W dowodzie, ze F' jest przeliczalnie addytywny w ciele wykorzystuje sie
zalozenie, ze zbiory sg przestrzeniami Borela.

[
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Zadanie 2.8 Pokazaé, ze zdefiniowana w dowodzie twierdzenia Kotmogorowa
funkcja zbiorow jest miarg.

Wystarczy sprawdzi¢, ze zdefiniowana miara w dowodzie twierdzenia jest
przeliczalnie addytywna. Niech 4; € X7 s roztaczne. Z zadania 1.13 istnieja
zbiory przeliczalne S; C T takie, ze A; € X (Z7). Poniewaz S = U; S; jest
zbiorem przeliczalnym zatem

A JA; € x5 (E=T).
J

Stad
nlJ4) = MS(U Aj) = ZMS(AJ') = u(A).

J J J
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3 Miary skoncentrowane na C(T)

w tym rozdziale skonstruujemy miar¢ Wienera. Rozpoczniemy od nieréwnosci

Garsia, Rademich i Rumsey [1970].

Theorem 3.1 Niech p i U bedg funkcjami cigglymi, Scisle rosngcymai okre-
Slonymi na [0, 00) i takimi, ze p(0) = W(0) = 0 oraz lim;_,o, V() = co. Niech
¢ € C(T). Wowczas jesli

(3.1) // ( |t_8(|))|)ddt < B,

to

32) o) - o) <8 [ v (2 plaw),

DowOD. Definiujemy funkcje:
1 £ —
I(t) :/ o <M> ds.
0 p(|t = s)
W dalszej czesci pokazemy, ze z zatozenia
1
/ [(t)dt < B
0
wynika istnienie ¢y € (0,1) takiego, ze
I(ty) < 2B I(1—1y) < 2B.

Wybierzemy ciag nierosnacy {t,},>1 C [0, to]. Majac t,,_1, n > 1 definiujemy
dn—1 (d_1 = 1) tak aby

§da-) = 30tn1).

Wéwezas wybieramy ¢, € (0,d,,_1) tak aby

(3.3) I(ty) < 2B/dy_+
|6(tn) — D(tn-1)]
(3.4) 7 ( i ) < 2 (ty1)/dn1.

12



Aby uzasadni¢ ten wybor zauwazmy, ze jesli
A={t € (0,d,—1): I(t) >2B/d, 1},

to
2B

dnfl
B>/ It}/]tdt Al
"> [ 10w 22 1)

Stad miara |A| < d,,—1/2. Z drugiej strony dla zbioru

D:={te(0,d 1): ¥ <|¢z§€|)t_—ii%1_|)l)|> > 2 (tyo1)/ 1},

mamy

p(‘tnfl - 3‘)
[P(tn-1) — ¢(s)]
/D v ( T ) ds > 2|D|(tn_1)/dp1.

Zatem réowniez |D| < d,—1/2 co dowodzi istnienia punktu ¢, spetniajacego
(3.3) 1 (3.4). ZdefiniowalisSmy ciag

= [ (\qs(tnl) - ¢<s>|> s

th <dp_1 <ty, 1.

Co wiecej
2p(dnt1 = p(tay1) < p(dn) = p(tn)/2.
Zatem
P(tnsr) < pltn)/2".

Stad dla n — oo, p(t,) — 0 zatem t,, — 0. Ponadto

Pt = tni1) < plta) = 2p(dn) = 4(p(dn) — Sp(dn)) <

< 4A(p(dn) = p(dns1)).
Stad oraz z (3.3) i (3.4) wynika, ze
9(tn) — (tnt1)| < \I]_l(QI(tn)/dn)p(tn — tnt1)

<ot ( b ) Ap(dyn) = pldnyr)) < AT (tf) (p(dn) = p(dn1))

dn 4B
-1

n—+1
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Sumujac po n otrzymamy

(3.5) 6(t) <a [ (37 plaw)

Biorac za funkcje ¢ funkcje ¢(1 — t) i powtarzajac rozumowanie

(3.6) 16(1) — &(1 — to)| 4/ < >du)

Jeszcze wypada zobaczy¢, ze dla zbioru
C:={te(0,1):1(t) > 2B}
otrzymamy
B> /01 I(6)dt > /CI(t)dt > 2B|C),
czyli |C| < 1/2. Zatem mozna wybraé punkt ¢ taki, ze jednoczesnie
I(ty) < 2B I(1—t,) < 2B.
Stad z (3.5) i (3.6) wynika, ze

(3.7) 6(1) <s [ (57 plaw).

W szzczegdlnosci jesli 0 < s < t < 1 definiujemy nowe funkcje

o(u) = P(s+ (t — s)u), wue|0,1]

oraz
p(u) =p((t = s)u), we[0,1].

Jak tatwo sprawdzi¢ dla nowych funkcji zachodzi warunek (3.1) z nowa stala
B/(t — s)?. Stosujac wzor (3.7) do nowych funkcji i nowej stalej a nastepnie
stosujac zamiane zmienych otrzymuje teze twierdzenia.

®

Zauwazmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego odcinka [0, al,
a > 0.

Whniosek 3.2 Niech (E,E, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. I niech
proces
X :[0,00) x E—R

jest o ciggtych trajektoriach. Jesli dla dowolnego a > 0 istniejg parametry
a=a,>0,r=1r,>0 oraz C =C, < < takie,ze

(3.8) Bl X, — X,["<Clt—s|"", 0<t,s<a
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wowcezas dla dowolnego v = 7, € (2,2 + «) oraz A > 0

|Xt - Xs| 8y 1
3.9 P > ANYT) < CAJN,
(3:9) <O<Ssglt)<a |t — s|? v — 2( ) /

gdzie B = B, = (v —2)/r za$
A=A, = / / [t — 5|+ dsdt.
0 Jo

DowOD. Z cigglosci trajektorii wynika, ze proces jest progresywnie mie-
rzalny (zob. twierdzenie 6.4), czyli dla kazdego a > 0 obciecie procesu do
[0,a) jest Bjq ® £/Br mierzalne. Z warunku (3.8) oraz definicji stalej A

wynika, ze
/ / X=X\ oy
’t — 3‘7/7"

a ra |Xt_ s| 1
/0/0E<|t—3|<1+a>/r e dedt < AC

Z nieréwnoéci Czebyszewa

(/ / <||i(t—s|7/i> dsdt>)\> < CA/A.

Woéwezas na dopetnieniu powyzszego zbioru i z twierdzenia 3.1

lt=s| 4\ [t—s|
[Xe = Xl < 8/ () /" = 8(4>\)1/T/ u” oy ) du
0

= 8N [t — [T (y /1) (1r/ (v — 2)).
co konczy dowdd.

[

Powrécimy teraz do zagadnienia, ktore rozpatrywaliSmy w rozdziale 1.
Mianowicie sformutowalismy warunek przy ktérym miare probabilistyczna
na R” mozna zawezi¢ do C'(T'), lemat 1.18 i 1.19. Okazuje sie, ze taka sytuacje
mamy dla miar, ktére pochodza od proceséw spelniajacych warunek (3.8).
Sformutujemy to twierdzenie na odcinku 7" = [0, 1] cho¢ jest ono prawdziwe
réwniez na potprostej [0, 00).

Twierdzenie 3.3 Niech dana bedzie miara p na RT (Bg)? taka, Ze istniejq
statea>0,r>14+a i C >0, ze dla

(3.10) Elm — m|" _/|¢ D) u(d) < Clt — s, 0<s<t<1.

15



Wowczas p*(C(T)) = 1.

DowOD. Z lematu 1.19 wynika, ze wystarczy pokazaé, ze dla kazdego
zbioru przeliczalnego S

({1 € RT ¢ ¢y jest jednostajnie ciagly}) = 1.

W tym celu zobaczmy, ze jesli zbior 7 jest skoniczony, to zbiér (stale dobie-
ramy jak we wniosku 3.2)

t) — 8
ox o= (o B < )

jest (Br)T mierzalny co wynika z mierzalnogci funkcji mr;, ¢ € 7. W odpowiedni
sposob dobieramy teraz zbiory

T:TN:{OZtO,N<"'<tN,N:1}.

tak aby S C UN_; 7~ 1 T8 C Tn41. Zauwaziy, ze

o0

U ﬂ wa C{y e RT - 1Y) jest jednostajnie ciagly}.

Stad
(3.11) p ({1 € RT : 9 jest jednostajnie ciagly})

hm lim p(Arya)-

A—o00 N—oo

Zdefiniujmy tamang interpolujaca ¥ w punktach zbioru 7y o wartoéci do-
wolnej funkcji ¢, czyli

(tiginy — )t n) — (t = ti n)Y(tiraN)

tivi,n — tiN

YN(t) =

, v STt

)

Niech s < t dowolne. Wowczas t; vy <t <ty nvoraztjny < s < tjpn. Wtedy
korzystajac z zatozenia (3.10) mozemy wykonaé nastepujace szacowanie

J 1) =¥ (s) () <37l = s,
Rzeczywiscie korzystajac w z nierownosci Jensena; dla a, b, ¢ > 0 mamy

(a+b+c)" <3 Ha"+ b+ "),
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gdyz r > 1 oraz z nieréwnosci a” + 0" + ¢ < (a + b+ ¢)" rozwazamy trzy
przypadki. Pierwszy ¢; yn < s <t < t;41 n. Proste rachunki w tym przypadku
pokazuja, ze

J 108 0) = 0¥ () utd) < Cle = st

Drugi t; v < s < tip1,n <t < tiqon sprowadzamy do poprzedniego gdyz
J1¥ =0 ) ud) <270 [ (9 (tian) =0V () HE (=0 (tig ) i)

< C2 |tipan — s|" + [t = tipan]) SOt — 5]

Trzeci sprowadzamy réwniez do pierwszego. Korzystajac z wniosku 3.2 dla
YN otrzymujemy

H({@D : sup W(t) — 7/’(5) > 8’7

= 4 1/7" < r—1 A ]
t,seT ‘t—3|5 ,7_2( )‘) }) 3 C /)\

Wykorzystujac teraz (3.11) wnioskujemy, ze p*(C(T)) = 1.

[ J
Twierdzenie Kolmogorowa 3.4 Zalozmy, zZe dana jest rodzina zgodna i,

K Cc T =10,1]. Jesli istniejg o > 0, r > 1+«, C > 0 takie, Ze dla dowolnego
S ={s,t}, s<t

[ [l = alus(de x dy) < Cle — 5|+,
R JR
to istnieje doktadnie jedna miara probabilistyczna na (C(T), Bo(ry).

DowOD. Wystarczy zauwazyé, ze dla s < ¢ 1 .S = {s,t} mamy

/C(T) |Te(¥) — s ()| pu(drp) = /R/R ly — 2| ps(dz x dy).

Nastepnie trzeba wykorzysta¢ zadanie 1.21, Lemat 1.19 i 1.20 twierdzenie o
istnieniu miary oraz wszystkie twierdzenia z tego rozdziatu.
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4 Nieréwnosci Dooba dla podmartyngatéow

Zanim przejdziemy do definicji i wltasno$ci martyngaltow potrzebowaé bedzie-
my nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 4.1 Niech (E,E,v) przestrzen mierzalna. Wowczas dla p > 0
i kazdej funkcji nieujemnej f € LP(v)

(4.1) /Efp(x)u(dx) = p/ooo N7ly(x s f(z) > N)d).

DowOD. Wzér otrzymujemy stosujac twierdzenie Fubiniego:

[t = [ " ot w(de)

:p[E/O N o sy dA v(de) :p/o N~y (z s f(x) = N)dA

co konczy dowdd.
[

Twierdzenie 4.2 Niech X,Y nieujemne zmienne losowe okreslone na prze-
strzeni probabilistycznej (2, F, P) i takie, ze EY < oo oraz dla kaZdego A > 0

(4.2) P(X >N <= YdP.
A XA
Jesli ponadto dla pewnego r > 1Y € L"(P), to X € L"(P) oraz

r

(4.3) (EX")Vr < - (EYT)YT,

r —

DowOD. Z wzoru (4.1) oraz (4.2)

EX" = r/oo AIP(X > A)dA
0

o 1
<r / N2 [ yapdy.
0 A JxzA

Oznaczmy przez P’ nowa miare dP’ = Y dP (niekoniecznie probabilistyczna).
Woéwezas ostatni wzér mozemy zapisa¢ w postaci

EX" < r/oo A2P(X > A)dA.
0
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Korzystajac znowu z (4.1) otrzymujemy

r
r—1

EX" <r / TNRP(X > AN = / X"ldp!
0 Q

_ T / X"y 4P,
1 /o

r —

Korzystajac z nieréwnosci Holdera dla p = r/(r — 1) i p’ = r otrzymujemy
EXT < %(Eyr)l/T(EX'r)('r—l)/r‘
r—

Dzielac stronami
r

(EXr)l/r < (Eyr)l/r‘

r —

Definicja 4.3 Niech T'= [0,1] lub T = [0,00). Niech (2, F, P) bedzie prze-
strzenig probabilistyczng. Filtracja nazywamy rodzine o-ciat F;, t € T ta-
kich, ze dla kazdegot € T' Fy C F. Ponadto dla s < t, Fs C F;. Bedziemy
rowniez zakgldac, ze Fy zawiera wszystkie zbiory miary zero tzn. miara P jest
zupetna. Proces stochastyczny X, jest adaptowany jesli dla kazdego t € T,

XtE.Ft.

Definicja 4.4 Proces stochastyczny X;, t € T adaptowany do filtracji F;
nazywamy martyngatem (podmartyngatem) {nadmartyngatem} jesli dla kaz-
degot € T, E|Xy| < 00 oraz dla kazdego s < t

P prawie wszedzie.

Przypominamy, ze istnienie warunkowej wartosci oczekiwanej E|[X|F]
wynika z twierdzenia Radona-Nikodyma i oznacza ze jedli istnieje f € F i
dla kazdego zbioru A € F;

/ X,dP = / fdP,
A A

to E[X;|Fs] = f P prawie wszedzie. Rozpoczniemy od pokazania nieréwnosci
Dooba dla podmartyngatow.

Twierdzenie 4.5 Jesli proces X; jest podmartyngatem o prawostronnie cig-

gtych trajektoriach, to dla dowolych A >0 i s >0
1
(4.4) P({sup X; > \}) < X,dP.

< =
0<t<s A {SUPogtgs XA}
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W szczegolnosci jesli X, jest nieujemny, to

1
(4.5) P({sup X; > \}) < T EX.,.
0<t<s A
oraz dlar >1
1/r r
(4.6) (E( sup Xt)’”> < (EXT)Y"
0<t<s r—1

Nierowno$é oznacza, zZe jesti prawa strona jest nieskonczona to rowniez nie-
skoniczona jest lewa strona

DowOD (4.5) wynika natychmiast z (4.4) zas (4.6) wynika bezposrednio
z (4.4) i twierdzenia 4.2 przyjmujac X = supg,c, X; za$ ¥ = X,. Ponie-
waz trajektorie sa prawostronnie ciagle, to aby udowodnié (4.4) wystarczy
pokazaé, ze dla dowolnego n oraz S, = {0 =ty < --- <t, = s}:

1
(4.7) P({ sup X;, > \}) <~ X dP.
0<k<n A {Supogkgn Xy, 2A}
Najpierw pokazemy, ze z (4.7) wynika (4.4). W tym celu zauwazmy, ze jesli
s € S, gdzie S jest przeliczalny i gesty w [0, s], to poniewaz trajektorie sa
prawostronnie ciggte, to
{sup X; > A} = {sup X; > \}.
tes

0<t<s

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze przy odpowiednim wyborze S, oraz n — oo
{sup X; > A} 7 {sup X; > A}
teSy tesS

co pamietajac o ciggtosci miary prowadzi do pelnego uzasadnienia implikacji
z (4.7) do (4.4). Wrécimy teraz do dowodu (4.7). Definiujemy ciag zbioréw:
Ag={X;, 2 A} orazdlal <k <n

Ak = {th > AN <I?gaX_l Xti < )\}

0

Oczywiscie A;NA; =0, dla i # j;

{sup X, > A} = J Ax
k=1

0<k<n
oraz Ay € Fy, dla k =0,...,n. Woéwczas z nieréwnosci Czebyszewa
n 1 n
P({ sup X, > A} = Y0 P(A) < 5 Z/ X, dP.
0<ksn k=0 k=0 Ak
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Poniewaz X, jest podmartyngatem z definicji wynika, ze X;, < E[X,|F,]
zatem

thdpg/ E[X,|F,])dP = [ X.dP.

Stad

1o 1o 1
- X, dP < ~ / X.dP < f/ X.dP.
A ;;)/Ak * A kz:%] Ag, A {suPgcrgn Xt 22}

Co konczy dowod.
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5 Procesy Markowa i miara Wienera

Kilka uwag jest na miejscu. W poprzednich rozdziatach przyjmowaliémy naj-
czedciej, ze T = [0, 1]. Okazuje sie, ze mozemy udowodnié¢ analogiczne twier-
dzenia przyjmujac za T = [0,00). Zatem bedziemy powolywaé si¢ na po-
przednie twierdzenia przyjmujac, ze T' = [0, 1] albo T = [0, c0).

W ponizszej definicji funkcji prawdopodobienstw przejs¢ s,t interpretu-
jemy jako czas. Zatem zbior T' moze oznaczaé réwniez zbior liczb catkowi-
tych lub naturalnych. Funkcje prawdopodobienstw przej$é¢ to rodziny miar
p®t(x,T). Interpretacja tej funkcji jest nastepujaca znajac pozycje punktu
r € S wchwili s, u®(z,T") jest prawdopodobiefistwem, ze w chwili ¢ znajdzie
sie punkt = w zbiorze I' C S. S oznacza zbiér stanéw. Poniewaz gtéwnie
interesujg nas ewolucje na prostej od razu przyjelismy S = R.

Definicja 5.1 Funkcja prawdopodobieristwa przejsé oznaczona przez p®'(z, T')
lub P(s,x,t,T') jest okreSlona dla s,t € T s <t, x € R za$ zbior " € By i
spetnia nastepujgce warunks

1. dla ustalonych s,t,z funkcja zbioréw p**(z,-) jest miarg probabilistyczng
okreslong na Bg.

2. dla ustalonych s,t, T funkcja pu>'(-,T') jest Br/Br mierzalna

3. (réwnania Chapmana-Kolmogorowa-Smoluchowskiego) jesli 0 <
s<t<uil € Bg, to

(5.1) oz, T) = /]R p (y, D) p* (, dy).

Dla s =t przyymuje sie, Ze

Zauwazmy, ze zalozenie 2 jest potrzebne przy definicji (5.1) gdyz wowczas
calka jest poprawnie okreslona.

Zauwazmy, ze rodzina miar p®'(x,-) generuje nam réwnowazna rodzine
operatoréw:

PP = [ F)n (. dy).

Oczywiscie operatory sa liniowe i dobrze okreslone dla funkcji ograniczonych
B. Jesli w tej przestrzeni wprowadzimy norme supremum

IfII' = sup [ f()],
Tz€R
to operatory te sa kontrakcjami, czyli

PO < -
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Ponadto P*!(1) = 1, P> = I oraz z warunku (5.1) otrzymujemy warunek
sktadania operatorow
Ps,u _ PS’tPt’u.

Pokazemy teraz sens probabilistyczny rodziny p®'(x,-). W przestrzeni mie-
rzalnej (RT, (Br)? wprowadzamy filtracje. Przez B; oznacza¢ bedziemy o-
cialo w R generowane przez jednowymiarowe zbiory cylindryczne 7' (A)
dla 0 < s < t co mozna zapisaé jako B; = o[m, : 0 < u < t]. Zauwazmy, ze
jedli s < t, to By C B; oraz B; C (Br)T zatem tworza filtracje.

Zauwazmy, ze ta filtracja generuje filtracje dla U = C(T), gdzie By, =
B:NU.

Niech (2, F, P). Prawdopodobiefistwo warunkowe definiujemy wzorem
P[A|G] = E[14]G], gdzie G C F to ustalone o-ciato. Funkcja I4 jest funkcja
charakterystyczng zbioru A. W dalszym ciagu bedziemy uzywaé oznacze¢ z
rozdziatu 1 (por. wzoér (1.1)). I tak miary brzegowe odpowiadajace mierze
bedziemy oznaczaé przez gy lub iy, 4., gdzie J = {t1 < ..., t,}.
Definicja 5.2 Niech p*'(x,T') = P(s,z,t,T") bedzie funkcjg prawdopodobieri-
stwa przej$é i v niech bedzie miarg probabilistyczng na (R, Br). Miara pro-
babilistyczna pu na (RT, (Br)T) jest nazywana procesem Markowa z funkcjq
przejsé pt(x,T) i rozkladem poczgtkowym v jesli

(5.2) ({1 € RT : (0) € T}) = pio(T) = w(T)
oraz dla wszystkich 0 < s <t il € By
(5.3) ul{v € RT 1p(t) € THBL(¢) = ' (¢(s), T),

gdzie ¢ € RT i réwnosé zachodzi w RT p prawie wszedzie.

W $wietle definicji 5.2 rodzina miar ' okresla prawdopodobiefistwa wa-
runkowe (wzor 5.3).
Aby uzyska¢ wiedze o samym rozktadzie p zauwazmy, ze poniewaz

EP[A|G] = P(A),

to dla s < t (uus oznacza miare brzegowa (1.1) zas (RT, (Bg)T, u) przestrzen
probabilistyczna,)

(5.4) p{e) € 1Y) = [ Pls,wls).t.D)dn(v)

(55> = /RT P(377Ts(¢)7tvr>d:u(¢) = /RP(S,I‘,t,F)MS(d:L’).
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Poniewaz s jest dowolne niech s = 0. Wéwczas

u({o(t) € T}) = /R P(0, 2,1, T)po(dx) = /R P(0,2,t,T)dv(z).

Pelny zwiazek okresla twierdzenie 5.3.
Twierdzenie 5.3 Niech P(s,x,t,T") bedzie funkcjq prawdopodobieristwa przejsé
i v niech bedzie miarg probabilistyczng na (R, Br). Definiujemy rodzine miar

na (R™, BE)
(5.6) P(T)=v(T), T €Bg

(5.7) P(I) = / P(0,2,t,T) Py(dz)

R

zdlaJ:{O<t1<<tn+1}

(58) Ptl ..... tn4+1 (A) - /A P(tnaynatn-i-ladyn-'rl)Ptl ..... tn(dyl X ... X dyn)7

gdzie A € (Bg)"t'. Wowczas rodzina miar probabilistycznych P; = Py,
jest zgodna. Ponadto miara u okreslona na (R, (Bg)T) przez tq rodzine jest
procesem Markowa z funkcjqg prawdopodobieristwa przejsé P(s,x,t,T") oraz
rozktadem poczgtkowym v wtedy i tylko wtedy gdy rozklady skonczenie wy-
miarowe piy, J C T miary u okreslonej na (RT, (Br)T) sq réwne Pj.

Uwagi. Wzor (5.8) najlepiej rozpisa¢ dla zbior6w produktowych tzn. A =
A, xT, A, € (Br)" zas I € Bg. Wéwczas

(59> R&l ..... tn41 (A) - / P(tmymtn+17r)R€1 ..... tn(dyl X...X dyn)

n

Zauwazmy, ze jeSli I' = R, to poniewaz P(tp, Yn,tns1, R) = 1 zatem
(5.10) Pyt (B) = Pyt (An).

7 powyzszych rozwazan oraz wtasnosci funkcji prawdopodobienstwa przejs¢
(5.1) wynika, ze dla s <t

(5.11) PAT) = /RP(s,x,t,F)Ps(dx).

DowOD.Dowdd zgodnosci ograniczymy do rodziny dwuelementowej S =
{t1 <t2}. Z (5.10) widzimy, jesli A =T'; x R, to

Ptl,tg(rl X R) = Pt1 (Fl)
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Pozostalo wykazanie, ze
Ptth(R X FQ) - Pt2(F2).

Zobaczmy, ze z (5.7) i (5.9) wynika, ze

Py 1, (T x Ty) :/ P(t1,y1,t2,T2) Py, (dyr)

I'1

—/ (t1,y1,t2,1'9) /PO z,ty, dy )v(dw)

= [ (], Pltryr. 12,02 PO, 11, dyy))v ().

Jesli teraz 'y = R, to
P (R xTy) = / /P t1,y1,t2, o) P(0, 2,11, dyy ) )v(dx),

Zatem z (5.1) otrzymujemy
Poas(R x Ty) = /RP(O,x,tQ,Fg))I/(dx) = P, (I'y).

Analogicznie postepujemy dla dowolnego skonczonego ciagu S.
Przejdziemy teraz do dowodu rownowaznosci. <= Zaktadamy, ze

pr = Py.
7 definicji miary
p({ € RT :mo(¢h) € T}) = po(T) = Ry(T) = v(T),

zatem zachodzi (5.2). By udowodni¢ (5.3) rozwazymy dwa przypadki. Pierw-
szy s = 0. Z definicji miar brzegowych dla miary pu

p({ € RT i mo(v) € A, m(¥) € T}) = poy(A x T) = Py (A x T).

Dalej z definicji (5.8) [(5.9)]

Py (A xT) = /AP(O,y,t, T) Py(dy).
= /AP(07yvt7F):U’0(dy)

(5.12) P(0, mo (1), t, D) p(dy)).

- /{wa(weA}
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7 drugiej strony z definicji warunkowej wartosci oczekiwanej

p({y € RT - (t) € T}Bo) = E*[I{yery|Bol
dla kazdego B = {¢ € R : m(¢p) € A} € By, czyli dla dowolnego A € By

| Twwenyn(di) = [ E*Ugyeny|Bolu(av).

Lewa strona tej rownosci jest réwna

|| Tewern(d) = u({y € R : mo(v) € A, m() € T)).

Wystarczy to réwnanie poréwnac z (5.12) oraz zauwazy¢, ze funkcja P(0, o (+),¢,T")
jest By/Bg mierzalna. Stad otrzymujemy, ze dla ¢ € RT p prawie wszedzie

B! [Iiywyery| Bo) (@) = P(0,m0(9), ¢, T).

Niech teraz 0 < s <t i € Bg. Zalézmy ze dany jest ciag 0 < up < -+ <
u, = s oraz zbiory I'y, ..., '), € Bg. Wowczas podobnie jak wyzej korzysta-
jac z miar brzegowych dla miary g nastepnie z definicji (5.8)[(5.9)] i traktu-
jac (my, (¥), ..., 7y, (¥)) jak wektor losowy na przestrzeni probabilistycznej
(RT, (Bg)T, 1) otrzymujemy (s = u,,)

/L({l/} S RT : 1/1(161) S Fh s 7¢(un> S Fn,¢(t) S F})
unt(T1 X - x I, x T)

.....

= P(Sayn7t7F>PU1

F1 ><~~->(Fn

un (dyr X -+ X dy,)

,,,,,

= P(s,ms(1), t, 1) pu(da)).
/{ﬂ'ul('l/)) ..... T (V)ETR} ( ( ) )Iu( )

Stosujac twierdzenie 1.14 dla rodziny zbioréw G postaci {¢p € RT : h(u;) €
[y,...,¢(u,) € Iy} otrzymujemy (5.3) (wzdr pierwszy i ostatni definiuje
nam miare). —> Teraz zakladamy, ze dany jest proces Markowa zgodnie z
definicja 5.2. Oznaczmy rozklady brzegowe przez .. ., . Oczywiscie (5.2)
implikuje, ze

77777

po = F.

7 powyzszych rachunkéw wynika rowniez, ze

(L) = p(e(t) € T) = [ P0,0(0),t,Dn(dy)

= [ PO.9(0). £, )paldy) = [ P0,1(0),t.T)Po(dy) = A(T).
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Dalej podobnie przez indukcje pokazujemy, ze

Pty ot (L1 X o X Tg1) = Pry i (T X X Tg).

Korzystajac z twierdzenia 1.14 otrzymujemy réwnosé rozktadow brzegowych.

[

Z tego twierdzenia wynika, ze na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P),
gdzie Q = RT, F = (Bg)?, P = p istnieje proces tzw. kanoniczny proces
Markowa & = m,

1. adaptowany do filtracji F; = By, czyli & € F; (& jest F; mierzalny)
2. istnieje rozktad poczatkowy v taki, ze

P(fo € F) = I/(F),F € Br

3. dla wszystkich 0 < s < t oraz I' € By rozktad warunkowy &; € I" wzgledem
filtracji F, zalezy tylko od ostatniego pobytu procesu & w chwili s, czyli

P(& € T F)(w) = P(s,6(w), ¢, T)
P prawie wszedzie. Dzieki temu mozemy wprowadzi¢ ogolna definicje.

Definicja 5.4 Niech (2, F, P) przestrzen probabilistyczna z filtracjg F;. Niech
P(s,x,t,T") bedzie funkcjg prawdopodobienstwa przejsé i v niech bedzie miarg
probabilistyczng na (R, Bg). Proces stochastyczny & jest procesem Markowa
jesli sq spetnione warunki 1,2,3.

Ponizsze twierdzenie sformutujemy dla prostoty dla 7" = [0, 1].

Twierdzenie 5.5 Niech P(s,x,t,T") bedzie funkcjg prawdopodobieristwa przejsé
i v niech bedzie miarg probabilistyczng na (R, Br). Ponadto zatézmy, ze ist-
niejg o >0, r = 1+ « oraz C' > 0 takie, ze dla dowolnych 0 < t; <ty <1

(5.13) sup | |y — 1| " P(t1, y1, ta, dy) < Clty — to|' 1.
y1€R /R

Wowczas istnieje doktadnie jedna miara probabilistyczna p na (U = C(T), By).
Mowimy, wowczas ze (my, By, p) jest cigglym procesem Markowa z funkcjq

prawdopodobieristwa przejs¢ P(s,z,t,1") i i rozkladem poczgtkowym v. Po-

nadto dla kazdego x € R 1 s € T istnieje dokladnie jedna miara probabili-

styczna Ps, na (U = C(T),By) taka, ze

(5.14) P,,{¢Y €U :m(y) = dla wszystkich0 <t < s}) =1
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oraz Ps, prawie wszedzie

(5.15) Poa( €Ut m,(¥) € TBuy, )(¢.) = P(t1, ¢(t1), 12, 1)

dla dowolnych s <ty <ty i I € Bg.

DOWOD. Z twierdzenia 5.3 istnieje miara pu taka, ze jest ona procesem
Markowa wg definicji 5.2. Zauwazmy, ze dla rozktadu Py, gdzie J = {t; < t5}
okreslonego wzorem (5.8), czyli

P 4,(T x Ty) :/r P(t1,y1,t2,T2) Py, (dyr)
1

i stosujac zatozenie (5.13) otrzymamy, ze p; = P; spelia zalézenia twier-

dzenia 3.4 gdyz

/ / ly1 — y2|"ps(dyr x dys)

RJR
< /R/R\% — yo|"P(t1, Y1, t2, dy2) Py, (dyn)

< / sup (/ ly1 — yo|"P(t1, y1, ta, d@/z)) Py, (dy1)
R v1 R

<Aom—meM@g:cm—mH%

Zatem p zawezona do C(T') jest ciagtym procesem Markowa. Aby skonsru-
owac rodzine miar indeksowang s, x definiujemy nowe rodziny prawdopodo-
bienstw przejs¢

dy(I") 0<t <ty <s,
P'(t1,y,t2,T) = P(s,y,t2,T) t1 < 5 < to,
P<t17y7t27r) s < tl < t2-

Wowcezas cale rozumowanie mozna powtorzy¢ dla P'(ty,y,te,I") z tym, ze
rozktadem poczatkowym jest v = §,. Miare odpowiadajaca P’ oraz ¢, ozna-
czamy przez P ;.

[ ]

Definicja 5.6 Jesli P(s,x,t,I') = P(s+ h,x,t + h,T") to proces Markowa
nazywamy jednorodny wzgledem czasu. Jesli p**(x,T) = p**(0,T — z), to
proces Markowa nazywamy jednorodny wzgledem przestrzeni.

Bedziemy potrzebowaé nastepujacego twierdzenia, ktorego dowod odto-
zymy na pézniej.
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Twierdzenie 5.7 Niech (0, F, P) przestrzen probabilistyczna. Niech G C
F pod-o ciato. Niech &,m dwie zmienne losowe, takie, ze n € G (n jest G
mierzalna). Zaléimy, Ze istnieje warunkowa wartosé oczekiwana E[f(€,1)|G].
Wowczas dla ustalonego u funkcja

Fu) = E[f(&,u)|9]

jest dobrze okreslona v ponadto,

E[f(&n)G] = F(n(w)).

Twierdzenie 5.8 Rodzina prawdopodobienstw przejsé jednorodna wzgledem
przestrzent generuje proces Markowa o przyrostach niezaleznych, tzn. X;— X,
jest niezalezne od Fs dla s < t. Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne.

DowoOD. Niech X; bedzie procesem Markowa odpowiadajacym rodzinie
prawdopodobienst przejs¢, przy dowolnej ustalonej mierze poczatkowej v.
Zobaczmy, ze dla dowolnego zbioru B € Bgr

F(u) = P{X;, —u € B}|Fs] = E[I{Xt_uegﬂfs]
= 1> Xs, B + u).
Korzystajac teraz z twierdzenia 5.7 otrzymamy
PI{X, - X, € BYF,] = (X, B+ X,).

7 zalozenia

P[{X; — X, € B} F,] = (0, B),

czyli jest funkcja stala. Zatem dla dowolnego B zbior {X; — X € B} jest
niezalezny od F.

[ ]

Szczegbdlna rodzina prawdopodobienstw przej$é jest rodzina

P(Sert?F) :/Fg(t_say_x)dya

gdzie

1 2
— —x?/(2a)
g(aal’) - (27'('(1,)1/2 .

Zauwazmy, ze g(a, -) jest gestoscia rozkladu normalnego N (0, \/a). Generuje
ona proces Markowa jednorodny wzgledem czasu i przestrzeni.

29



Zadanie 5.8 Pokazaé, Ze powyzsza rodzina spetnia warunek (5.13) z o = 1,

r=4,C=3= EU%, gdzieU € N(0,1).

W ten sposob otrzymujemy miare i rodzine miar Wienera W ,. Odpo-
wiadajacy jej proces jest procesem Wienera. Dlaczego méwimy zazwyczaj o
jednej mierze W = W, o7 Wyjasnia to nast¢pne zadanie

Zadanie 5.9 Definiujemy operator Ts, : C(T') — C(T) dany wzorem
Toa(¥)(t) = ((t = 8)1) + 2.

Wowczas
1
Wsz=Wo TM )

Zadanie 5.10 Pokazac, Ze dla p=W, v € R, t >0

EH [eiﬁm(-)] _ €_t02/2.

Proces m; na przestrzeni probabilistycznej (U = C(T),U N (Bg)", u =
W) nazywamy kanonicznym procesem Wienera. Zauwazmy, ze funkcja
losowa

7:U—UCcR?

jest odwzorowaniem identycznosciowym. Zatem rozktad 7 jest réwny p. Zde-
finiujmy proces & = m + vw, gdzie w(t) = t dla t € T. Rozktad funkcji
losowej & oznaczmy przez jie. Podamy teraz uproszczong wersje twierdzenie
Camerona-Martina.

Twierdzenie Camerona-Martina 5.11 Przy powyzszych oznaczeniach mia-
Ty )t pe s¢ rownowazne. Pochodna Radona-Nikodyma jest réwna

% _ e*va/QJrUﬂ'T

dp

DOWOD. Zdefiniujemy miare na U wzorem

v(A) = [ TR (ay)

Korzystajac z twierdzenia 1.14 wystarczy udowodni¢, ze dla kazdego zbioru
cylindrycznego

v(A) = e(A).
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Dla prostoty pokazemy rownosé dla jednowymiarowych zbioréow cylindrycz-
nych postaci A = {¢ : ¥(t) € (—o0,a)}. Wowczas

a—vt
(5.16)  pelA) = pl({v () € (~oo,a—v0)}) = [ glt,a)dz.

—00

7, drugiej strony
7’02 VT
v(A) = /A e VT2t (V) )y (o)

= / /a G_UZT/2+Um2Pt7T(dJZ1 X deg)
RJ—o0
7 definicji
Pt’T(dIl X dxg) = P(t, X1, T, dIQ)Pt(d$1) = P(t, Xy, T, dIg)P(O, 0, t, dLL’1>

= g(T — t,z9 — x1)dxog(t, x1)dx1.

Zatem
v(A) = /Rdxg/ dme_”z(T_t)/2+”($2_“)6_”2t/2+wlg(T —t,xo — x1)g(t, 7).

/Re—vQ(T—t)/2+vug(T —t, u)du/ eV g (4 0 ) diy .

—00

Dla standardowej zmiennej gausowskiej N, wiemy, ze Ee*N = M2, Stad

jesli X € N(0,v/T — 1), to

EM = g™ Toig= — N (T-1/2,

Zatem

A) — 1 a _<z—2§t>2d
7/( )_(27'(2';)1/2_/;006 Z.

Poréwnujac z (5.16) otrzymujemy teze.
[

Zazwyczaj podaje sie nastepujacg definicje procesu Wienera

Definicja 5.12 Proces Wienera startujgcy z zera nazywamy proces Mar-
kowa taki, ze Wy, 0 < t < oo majgcy nastepujgce wlasnosci:

1. Wy =0

2. Dla dowolnych s < t zmienna losowe Wy—W, jest niezalezne od filtracy
FS

3. dla kazdego 0 < s < t zmienna losowa Wy — Wy ma rozklad normalny
o Sredniej zero i wariancyi t — s, czyli N(0,/t — s)
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Z twierdzenie Camerona-Martina otrzymamy nastepujaca wersje twier-
dzenia Girsanowa
Whniosek 5.13 Niech W, jest procesem Wienera okreslonym na (0, F, P)
dla 0 <t <T. Wowczas proces

Wt:Wt—Ut

jest procesem Wienera startujgcym z zera dla miary probabilistycznej QQ row-
nowaznej mierze P takiej, Ze

dQ = dPe~V"T/>+vWr

Ponadto z poprzednich twierdzen wynika, ze trajektorie sg ciggle prawie
wszedzie. Z wniosku 3.2 mozemy wywnioskowad, jaka jest klasa gladkosci
trajektorii (trajektorie sa Holderowskie z odpowiedniem wspétczynnikiem).
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6 Czasy stopu i procesy prawostronnie ciaggte

W dalszym ciagu przez T bedzie oznaczaé zbiér [0, 00) choé twierdzenia sa
prawdziwe tez dla T = [0, 1] i niektére dla T = N. Dana jest przestrzen
probabilistyczna (2, F, P) i filtracja {F; }ser. Poniewaz przeliczalny przekroj
o-cial jest o-cialem wprowadzamy oznaczenie

ft-}-:mfu-

u>t

Formalnie przekréj nie jest przeliczalny ale jak tatwo pokazaé, jesli {u;} jest
dowolnym ciggiem malejacym do ¢, czyli u; \ t, to

ft_l,_ - ﬂfuj
J
Zauwazmy, ze JF,, tworzy filtracje prawostronnie ciggta, ktora to bedziemy

oznaczaé¢ przez FT. Dlatego bedziemy réwniez stosowaé oznaczenie F;f =

Fis-
Definicja 6.1 Filtracja jest prawostronnie ciagta jesl dla kaidego t € T

Ft+:Ft.

Proste konsekwencje takiej definicji wyjasnia twierdzenie 6.3

Definicja 6.2 Zmienna losowa T : Q — [0, 00| jest F-czasem stopu jesli dla
kazdegot € T
{w:T(w) <t} ={r <t} € F.

Jesli zbiér indekséw T jest zbiorem liczb naturalnych, to czasem stopu
nazywamy odwzorowanie mierzalne 7 : @ — N U {oo}. W ogélnosci 7 :
Q — TU{supT}. Jesli wiemy o jaka filtracje nam chodzi bedziemy méwi¢ o
czasach stopu. Ponadto, czas stopu jest ograniczony jesli

P({r = c0}) = 0.

Twierdzenie 6.3 Zalozmy, ze filtracja F; jest prawostronnie ciggta. Wow-
czas T jest czasem stopu wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdegot € T

{T<t}€ft
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DOWOD. <= Niech u; ciag liczb malejacych do ¢, u; “\, t. Wowczas

{r <t} = ﬂ{T <uyt, {7 <wu;} € Fy.

Stad {r <t} € Fr. = F,.

—> Zauwazmy, ze

{r<t}=U{r<t-¢}eF, CF.
J

[

W dalszym ciggu dla prostoty bedziemy rozpatrywaé¢ procesy okreslone
w = = R. To co jest istotne, to okreslenie takiej struktury aby mozna byto
mowi¢ o ciagtodci trajektorii, tzn. aby odwzorowanie(funkcja) Xw) : T — 2
byta ciagla lub prawostronnie (lewostronnie) ciagta.

Twierdzenie 6.4 Jesli proces X, adaptowany do filtracji F; ma prawostron-
nie (lewostronnie) ciggle trajektorie, to proces zawezony

X:[0,t]xQ—R
dla kazdego t jest Bjoy x F; mierzalny, czyli jest progresywnie mierzalny

DoOwOD. Zauwazmy, ze dla funkcji prawostronnie cigglej f mozemy skon-
struowaé ciag funkcji { f,,} prostych lewostronnie ciagtych

o= (F557).

ktéry jest zbiezny punktowo dla kazdego u € T, gdzie [u] = k — 1 o ile
k—1 < u < k. Ustalmy x oraz ¢ > 0. Poniewz f jest prawostronnie ciggta
w z istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego x <y < x4+, |f(x) — f(y)| < e.
Niech n, k bedzie takie, ze (kK —1)/n < x < k/n oraz 1/n < §. Wowczas

[f (@) = ful@)] < |f(2) = F(R/n)| + [ fnl2) = fu(k/n)] 4+ [f(E/n) = fu(k/n)]

Zauwazmy, ze f,(x) = fu(k/n), f(k/n) = f.(k/n) zatem z prawostronnej
cigglosci

[f(x) = fal2)] <€

Dla ustalonego t definiujemy teraz ciag proceséow

Xo(u,w) = X (W“ A t,w) |



7 tego co powiedzieliSmy wynika, ze X, punktowo zbiega do X w zbiorze
[0, ¢] x €. Ponadto X,, € Bjgy x F, gdyz na kazdym z odcinkéw (k —1)/n <
u < k/n X, zalezny tylko od w,

Xop(u,w) =X (k/\t,ch) € Fr.
n n

Dla ustalonego czasu stopu 7 zdefiniujmy rodzine zbioréw.

Fr={AcF . An{r<tle F, t>0}

Zadanie 6.5 Sprawdzié, ze F,. jest o-ciatem. Je$li T jest czasem stopu, to
TeF,.

Odczytajmy tylko z definicji co oznacza, ze Y € F,. Z definicji wynika,
ze jest to rownowazne iz obcigcia Y-« sa F; mierzalne dla kazdego t.

Twierdzenie 6.6 Jesli proces X, jest progresywnie mierzalny, to zmienna
losowa X, € F, na zbiorze T < 00.

Uwagi Zmienng losowg X,(.)(w) interpretuje si¢ jako zatrzymanie pro-
cesu w chwili 7.
DowOD. Ustalmy t. Zdefiniujmy funkcje

fo:({r <t} {r <t}nF) — ([0,t] x Q, Bjoy x Ft)

wzorem
filw) = (T(w) A tw) = (T(w),w).
Funkcja f; jest mierzalna. Zatem poniewaz X jest progresywnie mierzal-
na, rozwazajac X| obciete do [0,t] x Q otrzymujemy mierzalnos¢ X, o f; =
X(7(w) A t,w), czyli mierzalnosé X na zbiorze 7 < t co koniczy dowdd.
[

Twierdzenie 6.7 Jesl o, 7 sq czasami stopu, to
oNT, OoVT

sq czasami stopu. Przy zalozeniu, Ze filtracja jest prawostronnie ciggta o + 1
jest czasem stopu. Ponadto

(6.1) Fo{o <71} CFopr=F.NF,
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dla dowolnego t € T

(6.2) F.=F, na {r=t}

DowoOD. Niech A € F, it € T. Zauwazmy, ze
An{o<tin{r<t}=An{o<t})n{r<t}n{o At < TNt}

Stad dlat € T
An{o<7t}n{r <t} € F,

bo funkcje o At oraz T At sa F; mierzalne (np. t < s, to {7 At < s} = Q.
Jesli przeciwnie t > s, to {7 At < s} = {7 < s} € F;.) Zatem

An{o <71} e F;

Pierwsze zawieranie (6.1) otrzymamy wstawiajac w powyzsze wzory za pare
(o;7) pare (o;0 A7), gdyz {o <o AT} ={o < T}

Wstawiajac w powyzsze wzory za pare (o;7) pary (0 A7;0)1 (0 AT;T)
otrzymujemy, ze

Fone C Fo NFr.
W drugg strone. Jesli Ae F,NF,iteT, to

An{onT<t}=(An{o<thHhUANn{r <t}) e F,

czyli A € Fopr.
Przejdziemy teraz do dowodu (6.2). Niech 7 = t. Pokazemy, ze F, = F;.
Zauwazmy, ze

FT:FTH{Tgt}CJTt
W druga strone. Jesli A € F, todlas <t

An{r=t<s}=0€F,.
Zas jesli s > t, to
An{r=t<s}=AecF CF
czyli A € F,. W ogdlnym przypadku z (6.1) wynika, ze
Fon{r=oc}CF, NnF,Nn{r=0}
zmieniajac znaczeniami analogicznie

F-n{r=c}CF, NF,N{r =0}
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Stad F, = F, na {T = o}. Korzystajac z dowodu (6.2) dla ¢ = t otrzymuje-
my teze.
®

Definicja 6.8 Zmienna losowa 7 : Q2 — [0, 00] jest stabym F- czasem stopu
jesli dla kazdego t € T
{7' < t} € ft.

Twierdzenie 6.9 Zmienna losowa T jest stabym F-czasem stopu wtedy i
tylko wtedy gdy jest F+-czasem stopu. Ponadto

(6.3) Fr={AeF:An{r<tleF,teT}

DowOD. Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ > 0.

(6.4) {r <t} = ﬂ {r<r} {r<t}= U {r <r}.

r>t,re@ r<t,re@

Jedli dla kazdego t € T
An{r <t} eF,

toz (6.4) dlat >0

An{r<t}= | An{r<r}elUF+ CF.

r<t,reQ

Jesli A = , to powyzsza zaleznos¢ dowodzi implikacji rownowaznosci <.
Jedli dla kazdego t € T
AN {T < t} S ft,

toz (6.4) dlat > 0 oraz h > 0

An{r <t} = N An{r <r} e Fip.

re(tt+h),reQ

Zatem AN{rT <t} € Fi4, co dowodzi implikacji w druga strone, gdy A = €.
Ponadto z obu wnioskowan otrzymujemy

Fr={AeF:An{r<tleF,teT}
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Zauwazmy, ze jesli 7 jest stabym czasem stopu, to dla kazdego h > 0 7+h
jest czasem stopu. Sprawdzenie, t € T’

{T+h<t}={7’<t—h}€f(t,h)+C./’Tt.

Zatem mozemy zadefiniowaé¢ o cialo (ze wzoru (6.1) Fripn, C Frin,, gdy
h1‘< hg)
];+'::rw ];+h-

h>0

Prawdziwe jest wowczas rownosé

]1+3::F+

T

ktora zostawimy bez dowodu.

Lemat 6.10 Dany jest cigg F-czasow stopu {7, }n>1. Wowczas o = sup,, 7,
jest F-czasem stopu. Jesli dany jest cigg stabych F-czasow stopu {1, }n>1, to
T = inf, 7, jest stabym F czasem stopu.

DowOD. Teza wynika z réwnosci
fo <t} =Nr <1}
n

oraz

{r <t} =J{m <t}

Lemat 6.11 Dla dowolnego stabego F czasu stopu T istnieje ciqgg malejacych
F czasow stopu zbieiny do T o wartosciach w zbiorze przeliczalnym.

DowOD. Definiujemy rzadany cigg wzorem
T, = 272" + 1],

gdzie [t =k —1oile k — 1 < x < k. Zauwazmy, Ze 7,, przyjmuje wartosci w
zbiorze 27" 7. Zatem wystarczy sprawdzi¢, ze

co wynika z nastepujacych réwnosci
{r <Ek/2"} ={]2"7 +1] < k}
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— {241 <k+ 1} ={r <k/2"} € Fipon.

[ J
W zastosowaniach wazng klase czaséw stopu stanowi klasa pierwszego
wejscia do zbioru B przez proces X; w chwili ¢ > 0 (hitting time)

TB:inf{t>OiXt S B}

Ponizszy lemat jest prawdziwy réwniez dla proceséw przyjmujacych war-
tosci w przestrzeni metrycznej.

Lemat 6.12 Jesli proces X adoptowany do {F;} ma ciggle trajektorie, zbior
B jest domkniety, to Tp jest F czasem stopu.

Jesli proces X, adoptowany do {F;} ma prawostronnie ciggle trajektorie,
zbior B jest otwarty, to Tp jest stabym F czasem stopu.

DowOD. Dowdd piewszej czesci wynika z rownania

{rp <t} = U ﬂ U {d(X,,B) < 1/n} € F,

h>0,heQ ™ reQnlh,t|
gdzie d(z, B) jest odlegtoscia punktu = od zbioru B, czyli

d(z,B) = ;Ielg |z —y|.

Zauwazmy, ze odlegto$¢ punktu od zbioru jest funkcja ciaglta. Uzasadnimy
powyzsze réwnanie. Ustalmy w i ¢ takie, ze 7(w) =r < t.

Poniewaz trajektoria X, = X (w) (bedziemy pomijaé¢ ustalone w) jest
ciagta zatem z definicji 75 oraz poniewaz B jest domkniety wynika, ze X, €
B. Stad dla kazdego n istnieje u € ), gdzie u < r, ze

d(X,, B) < |X, — X,| < 1/n.

W druga strone. Ustalmy w takie,ze istnieje h tak, ze dla kazdego n istnieje
rn € QN [h,t] tak, ze
d(X,,,B) <1/n.

Zauwazmy, ze z ciggu r, mozemy wybraé¢ podciag zbiezny nazwijmy go tak
samo, zatem r, — r. Z ciagtosci X, — X,. Z wyboru réwniez wynika,ze
d(X,, B) = 0, czyli poniewaz zbiér B jest domkniety X,.(w) € B, co pokazuje,
ze T < r < t. Dowdd drugiej czesci wynika z rownania

(rs<t}= |J {X.eB}eF.

re@QnN(0,t)
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Potrzebowaé¢ bedziemy jeszcze twierdzenia o lokalizacji warunkowej war-
tosci oczekiwanej

Lemat 6.13 Niech w przestrzeni probabilistyczej (Q, F, P) bedg dwa pod o-
ciata F, Gy i Gy oraz dwie zmienne losowe £,m € L'(P) i takie, Ze istnieje
zbior A € G1 NGy taki, ze

GGNA=G,NA
oraz £ =n dla w € A. Wowczas

E[¢|Gi]|(w) = En|Ga)(w), w € A.

DowOD. Zauwazmy, ze
IAE[€]G1] = E[14&|G1]

E[1an|Ga] = IaE[n|Go]

i z zatozenia obie funkcje sa G; N Gy mierzalne. Definiujemy zbior

B =AN{E[|Gi] > E[n|G]} € G1 N Ga.

[ Begl= [ ¢= [ n= [ Ewmg.

co wobec definicji B zachodzi tylko wowczas gdy P(B) = 0. W druga strone
analogicznie
[

Woéwezas

Ponizsze twierdzenie Dooba udowodnimy najpierw w sytuacji gdy zbior T
jest przeliczalny. Bedziemy korzystaé z twierdzenia 6.7 wzoér (6.2) ktéry jest
prawdziwy tez w tej sytuacji. Ponadto martyngal M;, ¢t € [0, 00) nazywamy
regularnym jesli istnieje rozszerzenie indekséw do zbioru T' = [0, o], czyli
istnieje Mo, taki, ze M; = E[My|F].

Twierdzenie Dooba 6.14 Niech proces M;, t € T" bedzie martyngatem, T
zbiorem przeliczalnym za$ o, 7 F-czasami stopu, gdzie T przyjmuje wartosci
w skonczonym zbiorze albo T jest ograniczony za$ martyngal jest reqularny.
Wowczas M, jest catkowalny oraz prawie wszedzie

MO’/\T = E[M’r|fo‘]
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DowOD. Zatézmy, ze T przyjmuje wartosci w zbiorze skonczonym. Wow-
czas M, jest catkowalne. Z twierdzenia 6.7 (6.2) oraz lematu 6.13 wynika, ze
w zbiorze w € {T =t} idlat <wu

E[M,|F.] = E[M,|F] = My = M,.
Poniewaz T jest przeliczalny zatem
E[M,|F.] = M,

P prawie wszedzie na zbiorze 7 < u. Jesli 0 < 7 < u, to z twierdenia 6.7
(6.1) F, C F, oraz powyzszego rownania

E[MTLFU] = E[E[Mu|f7']|fa] = E[Muu:cr] - Ma = Ma/\T-

Poniewaz u jest dowolne i 7 jest ograniczone powyzsza rownos¢ zachodzi dla
o < 7. Z drugiej strony na zbiorze ¢ > 7, z (6.1) F, C F,. Analogiczne
twierdzenie do twierdzenia 6.6 dla T' przeliczalnego i procesu adaptowanego
M, gtosi, ze M, € F,, czyli M, € F,. Zatem

E[M‘ryfa] = M‘I‘ = MO’/\T7
co konczy dowdd dla 7 skonczonego. Jesli zachodzi druga mozliwos¢, to poste-
pujemy identycznie z tym, ze za u = oo i wnioskujemy, ze M., jest catkowalny.
Doktadniej poniewaz z niedwnosci Jensena

E[|Muo||F7] > |E[Moo| Fr]| = [M-],

zatem
E|MT| < E|Moo|

Definicja 6.15 Rodzina zmiennych losowych X, nazywa sie jednakowo
calkowalna, jezeli

lim sup | Xo|dP =0

T2 o J|Xo|>z

Bedziemy potrzebowaé nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie Dooba 6.16 Niech X € L'. Rodzina zmiennych losowych
E[X|G] dla wszystkich o cial G C F jest jednakowo calkowalna.
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Twierdzenie Dooba 6.17 Niech proces M; bedzie martyngatem regularnym
o prawostronnie cigglych trajektoriach, niech filtracja F; bedzie prawostron-
nie ciggta. Niech 7,0 bedqg F-czasami stopu, przy czym T jest ograniczony.
Wowczas

Mpr = E[M7|f0]

DowoOD. Jesli ograniczymy zbiér parametréow do zbioru 27"N to sg spel-
nione zaltozenia twierdzenia 6.14. Przy czym czasami stopu sg

T, =27""2"r+1], o0,=2""]2"+ 1],

gdyz
Ty 0 2 Q — 27"N U {o0}.

Zatem
MUn/\Tn = E[MTn

FUn]'
zauwazmy, ze jesli m < n, to prawdziwe jest rOwniez rownanie
MUm/\Tn = E[MTn|FUm:|7

gdyz 27N C 27"N i o, jest czasem stopu przy filtracji F;, t € 27"N. Z
dowodu twierdzenia wynika, ze

(6.5) | M, | < El[Ms|| 7],

czyli z twierdzenie 6.16 rodzina jest jednakowo catkowalna. Z prawostronnej
ciagtosci wynika zbiezno$¢ punktowa

M,, — M,

gdyz 7 < 7, 17, — 7. Zatem z twierdzenia o zbieznosci ograniczonej wynika,
ze przy n — oo prawie wszedzie

E[M7n|f0'm] - E[M7|f0'm]

czyli
Mam/\T = E[MT|f0m]’

Poniewaz filtracja jest prawostronnie ciggta

(6.6) Fo = Fom
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co uzasadnijmy ponizej. Poniewaz o < o, zatem z (6.1) wynika, ze F, C
Fs,.- W druga strone. Zalézmy, ze dany jest zbior A taki, ze dla kazdego m
(korzystamy z twierdzenia 6.3)

An{o, <t} e F.

Stad
Anfo <t} =An({om <t} € F,

czyli A € F, co konczy dowdd. Zatem z twierdzenia o zbieznosci warunko-
wych wartosci oczekiwanych m — oo

EIM;|F,,] — E[M:|F,]
prawie wszedzie i w L czyli
MO’/\T = E[M7|f0]7

co konczy dowdd.
[ J
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