1 Centralne twierdzenia graniczne symulacje

1.1 Tworzenie rozktadu epirycznego zmiennych loso-
wych

Aby znales¢ empiryczny rozktad zmiennej losowej musimy wygenerowaé jej
realizacje. Program robi to w nastepujacy sposob. Generuje realizacje nieza-
leznych zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym wy,us,...,u, a na-
stepnie korzysta z dystrubuanty odwrotnej. Zatem generowanie dotyczy sy-
tuacji kiedy mamy dystrybuante odwrotng. Program robi to automatycznie.
Pokazemy to na przyktadzie rozktadu Beta. Rozklad ten ma dwa parametry
a,b. Zrobimy to tez dla rozkltadu wyktadniczego. W pakiecie SAS 9, ktéry
wykorzystujemy rozktad wyktadniczy ma domyslnie parametr A\ = 1.

data reutersO;

do i =1 to 2000;
z = rand(’Beta’,1,9);
output;
end;

run;

1.2 Wizualizacja rozkladu empirycznego czyli estyma-
cja gestosci

Aby wykorzysta¢ odpowiednia procedure SAS tworzenia estymatora gestosci

ustawia si¢ tzw. parametr okna bwm oraz granice, gorng i dolna gdzie lezy ten

rozktad. Zaobsewujemy, ze zmieniajac parametr bwum w granicach od 0.1 — 2

nastepuje wygltadzanie. Parametr bwm zbyt duzy wygladza absurdalnie.

ods graphics on;

proc kde data=reutersl; univar z/ gridl=0 gridu=1 bwm=1; run;

ods graphics off;



1.3  Cetralne twierdzenie graniczne. Warto$¢ oczeki-
wana i wariancja znane

Rozwazamy tutaj sytuacje dwoch rozktadéw. Wyktadniczego i jednostajnego.
Interesuje nas rozktad empiryczny zmiennej losowej

Sn — Z Xj,
j=1

gdzie X1,..., X, jest ciagiem zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie.
Zmienng S, "przeskalujemy”. Proces ten nazywany jest rowniez ”procesem
standaryzacji”.

data reutersl; x=0; z=0;

do i =1 to 2000;

x=0;
do k=1 to 2;
x = rand(’Exponential’)+x;
end;

z=(x-2)/sqrt(2);

output,;

end;

run;

Wartosé¢ oczekiwana i wariancja sa odpowiednio réowne:
dla rozktadu 'Exponential’ wyktadniczego VarX =1, EX =1
dla rozktadu 'Uniform’ jednostajnego VarX =1/12, EX = 1/2.
Zatem normowanie z dla n = 2

r—n*xFEX
vnVarX

z =

jest konsekwencja wzoru
S, — ES,
VarS,

Wynika to stad, ze jesli mamy sume niezaleznych zmiennych losowych
Xi,..., X, o jednakowym rozktadzie zgodnym z X, oraz

Sn:X1++Xn7

to
ES,=FEX;+---+EX, =nEX



oraz
VarS,, =VarX, +---+VarX,, =nVarX.

Pamietamy, ze przy n — oo

S, — ES,
vVars,

co obserwujemy zwiekszajac n. Rozpoczynamy od n = 2

— N(0,1).

1.4  Cetralne twierdzenie graniczne. Warto$¢ oczeki-
wana i wariancja nieznane

Bedziemy obserwowaé¢ wizualizacje uogélnienia centralnego twiiedzenia gra-
nicznego, w sytuacji gdyby wartos$é¢ oczekiwna i wariancja nie byty znane. My
bedziemy korzystaé¢ ze znanych rozktadéw: Beta, Weibull, Gamma. Dla SAS
Beta ma dwa parametry, Gamma —jeden parametr, Weibull — dwa parametry.
Zamiast E S, oraz wariancji VarS, wstawiamy ich estymatory. Przy pewnych
zalozeniach twierdzenia — mocne(stabe) prawo wielkich liczb— estymatory te
sa zbiezne prawie wszedzie, (prawie napewno p.n.) (punktowo).
Niech dany bedzie ciag niezaleznych zmiennych losowych

TR S

o jednakowym rozktadzie zgodnym z £. Wowcezas
Mocne prawo wielkich liczb

1 n
~> & — EE pn
n i

Stabe prawo wielkich liczb

1 n
— Z@ — B¢ wg. prawdop.
n

Jj=1

Aby wykorzystac te twierdzenia tworzymy niezalezne kopie 5, czyli

61 = Snla'~-7£k; - Snk;,

i stosuje powyzsze twierdzenie do oszacownia ES,,. Analogicznie dla VarsS,.
Poniewaz

Varé = BE* — (EE)?,



zatem wykorzystujemy (przy pewnych zaltozeniach) fakt, ze

1 n
—> & —E& pn. lub wg.prawdop.
n =

J=1

To wystarcza aby dosta¢ centralne twierdzenie granicze.
data reuters2; array r[2000] ri1-r2000;

do i =1 to 2000;
x=0;

do k=1 to 2;
x = Rand(’Beta’,1,9)+x;
end;
rlil=x;
end;

* Wyznaczamy $rednig oraz odchylenie standardowe empiryczne*

suma=0;
sumakw=0;
do i=1 to 2000;
suma=r [i]+suma;
sumakw=r [i] **2+sumakw;
end;

sr=suma/2000;
var=sumakw/2000- (sr) **2;
odch=sqrt (var) ;

do i=1 to 2000;
z1=(r[i]-sr)/odch;
output;
end;

run,



1.5 Cetralne twierdzenie graniczne. Warto$¢ oczeki-
wana i wariancja nieznane, suma zalezy od zmien-
nej Poissona

Rozwazymy teraz sytuacje zmiennej losowe;j

N
SN - Z Xj,
j=1
gdzie Xq,..., X, jest ciagiem zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie.

Ponadto dana jest zmienna losowa N o rozkltadzie Poissona z parametrem .
Parametr A\ jest rowny wartosci oczekiwanej, czyli EN = \. Zmienna losowa
N jest niezalezna od ciagu Xy, ..., X,. Mozna udowodni¢ i zaobserwowac,
ze jesli A — oo, to réwniez zachodzi centralne twierdzenie graniczne. Dla
prostoty zapiszmy je przy znannych ES, oraz VarsS,. Zatem jesli A — oo,

to
Sy — ESn

—— — N(0,1).
Warsy MOV

data reuterss3;
array r[2000] r1-r2000;

do i =1 to 2000;
poss=Rand(’Poisson’,3);
x=0;

do k=1 to poss;
x = Rand(’Beta’,1,9)+x;
end;
rli]l=x;
end;

* Beta dwa parametry Gamma jeden parametr Weibull dwa parametry. Wy-
znaczamy S$rednig oraz odchylenie standardowe empiryczne*

suma=0;
sumakw=0;
do i=1 to 2000;
suma=r [i]+suma;
sumakw=r [i] **2+sumakw;
end;



sr=suma/2000;
var=sumakw/2000- (sr) **2;
odch=sqrt(var) ;

do i=1 to 2000;
z1=(r[i]-sr)/odch;
output;
end;

run;

1.6 Cetralne twierdzenie graniczne dla rozktadu Cau-

chy
Rozktad Cauchy dany jest przez gestosé dla x € R
1
o) = iy ey

Przyjrzymy sie bwm

data cauchyO;

do i =1 to 20000;
z = rand(’Cauchy’);
output;
end;
run;

ods graphics on;
proc kde data=cauchy0; univar z/gridl=-8 gridu=8 bwm=0.05; run;

ods graphics off;

Jesli zmienna X ma rozktad Cauchy, to EFX nie istnieje. Mimo to jest

sens rozpatrywanie
n

Sn = ZXja

Jj=1
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gdzie X4, ..., X, jest ciaggiem zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
Cauchy X. Tutaj mozemy skorzysta¢ z teorii funkcji charakterystycznych.
Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X jest zdefiniowana przez

(bX (t) = EeitX.

Funkcja charakterystyczna identyfikuje rozktad zmiennej losowej. Jesli dane
sg dwie zmienne losowe X, Y niezalezne, to zachodzi twierdzenie

Ox+v () = ox(t)dy (1)
dla wszystkich ¢ € R. Funkcja charakterystyczna dla rozkaldu Cauchy wynosi
ox(t) = e,

Zatem jesli Xq,..., X, jest ciggiem zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie Cauchy X, to

Oxrtx, (1) = (€71 = 7" = ox(nt) = ¢ux(t).

Zatem jest to przeskalowany rozktad Cauchy czyli
1 1 &
—S,=-Y X, =*X.

Jest to tzw. rozktad stabilny z o = 1 obserwujemy to w programie

data cauchy;

n=20;

do i =1 to 2000;
x=0;

do k=1 to n;

x = Rand(’Cauchy’)+x;
end;

z=x/n;

output;

end;

run;
ods graphics on;
proc kde data=cauchy; univar z/gridl=-7 gridu=7 bwm=0.01; run;

ods graphics off;



Otrzymany rozktad wyglada jak normalny.

Rozklad i gestos¢ jadra dla z

500 /‘\
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Oczywiscie taki nie jest. Kryteria statystyczne pozwalajg zdecydowaé jaki
mamy rozktad.

1.7 Teoria ryzyka-wycena przedsiebiorstwa

Zanim przejdziemy do wyceny przedsiebiorstwa metoda Samuelsona podamy
dwa inne modele wyceny. Kluczowym narzedziem jest proces Poissona.
Proces N(t), t > 0 o wlasnosciach
1. Przyrosty niezalezne, czyli dla dowolnych ¢; < ¢ty < t3 < t4, zmienne
losowe

N(t2) = N(t1), N(ta) — N(ts)

sg niezalezne.
2. Proces startuje z zera P(N(0) =0) = 1.
3. Przyrosty, N(t) — N(s) maja rozktad Poissona z parametrem A(t — s).
Proces to w istocie funkcja dwoch zmiennych

N :[0,00) xQ2— R

spetniajaca pewne warunki zgodnosci. Uzywamy przy tym pewnych skrotéw
N(t,w) = N(t)(w). Warunki zgodnosci pozwalaja przy ustalonym ¢, rozpa-
trywaé N(t) jako zmienna losowa o warunkach 1-3. Zgodnie z definicja jest
to zmienna losowa o rozktadzie Poissona gdyz N(0) = 0 prawie wszedzie.

W istocie to dopiero umiejetnosé (wyznaczenia) symulacji trajektorii, po-
zwala nam myslec, ze znamy proces. Zatem interesuje nas jak dla ustalonego
w € Q wyznaczy¢ funkcje N(t), t > 0 (opuszczamy dla proceséw w). Wy-
znaczmy ~wszystkie” trajektorie procesu Poissona. W tym celu postuzymy
si¢ inng definicja.



Niech Ti,...,T, bedzie ciggiem zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie wyktadniczym z parametrem A\. Woéwczas proces Poissona mozemy
zdefiniowaé za pomoca formulty N(t) = 0 gdy 77 > t oraz jesli T} < t woéwczas

N(t) =sup{n: Ty +T» + .. T, < t}.

Bardzo czesto interpretuje sie N(t) jako ilo$¢ zgtoszen do centrali telefonicz-
nej, ilosé roszezen w twarzystwie ubezpieczniowym, ilo$¢ kontaktow. Czas
T} to chwila pojawnienia si¢ pierwszego zgtoszenia roszczenia itd. Z definicji
wynika, ze proces w chwili 77 przymuje warto$¢ 1, w chwili Ty przyjmuje
warto$¢ k. Proces zatem przeskakuje tylko o jeden poziom. Zatem w da-
nej chwili rejestruje sie tylko jedno roszczenie. Podac¢ trajektorie procesu, tj.
podaé¢ wszystkie mozliwe scenariusze pojawienia si¢ roszczenia. Parametr A
oznacza w tym przypaku oczekiwang liczbe roszczen w okreslonym okresie
czasu (jeden rok).

Bardziej rozwiniety model to mieszany proces Poissona. To jest model
w ktérym parametr A jest sterowny niezaleznie poprzez zmienng losows A.
Wyglada to nastepujaco, najpierw wybieramy A wg. rozktadu zmiennej loso-
wej A. Nastepnie przeprowadzamy calg analize wybierajac czasy pojawienia
sie roszczen (najrozsadniej jest ustali¢ skonczona perspektywe czasowa np.
0 <t <10 lat. Czasy roszczen symulujemy az przekroczy w sumie 10 lat.

1.7.1 Cramer Lundberg

Model sprawnosci towarzystwa ubezpieczeniowego. To model w ktérym ilosé
roszczen modeluje proces Poissona (ew. mieszany proces Poissona)

U(t) =u+ct —S(t),

gdzie S(t) jest procesem skumulowanych roszczen do chwili ¢ czyli

gdzie N(t) to liczba roszczen do chwili ¢ za$ X; to wielkos¢ j tego roszczenia.
Ponadto u to kapital poczatkowy, zas ¢ to intensywnos¢ wptat. Modelowanie
trajektorii tego procesu pokaze nam w ilu hipotetycznych przypadkach proces
U(t) < 0dla0 <t < 10. To jest metoda odpowiedzi na pytanie jakie jest
prawdopodobienstwa bankructwa w przedziale 0 < t < 10, czyli

P(U(t) <0,0<t<10) =7



1.7.2 Wycena matlego przedsiebiorstwa

Ten model w pewnym sensie jest odwrotny to modelu Cramera Lundberga.
Mianowicie w modelu tym zaktada si¢, ze jest kapitat zatozycielski u, ¢ to
stala intensywno$¢ kosztow statych zas X; to zysk z pozyskanego kontraktu
(czyli przych6d pomniejszy o koszt zmienny). Zatem

U(t) =u—ct+ S(t),

gdzie S(t) jest procesem skumulowanych zyskéw z kolejnych kontraktéw do
chwili ¢, czyli

1.7.3 Symulacje S(t)

Aby wykonaé¢ symulacje musimy uzy¢ konkretnych rozktadéw. Dochodzimy
tutaj to problematyki estymacji parametréw modelu (rozktadu) lub estymacji
rozkladéw roszcezen (kontrakéw).

2  Procesy Poissona i Wienera

2.1 Proces Poissona

Proces N(t), t > 0 o wlasnosciach
1. Przyrosty niezalezne, czyli dla dowolnych ¢; < ¢ty < t3 < t4, zmienne
losowe

N(ty) = N(tr), N(ts) = N(is)

sg niezalezne.
2. Proces startuje z zera P(N(0) =0) = 1.
3. Przyrosty, N(t) — N(s) maja rozktad Poissona z parametrem A(t — s).

data poisson;

t=0;

p=0;
lambda=5;
delta=0.01;
output;
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do i =1 to 1000;
t =t+delta;
p = p+ rand(’Poisson’,delta*lambda);
x=lambda*t;
output;
end;
run;

* Procedura rysowania krzywej zadanej w sposob dyskretny tzn. dane sg
wartosci funkeji p i * w chwilach dyskretnych (tutaj co delta)*

Symbol value=none interpol=sms line=1 width=2;
title"Poisson";

proc gplot data=poisson;

plot p*xt x*t /overlay ;

run;

Obserwacja krzywej prowadzi do zrozumienia czym jest parametr lambda.

Rysunek dla lambda =5

11



Rysunek dla lambda=1

Umiejetnosé (wyznaczenia) symulacji trajektorii, pozwala nam mysle¢, ze
znamy proces. Niestety obserwacja samych trajektorii moze prowadzi¢ do fat-
szywych wnioskow. Wydaje sie jakby proces Poissona mogt wykona¢ w danej
chwili skok o dwie wartosci, (np. tzn. jednoczesna rejestracja dwoch zdarzen).
Jest to zwigzane z tym, ze parametr delta*lamb moze by¢ relatywnie duzy co
wymusi prawdopodobienstwo skokéw wyraznie wickszych niz jeden. Niemniej
skoki procesu Poissona sa ZAWSZE réwne jeden (w jezyku prawdopodobien-
stwa z prawdopodobienstwem jeden, prawie napewno, prawie zawsze). Na
rysunku skoki o wiecej niz jeden oznaczaja, ze skoki nastapity wprawdzie w
roznym czasie ale jednoczesnie réznica pomiedzy tymi momentami skoku jest
mniejsza niz delta = 0.01.

Bardziej rozwini¢ty model to mieszany proces Poissona. To jest model w
ktorym parametr A jest sterowny niezaleznie poprzez zmienng losowg A. Wy-
glada to nastepujaco, najpierw wybieramy A wg. rozktadu zmiennej losowe]
A. Nastepnie przeprowadzamy calg analize wybierajac czasy pojawienia sie
roszczen.

Przeanalizujemy proces dla rozktadu Gamma wzor ogdlny (symulacja)

f(2) = =2 te ™.

data poissonmix;

t=0;

p=0;

delta=0.01;
lamb=rand (’ Gamma’, 16) ;
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output,;
do i =1 to 1000;

t =t+delta;

p = p+ rand(’Poisson’,delta*lamb);
output;
end;

run;

Inny model to intesywnos¢ zmieniajaca sie w czasie. Zaktadamy, ze pro-
ces Poissona oprécz warunkéw 1-2 spetnia zmodyfikowany warunek 3, czyli
istnieje funkcja nieujemna, catkowalna taka, ze przyrosty, N(t) — N(s), s <t
maja rozktad Poissona z parametrem

pl(s. 1) = [ M)

Jedli A(z) = x obserwujemy gwaltowny wzrost roszczen, gdyz (pracujemy
z krokiem delta = § = 0.01) wéwczas

pl(tt+0) = [ M@y = a2l

= ((t+06)*—17)/2=0%/2+10.

Zatem przyrosty procesu N (t+d)— N (t) maja rozktad Poissona z parametrem
62/2 + 4. Podstawiajac ¢ = 6%/2 otrzymamy c + ¢ * 0.

data poissonmix2;

delta=0.01;
c=deltax*x*2/2;
output,;

do i =1 to 1000;
t =t+delta;
x=t*x*x2/2;
p = p+ rand(’Poisson’,c+t*delta);
output;
end;
run;
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Okazuje sie, ze twierdzenie o zmianie czasu (tzw. wprowadzenie czasu
lokalnego) pozwala nam w inny sposéb generowaé¢ proces Poissona z funk-
cja intensywnosci A(x). Mianowicie niech N bedzie jednorodnym procesem
Poissona z parametrem A = 1. Wprowadzamy lokalny czas

t
ut) = [ Ma)da.
0
Woéwezas proces )
N(t) = N(u(t))
jest procesem Poissona o funkeji intensywnosci A(x).

Uwagi. Ten proces symulacji nie mowi nam gdzie wystepuja skoki. Nie-
mniej dobrze obrazuje ogdlny stan procesu. Do generacji momentu skokow i
tym samym procesu Poissona stuzy nastepujaca procedura. Niech Ty, ..., T,
bedzie ciggiem zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie wyktadniczym
z parametrem \. Wowczas proces jednorodny Poissona (czyli z parametrem
A = 1) mozemy zdefiniowaé za pomoca formulty N(t) = 0 gdy T} > t oraz
jesli Ty < t wowcezas

N(t)=sup{n: T\ +To + ..T, < t}.

Kazdy "inny” proces Poissona otrzymamy wprowadzajac lokalny czas.

2.2 Proces Wienera
2.2.1 Jednowymiarowy proces Wienera

Proces W (t), t > 0 o wlasnosciach

e a. Przyrosty niezalezne, czyli dla dowolnych ¢; < ¢ty < t3 < t4, zmienne
losowe

W(ty) = Wi(t1), Wi(ts) —W(ts)

sg niezalezne.
e b. Proces startuje z zera P(W(0) =0) = 1.

e c. Przyrosty, W(t) — W (s), s < t maja rozktad normalny N (0, (t —s)),
gdzie parametr t — s oznacza wariancje.

jest procesem Wienera.

Czasami sie zaktada, ze trajektorie procesu sa ciggle. Niemniej z twier-
dzenia Kotmogorowa wynika, ze zalozenia 1-3 implikuja ciagtos¢ trajektorii.
Co wigcej sa one Holderowskie.
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data wiener;
x=0;
z=0;
delta=0.01;
output,;

do i =1 to 100;
x =x+tdelta;
z = z+ rand(’normal’)x*sqrt(delta);
output;
end;
run;

Tworzona jest tamana z krokiem delta = § = 0.01. W powyzszym pro-
gramie tamana jest zdefiniowana za pomoca ciagu niezalenych zmiennych
losowych rand(’normal’) nazwijmy je ;. Cala procedura wyznaczania i
rysowania procesu moze by¢ zapisana wzorem

Suﬂ:&+¢;MkHM—hﬂﬁ$?.

Tutaj n = 100 = %. Mozna udowodni¢, ze proces .S, zbiega stabo do procesu
Wienera. Aby zrozumieé troche zbieznosé zobaczmy, ze

Sn: Q — C([0,1]),
gdzie C([0,T]) oznacza zbiér funkeji ciagtych. Transportuje sie miare proba-
bilistyczna na C([0, T]) i miara ta zbiega do miary Wienerowskie;.
2.2.2 Konstrukcja Ciesielskiego procesu Wienera

Skonstruujemy proces na odcinku [0, 1]. Ciesielski wykorzystal tutaj baze
Haara. ( To ciag funkcji, ktére tworza baze w przestrzeni Hilberta L([0, 1]).
W oparciu o te baze przesyla sie w sieci obrazy.) Definicja tych funkcji jest
nastepujaca.

Funkcja hg jest funkcja stata réwna jeden,

ho(t) =1, te]0,1].

Dla danej liczby n istnieje jej diadyczne przedstawienie, czyli istnieja liczby
catkowite k, j takie, ze

n=2"4+j 0<j<2~
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Na przyktad
13=2%+5 20=2"+4.

Funkcje Haara o indeksie n wyznaczamy ze wzoru

25 dla (25)270HD <t < (25 + 1)2- kD)
ha(t) =14 =25 dla (2§ + 1)27*FD <t < (25 + 2)2-¢+D)
0 dla poza

Niech &; bedzie ciggiem niezalenych zmiennych losowych o rozktadzie nor-
malnym N(0,1). Wéwczas proces

W@:igﬂm@@

jest procesem Wienera.

Konstrukcja ta uogélniona pdzniej zostata przez Ito Nisio. Pozwala ona
(w przeciwienstwie do procedury weczesniejszej) ,przybliza¢” obraz trajek-
torii procesu Wienera. Skonstruujemy algorytm oparty o powyzszy wzoér.
Mianowicie zauwazmy, ze funkcje

on(t) == /Ot hn(s)ds

sg kawalkami liniowe. Ponadto funkcja ¢, dlan = 245 zeruje sic w punktach
diadycznych nizszej generacji, czyli dla wszystkich 0 < m < 28!

m
“n <2k+1) =0

2K 1

Uclt)i= 3 €upnl)

Zalézmy ze dany jest proces

Poniewaz jest on kawatkami liniowy to oznacza, ze znamy jego wartosci w
puntach diadycznych

Zatem aby wyznaczy¢



oK+1_9

:¢K(t)+ Z fn%pn(t)a

n=2K
wystarczy wyznaczy¢ funkcje ¥ g1 w puntach diadycznych kolejnej generacji,

czyli w punktach .
t = 222;;11 0<i<?2%,
gdyz w punktach ¢ = 5, 0<1i<2%
Vi (t) = Yr(t).
7 definicji funkcji ¢,, wynika, ze dla

241

th, 0<i<?2K,
’ (2@+1)Z¢K(;}<)+¢K(§3)+ 1 K“g
K+1 2K+1 9 \/§ )

gdzie £ t zmienna losowa o rozktadzie N(0,1) niezalezna od wczesniej wyge-
nerowanych zmiennych losowych.

data wiener_ciesielski;

K=10;
N=1023; *N=2**xK-1 ilosc funkcjix
array W[1025] W1-W1025; *N+2x

W[1]=0;
W[2*x*K+1]=rand (’normal’) ;

do j= 1 to K;
do i=0 to 2**(j-1)-1;
r=((2%i+1)*(2x*x(K-j)))+1;
s1=(1)*(2*x (K-j+1))+1;
s2=(i+1) % (2*%* (K-j+1))+1;
Wlrl=(W[s1]+W[s2])/2+(1/sqrt(2))**(j+1)*rand(*normal’);
end;
end;

do j=0 to N+1;
x=W[j+1];
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t=3/2%*K;
output;
end;
run;

Symbol value=none interpol=sms line=1 width=2;
title"Wiener",;

proc gplot data=wiener_ciesielski;

plot xx*t;

run;

2.2.3 Dwuwymiarowy rozktad normalny

Zanim przejdziemy do konstrukcji dwoch proceséw skorelowanych Wiene-
ra skonstruujemy dwuwymiarowy rozktad normalny (X,Y’). Dwuwymiarowy
rozktad normalny charakteryzuje gestos¢ dwuwymiarowa

1
fy) = 2wV detX

gdzie < x,y > oznacza iloczyn skalarny w R2. Przypomnijmy dla wektoréw
x,y € R?

—<Q(z—m),x—m>
€ )

<x7y>: x1y1+12y27 T = (171,552),92 (,%a?JQ)-

Dwuwymiarowy rozktad normalny ma pie¢ parametrow co zapisujemy
N(m, Q). Wyjasnimy sens parametréow. Parametr m = (my, msy) jest wekto-
rem watosci oczekiwanych, czyli

EX = mq, Y = mo.
Macierz () jest odwrotna do macierzy kowariancji 3, czyli

[} Y]

Macierz kowariancji

v [ Var(X) Cov(X, Y)]

Cov(X,Y) Var(Y)

Pary punktéw o rozktadzie normalnym N(m, Q) generujemy korzystajac z
twierdzenia, ze kazdy wektor normalny otrzymywany jest za pomoca wektora
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niezaleznych zmiennych losowych (Z1, Zs) o rozktadzie N(0,1). Czyli istnieje

macierz A taka, ze
X1 74
vl =alz] e

Teraz jestesmy gotowi na generacje probki o dwuwymiarowym rozktadzie
normalnym

data twonormal;

do i=1 to 5000;
zl=rand (’normal’) ;
z2=rand(’normal’) ;
x1=1+ z1-z2;
X2=2+2%z2;

output;
end;

run;

Proces tworzenia dwuwymiarowej gestosci zarowno wykres konturowy i
powierzchniowy oraz wygenerowane pary punktéow daje procedura:

ods graphics on;

proc kde data=twonormal;
bivar x1 x2 / plots=all;
run;

ods graphics off;

2.2.4 Dwuwymiarowy proces Wienera

Tworzymy dwie niezalezne kopie procesu Wienera z1 = z(t) oraz 22 = zs(t)
oraz proces do nich skorelowany b(t), czyli

b(t) = nz1(t) + pza(t),
gdzie parametry sg stalte i spetniaja zaleznosé

7+t =1
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data wiener_skorelowany;

x=0;
z1=0;
z2=0;
b=0;
delta=0.01;
output,;
rho=0.8;
eta=sqrt (1-rho**2) ;
do i =1 to 100;
x =x+delta;
z1 = zl+rand(’normal’)*sqrt(delta);
z2= z2+rand(’normal’)*sqrt(delta);
b=eta*xzl+rho*z2;
output;
end;
run;

3 Roéwnania stochastyczne

3.1 Proces Ito formutla Ito
Proces Ito jest to proces postaci
dXt = atdt + btth° (1)

Prawidtowo powino sie uzywaé postaci catkowej
t t
X =Xo+ [ads+ [ baw,
0 0

Zalozenia, ktore spetniaja procesy a, i b, sg tak dobrane aby powyzsze catki
miaty sens. Druga catka to catka Ito. Istotne jest, ze mozemy uzywacé naste-
pujacej procedury

AX; = a; At 4+ b AW,

do otrzymania procesu Xy, gdzie t € [0, 7T]. Rozwazmy rozbicie odcinka [0, 1],
czyli wprowadzamy czas dyskretny 0 = tp < t1 < to < --- < t, = T, np.
ustalajac jednakowe odstepy czasowe

liy1 =t = —<
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Woéwezas rozpatrujemy rekurencyjne réwnanie

Xt — th = &tj (tj+1 — tj) -+ btj (Wt — Wtj)-

1 i+
Wychodzac od znanej Xy otrzymamy dyskretny proces (zalezny od rozbicia),
ktory jest zbiezny do szukanego procesu X;.

Wazny fakt brzmi, ze jesli ztozymy proces Ito X; z funkcjg dwoch ar-
gumentéw F'(t,x) dostatecznie gtadka, w taki sposob, ze otrzymamy nowy

proces

Y, = F(t, Xy),
to otrzymam dalej proces Ito o dymanice
oF oF 10°F
AF (X, t) = —(t, X;)dt + —(t, X;)dX; + = ——(t, X;)b7dt.
Zadanie zal6zmy, ze dany jest proces
dX; = adt + bdW4, (2)

gdzie a, b to pewne state. Wyznaczy¢ dynamike eXt.
Uwagi. Zanim rozwiazemy problem znalezienia dynamiki zapiszmy (2)
w postaci catkowe;j

t t
Xt:X0+/ ads+/ bd ..
0 0

Pierwsza catka jest zwyczajna catka oznaczona. Dla drugiej korzystajac z
elementarnych wtasnosci catki Ito otrzymamy, ze proces

Xt = XO + at + bWt,
czyli jest to przeskalowany proces Wienera z tzw. dryftem.

data wiener_dryft;

t=0;
z=0;
delta=0.01;
=2:
b=3;
output,;
do i =1 to 1000;
t =t+delta;
z = z+ bxrand(’normal’)*sqrt(delta)+a*xdelta;
output;
end;
run;
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Rozwigzanie. Aby skorzystaé z formuty Ito zauwazmy, ze
F(z)=¢€".

Funkcja zalezy tylko od jednego parametru zatem pochodna po czasie znika.
Zauwazmy, ze
F'(x) =¢€", F"(z)=¢"

Stad po wstawieniu do formuty Ito dla procesu Y; = e** otrzymamy
1
dYt = GXtht + iethth.

Po wstawieniu Y; = eX* oraz uzywajac (2) otrzymamy dynamike w postaci
rOwnania stochastycznego

1 1
dY; = Yi(adt + bdW;) + 5Ytb?dt =Y (a+ 5b2)dt + YibdW,.

Oczywiscie proces
Y; — Ybeat-‘,—bWt

jest rozwigzaniem powyzszego réwnania.

3.2 Roéwnania stochastyczne

Roéwnani rézniczkowe stochastyczne zapisujemy w postaci
dX; = f( Xy, t)dt + g( Xy, t)dWs. (3)

Przypominamy, ze matematycznie jest to réwnanie catkowe typu

t t
Xo=Xo+ [ [(Xos)ds+ [ g(X,,s)dW,
0 0

ale ze wzgledéw historycznych uzywa sie czesciej réwnania (3). Przy zato-
zeniach, ze funkcje sa typu Lipschitza istnieje rozwiazanie réwnania (3). Do
sprawdzania, czy dany proces spelia rownanie stochastyczne stuzy formuta
Ito. (Jest to najczesciej wykorzystywana metoda, czyli podawane jest roz-
wiazanie i nastepnie sprawdza sie, ze spetnia ono réwnanie (3).
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3.3 Model Samuelsona - Geometryczny proces Wiene-
ra

W modelu Blacka-Scholesa zaktadamy, ze dynamika zmian cen akcji (aktywu)
dana jest wzorem

dSt = St,udt + StO'th.

Parametry: p oznacza oczekiwany wzrost cen akcji, zas o odchylenie stan-
dardowe zmian cen akcji.
Zadanie. Korzystajac z formuty Ito sprawdzi¢, ze proces

S, = Speln—30)t+oWe (4)

jest rozwigzniem powyzszego réwnania.

Uwagi. Z postaci (4) wynika, ze ceny akcji maja rozktad log-normalny.
Ta obserwacja zostala pierwszy raz zrobiona przez Samuelsona. Powyzsza
obserwacje mozemy potwierdzi¢ generujac rozwiazanie. Zakladamy, ze cena
poczatkowa Sy = 5, mi = pu = 0.08, sigma = o = 0.4. Obserwujemy S;/Sy
dlat=1.

data black;
mi=0.08;

sigma=0.4;
delta=0.01;

do k=1 to 400; *Puszczamy 400 razy trajektoriex
S=5;
do j =1 to 100;
y=rand (’normal’);
S=S*(1+mi*delta+sigma*y*sqrt(delta));
end;
c=S/5;
output;
end;
run;

title ’Distribution lognormal’;
ods select ParameterEstimates
GoodnessOfFit FitQuantiles MyHist;
proc univariate data=black;
var c;
histogram / midpoints=0.1 to 3 by 0.2
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lognormal

gamma
vaxis = axisl
name = ’MyHist’;
inset n mean(5.3) std=’Std Dev’(5.3) skewness(5.3)
/ pos = ne header = ’Summary Statistics’;
axisl label=(a=90 r=0);

run;

Rozwigzanie. Korzystamy z formuly Ito dla funkcji F(z) = e”.

3.4 Proces Ornstein - Uhlenbecka

Proces postaci

nazywamy procesem OrnsteinUhlenbecka. Tym razem nie zastosujemy bez-
posredniej metody rozwiazanie rownania. Mianowicie rozwazmy proces

f(Xt7 t) = Xteeta

gdzie X; jest rozwiazaniem (5). Oczywiscie jest to proces Ito. Wowczas z
foruty Ito wynika, ze

df (X, t) = 0X,e%dt + e dX,.
Wstawiajac z (5) dX; otrzymamy
df(Xt, t) = QXteetdt + €9t<6((ﬂ - Xt)dt + O'th)

= 0Xe?dt + " Oudt — "0 X, dt + e adW,)
= "Qudt + " adW,)
Stad
X = X, + /0 " PG puds + /0 "B odiv,.

Zatem rozwiagzujac catki
X = Xo + p(e” — 1) + /Ot e odW,.
Stad rozwiazaniem réwnania (5) jest proces
X, = Xoe ¥ + pu(1 — e + /Ot D g dW,.
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Ustalajac t = T rozwiazanie X jest zatem zmienng losowa gaussowska.
Ponadto jesli catke oznaczymy przez U,

T
U:/ D gdw,,
0

to jest ona zmienng losowa gaussowska o wartosci oczekiwanej EU = 0, zas
wariancja

VarU = (069T>2/0T e?%3ds.

Stad
20T —20T
et —1 1—e
VarlU = 2 _—20T — 2
ar o’e 59 o 50
Jedli Xy jest stala np. réwna zg, to Xp jest zmienng losows o rozktadzie

normalnym z $rednia

EXr = Xoe " + p(1 — 7).

zas
VarXy = VarU.

Przeanalizujmy ten przypadek rowniez od strony symulacji
*Warunki poczatkowe™

data ornstein;
theta=0.08;
sigma=0.4;
mi=0.01;
krok=0.01;
X=5;

Z tymi warunkami poczatkowymi (7" = 1)

EX; =5%e "%+ 0.01(1 — e %) = 4.61

1— 6—2*0.08

VCLT'Xl = (04)2 W = 0.38.

Stad odchylenie standardowe wynosi

o(X;) = 0.38.

Generowanie trajektorii (Sciezek) procesu z krokiem krok = 0.01, ktére ob-
serwujemy po dojsciu do "ekranu” bariery w chwili 7" = 1. Generowanych
jest 1000 trajektorii.
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do k=1 to 1000;
x=b5;
do j =1 to 100;
y=rand (’normal’);
x=x+theta* (mi-x)*krok+sigma*y*sqrt (krok) ;
end;
X=x;
output;
end;
run;

3.5 Model Hestona
Cena akcji w modelu Hestona spetnia réwnanie
dSt = IlLStdt -+ UtStdZtl, (6)

gdzie p oczekiwana stopa zwrotu. Odchylenie standardowe oy jest procesem,
ktory spelnia rownanie Ornsteina-Uhlenbecka

dUt = —Batdt + (SdZE (7)

Para (Z}, Z2%) jest dwuwymiarowym procesem Wienera o korelacji p, czyli
Cov(Z},Z2) = pt.

Ten uktad réownan (6) i (7) jest przedstawiany czesto w postaci alterna-
tywnej. Zdefiniujmy nowy proces

Vy = O'tQ
Woéwezas z formuty Ito
L
th = QUtht + 525 dt.

Stad wstawigjac réwnanie (7) oraz podstawiajac oy = /74 otrzymamy

1
dvy = 23/ (—B\/vidt + 6dZ?) + 5252dt.

Zatem
dvy = 26\/v;dZ} + (—Pv; + 6°)dt
Jest to réwnanie typu CIR (Cox, Ingresoll, Ross), ktérym modeluje sie stopy

procentowe.
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Zatem rownowazny uktad réwnan z (6) i (7) jest nastepujacy
dvy = 2(0% — Puy)dt + 6/vdZ}.

Zaktadamy, ze znane sa warunki poczatkowe: cena akcji So = 5, wyjdciowa
wariancja ni = vy = 0.08. Ponadto znany jest wspotczynnik korelacji rho =
p = 0.9 pomiedzy procesami Z' a Z2. Znane s réwniez pozostale parametry
modelu czyli: mi = p = 0.05, beta = 3 = 0.02 oraz delta = § = 0.05.

data Heston;

* warunki poczatkowex
x=0;
w=0;
z1=0;
z2=0;
S=5;
ni=0.08;
output,;

rho=0.9;

eta=sqrt (1-rho**2) ;
mi=0.05;

krok=0.01;* krok czasowyx*
delta=0.05;

beta=0.02;

* procedura generowania proceséw Wienera Z1 i Z2 oraz proceséw ni i S*

do i =1 to 1000;
yl = rand(’normal’);
y2 = rand(’normal’);
X =x+krok;
*proces z2 w chwili x*
z2u=rho*zl+eta*w,;
*procesy z1 i w niezaleznex
z1l = zl+ ylxsqrt(krok);
w= wty2*sqrt (krok) ;
*proces z2 w chwili x+krokx*
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z2=rho*zl+etax*w;
ni=ni+2x(delta**2-beta*ni)*krok+delta*sqrt(ni)*(z2-z2u);
S=S* (1+mi*krok+sqrt (ni)*yl*sqrt (krok)) ;
output;

end;

run;

Symbol value=none interpol=sms line=1 width=2;
legendl order=( ’zl’ ’z2’);

title"Wiener skorelowany";

proc gplot data=Heston;

plot zlxx z2*x/overlay legend=legendl ;

run;

Oczywiscie mozemy znales¢ rozwigzania dokladne procesu. Mianowicie
réwnanie (7) zadaje proces Ornsteina Uhlenbecka zatem

t
o, = ope Pt + 5/ eﬁ(s_t)ng
0

Stad poniewaz model cen akcji w modelu Hestona nie rézni sie istotnie od
modelu Blacka-Scholesa, to

2

Sy = Spexp {(u — J?t)t + O'tZtl} .

Wiemy, ze o; to proces gaussowski zatem S; to zmienna losowa, taka ze In .S,
ma rozktad bedacy iloczynem wzspotrzednych wektora gaussowskiego.

3.6 Uogoblniony model Hestona

Mozemy w naszych rozwazniach uwzgledni¢ rowniez zmieniajaca si¢ w cza-
sie stope procentowa, tzw. stope procentowa dla lokaty krotkoterminowe;j.
Wowczas rozwaza sie uktad réwnan (L. Grzelak, C. W. Oosterlee)

dvy = 28(% — wy)dt + 0 /dZ}
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3.7 Model SABR

Model zadany jest ukltadem réwnan

dF, = a,F/dz}
oraz

doy = I/atde

Procesy Wienera Z! i Z? sa skorelowane z parametrem p. Dane sa warunki
poczatkowe
FO)=f, a(0)=a

Nazwa modelu nawigzuje do nazwy parametréw w modelu tj. stochastic
(o, B, p). Zauwazmy, ze nieznany jest rowniez warunek poczatkowy f. Roz-
iwazania analityczne sa znane (jak dotad)) tylko dla 8 = 0 oraz 3 = 1.

3.8 Miara martyngalowa-kilka uwag o dynamice cen
akcji

Modele rozpatrywane byty wzgledem tzw.miary rzeczywistej, czyli wzgledem
"rzeczywistych” mozliwych $ciezek procesu cen akcji (wyjatek stanowia dwa
ostatnie modele). Istota wyceny jest taki model by byl on réwnowazny z
brakiem arbitrazu. Taki model zasadniczo prowadzi do modelu gdzie zdys-

kontowane ceny akcji S; := e S, sa matryngalem, r to stopa procentowa
—rt

dla kapitalizacji ciaglej. Zastosujmy formutle Ito dla funkcji F'(¢,2) = e "'x
oraz procesu S;. Wowczas

dS; = dF(t,S;) = —re "' S,dt + e~ "tdS,.
Wstawiajac dynamike cen akcji
dS; = Sipdt + SiodW,
otrzymamy
dS; = dF(t,S,) = —re " S,dt + 7" (Sypudt 4+ SyodWr).
Stad

dS, = dF(t,S,) = e 'S,((1 — r)dt + odW)) = S,0 (’M;Tdt + th) .
Zatem jedli proces dryftu procesu Wienera
—r

dB, = """ ar + aw,.
g
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z innego punktu widzenia (innej miary) znéw bedzie procesem Wienera, to
zdyskontowany proces S; bedzie martyngatem. Wynika to ze wzoru

dgt = gtO'dBt.

Wracajac do dynamiki samego procesu .S; otrzymamy w modelu Blacka Scho-
lesa réwnanie

dSt = TStdt + StO'dBt.

4 Elementy statystyki

Do tej pory parametry proceséw byty zadane. W rzeczywistosci sa one sza-
cowne z danych historycznych. Wrocimy do modelu Blacka-Scholesa

dSt St,udt + StO'th

Model ten ma dwa parametry p oraz o. Z danych historycznych mozemy
oszacowa¢ parametr o a nastepnie u. Naiwny estymator wariancji

" (InS;, —InS;,_,)? 1(InS;, —InS;,)?
! ti—tin  n

=1

1
n n t, — to ’
gdzie korzystamy z czasu dyskretnego 0 = t) < t; < to < --- < t, =T

Korzystajac z rozwiazania (4)

S 1
In =t = (u— =)t —s) + o(W, — W)
Ss 2
otrzymamy
7
1 Eni (=30t — ti) + o (Wi, = Wi )\* 1 ((n— 30T + oWy
n i—1 tz — ti—l n ﬁ

Zatem wprowadzajac zmienne losowe niezalezne &; o rozkladzie N(0, 1) otrzy-
mamy

n

? = (g o) (1 g T ee)

=1
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Stad korzystajac z EX? = VarX + (EX)? otrzymamy

o2 1

- 1 & 1
ol =0 +712;OL 50 ) == (n—507) - =—0
Przedstawimy metode estymacji wariancji korzystajaca ze wzoréw Blacka-
Scholesa dla wyceny opcji. Jak estymowac p. Niech
1 n
L= T Z(ln Sti —In Sti—l)'

i=1
Korzystajac z (4)
1 1,
L= > (0= 500t~ ti) + oW = Wi ) ) = (-

=1

Poniewaz EL = ji — 30 zatem

i=L—— g2
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