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1. Podstawowe pojecia teorii niezawodnosci

Rozwazamy zbior wszystkich mozliwych do pomyslenia wariantéw (sce-
nariuszy) calego zycia - elementow, uktadow lub ludzi w € Q. Wariantom
tym (a doktadniej dopuszczalnym zbiorom réznych wariantow) przyporzad-
kowujemy odpowiednia wage, czyli miare prognozujac mozliwe prawdopodobieristwo.
Interesowac nas bedzie przyszly czas zycia T = T'(x) pojedynczego ele-
mentu, uktadu, cztowieka x, zatem

T:Q—[0,400).

Czas (zmienna losowa) T jest tak zdefiniowana, aby mozna bylo policzy¢
prawdopodobienistwo $mierci do chwili ¢, czyli wyznaczy¢ funkcje nazywana
dystrybuanta
F(t)=P{lweQ:T(z)(w) <t}

Dystrybuanta F nazywana jest réwniez funkcja zawodnosci. Dystry-
buanta jest funkcja niemalejgca, ponadto 0 < F'(¢t) < 1. Wartos¢ F(t) inter-
pretujemy jako prawdopodobienistwo $mierci elementu do chwili ¢. Mozna
rowniez dla elementéw jednorodnych (o tych samych parametrach i tych
samych mozliwych do pomyslenia wariantach zycia) sadzi¢, ze F'(t) oznacza
procent elementéw, ktore zepsuja sie do chwili ¢.

My bedziemy zakladaé, ze funkcja F jest ciagla oraz F(0) = 0.

Rownowazng charakteryzacje przyszlego czasu zycia otrzymamy rozwazajac
funkcje niezawodnosci

R(t)=1—F(t) = Plwe Q: T(z)(w) > t}.

Interpretujemy ja w odniesieniu do elementéow systemu (czas bezawaryjnej
pracy, np. liczba godzin $wiecenia zarowki lub jednorodnej partii zarowek).
Dla systemy ztozonego pojecie niezawodno$ci rozwaza sie w kategorii dostep-
nosci i tolerowania awarii. Dla towarzystwa ubezpieczoniowego oznacza ono
w zaleznosci od rodzaju polisy czas zycia, czas zdolnosci do pracy itp.

Definicja 1 Jesdli istnieje pochodna funkcji F', to nazywamy ja gestoscia
prawdopodobienstwa lub gestoscig i oznacza¢ bedziemy ja przez f, czyli

f&) =F'(t).

7 definicji oraz zatozenia otrzymujemy, ze

F(t) = /0 " F(s)ds.
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Wilasno$ci gestosci

Pla<T<b)= /abf(s)ds.

W tym wykladzie zazwyczaj bedziemy zakladaé, ze funkcja F'
jest rézniczkowalna.

Réwnowaznym sposobem opisu dalszego czasu zycia 1" jest funkcja nazy-
wana intensywnoscig uszkodzen, intensywnoscig $miertelnosci czy intensy-
wnoécia $mierci. Dana jest ona wzorem

A(t) = —(InR(t)) = ]];((?).

Sens tego parametru jest nastepujacy: w jednorodnej populacji, ktéra dozyta
do chwili ¢ obserwujemy szybkos¢ §mierci. Pokazuje to rowniez wzor
R(t) — R(t + dt)

dtR(t)

A(t) ~
oznaczajacy wzgledny wzrost uszkodzeri, $mierci.

Zwiazki pomiedzy funkcja niezawodnos$ci, gestos$cia i intensy-
wnoscia uszkodzen

R = copl— [ A(s)ds)

F(8) = RIOA(E) = e o X2y,

Charakterystyki liczbowe
Jedna z podstawowych charakterystyk liczbowych badanej cechy, czyli

przysztego czasu zycia, jest miara potozenia rozktadu, czyli wartosé¢ oczeki-
wana

ET = /oo Lf(t)dt.
0
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Ten parametr w teorii niezawodnosci interpretujemy jako oczekiwany czas
(w jezyku potocznym sredni czas patrz uwagi jezykowe ponizej) do awarii
(mean time to failure). Ponadto wprowadzamy k-ty moment centralny

ETF = /Ooot’“f(t)dt.
Jedna z miar rozproszenia rozkladu jest wariancja
VarT = E(T — ET)*> = ET? — (ET)?
oraz zwigzane z wariancja odchylenie standardowe

oc=VVarT.

Czasami warto jest podkresla¢ stowo oczekiwane: np. oczekiwane odchyle-
nie standardowe dla rozréznienia pomiedzy pojeciami probabilistyki a staty-

tyska.
Zadanie 1. Umiejetnosc¢ obliczania EX oraz VarX dla zmiennych losowych
dyskretnych.

2. Podstawowe rozklady
Rozktlad wyktadniczy. Ogolna postaé dystrybuanty

F(t) =1—exp(—At).
Przyktad A = 3.

Gestos¢ rozktadu wyktadniczego
f(t) = xe ™,



Przyktad A = 3.

Zauwazmy, ze intensywnos¢ jest funkcja stalta, A(t) = A zas

1 1
ET:X VarT:ﬁ.

Rozklad Weibulla (1939). Intensywnosé¢ uszkodzen w rozktadzie Weibulla
ma nastepujaca postaé, t >0

At) = a1t

gdzie parametry a, A > 0. Jesli @ > 1, to intensywnosé¢ uszkodzen jest
funkcja rosnaca. Jesli « = 1, to mamy do czynienia z rozkladem wyktad-
niczym. Dla a < 1 intensywno$¢ uszkodzen maleje. Otrzymujemy ponadto,

t
R(t) = eJUP[_/ A(s)ds] = exp[—At?].
0
Okazuje sie, ze warto$¢ oczekiwana
1.1
ET=T(1+4 —)\"a
o

za$ wariancja
2 1
VarT = (F(l + ) —T23(1 + )> A
o o
Wystepujaca w powyzszych wzorach funkcja Gamma I' daje nam uogol-

nienie pojecia silni, gdyz
F'(n+1)=nl



Pozostalte wtasnosci i defnicja sa nastepujace. Definicja dla > 0

[e.9]
I(z) = / t*Le~tat,
0
W niektérych przypadkach mozna tatwo obliczyé¢ warto$é funkcji I' np.
NZS
gdzie symbol dwdch silni !! oznacza w tym przypadku mnozenie kolejnych

liczb nieparzystych, czyli 5!l =1-3-5.
Przyktad A = 4, a = 0.5 dystrybuanta rozktadu Weibulla.

Rozklad gamma. Gestosé¢ rozkladu gamma z parametrami o, A

(67

I(a)

f(t) = t* Lexp(—\t).

Przyktad gestosci A =4, a0 =6




Rozklad Gompertza Intensywnosé¢ dla rozktadu Gompertza z parame-
trami a, A
A(t) = aeM.

W matematyce aktuarialnej uzywany jest rozktad z parametrami o = 0.0204
oraz A = 0.097. Modeluje od dalszy czas zycia osoéb ktore osiagnely wiek
emerytalny czyli 65 lat. Po kolei dystrybuanta, funkcja niezawodnodci, ges-
tos¢ oraz intensywnosé
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Rozklad normalny standardowy. Gestosé rozktadu standardowego
oznaczonego N (0, 1) jest nastepujaca dla t € (—oo, 00)

1 2

1) = 5-emp(=2).

Przez ® oznaczamy dystrybuante rozktadu N(0,1). Wiemy, ze

B(x) = [ ; F(t)dt.

Powyzsza calka jest to tzw. calka nieelementarna, dlatego wartosci dystry-
buanty sa stablicowane w podrecznikach.

Zauwazmy, ze rozklad ten nie jest skoncentrowany jak wszystkie powyzsze
rozktady na poétprostej (0, 00). Nie modeluje on zatem bezposrednio dalszego
czasu zycia. Jego zastosowanie i uzyteczno$é poznamy w dalszej czesci po-
dajac twierdzenia graniczne. Modelujemy nim na przyktad btad pomiarowy
U, gdzie brak jest btedu systematycznego. Inaczej méwiac, btad systematy-
czny jest rowny zero (EU = 0). Parametr jeden oznacza, ze mamy zadang
doktadno$¢ pomiarowa (np. 1 mA VarU = 1). Z tego modelu wynika, ze
prawdopodobienistwo btedu w granicach doktadnosci pomiarowej wynosi

P(-1<U<1)= /_11 FO)dt = B(1) — B(—1) ~ 0.68.

Gestosc¢ rozkladu standardowego



Gestosé rozktadu standardowego

Rozklad normalny. Rozklad normalny rozpatrujemy z parametrami
W, o oznaczajac go N(u, o). Gestosé¢ tego rozktadu jest rowna

£t) = eap(- T 1)

270 202

).

Jedli badana cecha (btad pomiarowy) X ma rozktad normalny N(u, o), to
jej wartosé oczekiwana (czyli blad systematyczny)

EX =p,

zas rozrzut od wartosci oczekiwanej
VVarX =o.

Inaczej mowiac parametry rozktadu normalnego p, o oznaczaja jednocze$nie
charakterystyki liczbowe tego rozktadu, czyli wartosé¢ oczekiwang i odchyle-
nie standardowe.

Zwiazek pomiedzy dowolnym rozktadem normalnym a rozktadem stan-
dardowym ilustruje nastepujacy przyktad. Zatézmy, ze btad pomiarowy ma
rozklad N(1,4),czyli dopuszczamy blad systematyczny. Pytamy sie jaki jest
procent btedéw pomiarowych pomiedzy —2 a 2. Wowczas

—2-1 _ %) = &(1/4) — B(—3/4).

P(-2< X <2)=P( <
Korzystajac z tablic lub oprogramowania znajdujemy wynik.
Problematyka Podstawowym problem na tym poziomie modelowania
probabilistycznego jest odpowiedni dobor rozktadu, czyli dob6r miary (praw-
dopodobieristwa zdarzen). W tym kontekscie statystyka pozwala na wery-
fikacje naszych mnieman odnognie prawdopodobienistwa przysztych zdazen



analizuja¢ dane historyczne. Niemniej trzeba jasno powiedzieé¢, ze w przy-
padku zdarzen losowych nigdy nie wiemy na pewno, czy nasz wybér odpowiada
prawdzie. Jesli jestesmy juz sktonni uzywaé jakiegos modelu z nieznanymi
parametrami (choc¢by dla prostoty) wowczas znowu statystyka pozwala na es-
tymacje parametrow (parametru) tego rozkladu. Tutaj czeka nas nastepna
trudnos¢. Musi wybraé¢ pomiedzy réznymi sposobami estymacji.

Zadanie 2. Umiejetno$¢ wyznaczania prawdopodobienstwa dla N (u, o)
w oparciu o tablice wartosci dystrybuanty N (0, 1).

Zadanie 3. Zalézmy, ze zycie zarowki T' z danej partii ma rozktad wyktad-
niczy z parametrem \. Korzystajac z metody momentow (czyli wiedzac, ze
ET = 1/)) na podstawie czasow zycia w dniach 10 zarowek: 250, 230, 124,
45, 34, 95, 102, 340, 130, 160 oszacowaé parametr .

3. Proces stan6éw na przykladzie procesu defaultu

Jest jeszcze jeden wazny przyktad zastosowania teorii niezawodnosci. Ma
to miejsce w modelowaniu czasu defaultu dla przedsiebiorstwa. Czas defaultu
to moment "$mierci", czyli niewyptacalnodci przedsiebiorstwa. Rozwazmy
zatem proces stanow (defaultu, $mierci, uszkodzenia)

0 0<t<T(w)
Xt(w):{l T(w) <t

Dla kazdego t zmienna losowa X; przyjmuje dwie wartosci: - 0 - oznacza, ze
nie nastapit jeszcze moment defaultu oraz - 1 - oznacza, ze nastapit juz ten
moment. Z definicji wida¢, ze

zas

P(X; =0) = R(t).

Dla kazdego t zmienna losowa X jest tzw. zmienng losowa binarng (dwupunk-
towa)okreslajaca sukces 0 lub porazke 1. Z drugiej strony, majac proces X
mozemy dokladnie odtworzy¢ czas przezycia

T(w) = inf{t > X;(w) = 1}.

Precyzyjnie, jesli dany jest proces X; o trajektoriach niemalejacych przyjmu-
jacy wartosci w zbiorze {0,1}, to T jest przyszlym czasem zycia. W jezyku
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teorii procesow stochastycznych T jest czasem stopu (Markowa) zas proces
X procesem Markowa.

Pamietajmy, ze w praktyce nieznana jest dystrybuanta F'. To co obser-
wujemy, to faktycznie wyniki procesu ilo§¢ sukcesu i porazki:

e w medycynie procent skutecznosci leczenia
e w finansach procent przedsiebiorst z trudnosciami finansowymi

e w badaniach demograficznych procent ludzi, ktorzy przezyli 1 rok, 2
lata...

Problem zatem jest prosty, jesli interesuje nas wylacznie procent przezy-
wajacych do chwili T'. Jest tak np. jesli chcemy wyceni¢ warto$¢ obligacji
zerokuponowej o wartosci nominalnej 100 i wygasajacej w chwili 7. Wéwczas
wystarczy estymowa¢ F(T') aby w prosty sposob oszacowaé¢ warto$¢ takiej
obligacji, mianowicie wartos¢ tej obligacji w chwili 1" jest réwna

100E(1 — X7) = 100R(T).

Biorac odpowiednie dyskonto otrzymamy pierwsze przyblizenie wartosci takiej
obligacji.

Roéwniez w badaniach demograficznych Tablice zycia sa skonstruowane w
ten sposob, ze podaja liczbe o0sob, ktére przezyly 1,2 itd. lat. Zatem mamy
estymacje wartosci funkcji F(n) dlan =1,2,3, ..

Zadanie 4. Zatézmy, ze w pewnym zaktadzie pracy pracuje 1000 kobiet
w wieku 40 lat, ktore przepracowaly juz 15 lat. Zgodnie z Art. 93 pra-
codawca w przpadku $mierci bedzie musiat wyptaci¢ odprawe posmiertna.
Zakladamy, ze pensje beda rosly wraz z inflacja oraz ze wiekszoéc kobiet
pojdzie na emeryture w wieku 65 lat. Ponadto érednia pensja brutto w tej
grupie zawodowej wynosi 3000 PLN. Oszacowaé zobowiazania pracodowacy
w okresie zatrudnienia, czyli przez 25 lat.

Kodeks pracy Art. 93.

§ 1. W razie $mierci pracownika w czasie trwania stosunku pracy lub w
czasie pobierania po jego rozwiazaniu zasitku z tytutu niezdolnosci do pracy
wskutek choroby, rodzinie przystuguje od pracodawcy odprawa posmiertna.

§ 2. Wysoko$¢ odprawy, o ktérej mowa w § 1, jest uzalezniona od okresu
zatrudnienia pracownika u danego pracodawcy i wynosi:

1) jednomiesieczne wynagrodzenie, jezeli pracownik byt zatrudniony krocej
niz 10 lat,

2) trzymiesieczne wynagrodzenie, jezeli pracownik byl zatrudniony co
najmniej 10 lat,
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3) szesciomiesieczne wynagrodzenie, jezeli pracownik byt zatrudniony co
najmniej 15 lat.

Pl

4. Niezaleznos$¢ i prawdopodobienstwo warunkowe
na przykladzie wlasnosci rozktadu wyktadniczego

Czesto zachodzi potrzeba obliczenia rozktadu dalszego trwania zycia jesli
zaktadamy, ze element (osoba) przezyje s lat. Definicja prawdopodobieristwa
warunkowego dla zdazen jest nastepujaca

P(ANB)

PAIB) = =55

Zatem prawdopodobienstwo

P(T>t+sT >s)= Pg;il—)s) = Rg(—;s)

Wiemy, ze dla rozktadu wyktadniczego z parametrem A
R(t) = exp(—At).
Stad wnosimy, ze
P(T >t+ s|T > s) = exp(—\t) = R(t)
lub inaczej
(1) R(t)R(s) = R(t + s).

Wtasnosé tg nazywamy brakiem pamieci rozktadu wyktadniczego. Z powyzszego
wzoru wnosimy bowiem, ze jest zupelnie nieistotne jak dlugo zyl wczeéniej
element. Jego dalszy czas trwania zycia jest zawsze taki sam i jest niezalezny

od czasu ktory przezyt (tutaj s). Przypomnijmy, ze dla zbioréw niezaleznoscé
oznacza wlasnie (1) czyli

P(AN B) = P(A)P(B).

Okazuje sie, ze jedynym procesem ktory jest bez pamieci jest rozktad wyktad-
niczy. Wynika to stad, ze jedyna funkcja spelniajaca (1) jest funkcja ekspo-
nencjalna. Rozklad wykltadniczy w pewnym sensie w teorii niezawodnosci
jest generyczny. Badajac bowiem rzeczywisty czas trwania zycia mozemy
wyznaczy¢ trzy okresy:
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e okres gwarancyjny (czas ujawniania wad produkcyjnych)

e okres pracy elementéw intensywno$¢ uszkodzen w przyblizeniu jest
stata

e okres umierania.

Dla ludzi to dpowiednio okresu 0-2 lub 3 lat od 3-65 roku zycia i okres szy-
bkiego starzenia powyzej 65 roku zycia(modelowanego rozktadem Gompertza
jak wyzej).

Zadanie 5. Opracowaé rozklad taczny oraz rozktady brzegowe dwoch
cech X (np. pte¢) i Y (np. umiejetnosci jezykowe Al,A2 B1,B2 H-wyzsze).
Poréwnaé rozktad taczny z rozkladem tacznym otrzymanym z rozktadow
brzegowych pod warunkiem, ze cechy te s niezalezne.

5. Zastosowanie poznanych narzedzi probabilisty-
cznych w ubezpieczeniach na zycie

Model dalszego czasu zycia dla z = 45. Utamkowy czas trwania zycia.
Rozktad warunkowy: jednostajny, wyktadniczy.

Obliczanie sktadki jednorazowej dla ubezpieczenia bezterminowego A,
dla z = 45. Obliczanie sktadki A,.

Obliczanie sktadki jednorazowej dla renty bezterminowej d, dla x = 45

Wysoko$é sktadki netto P, dla x = 45.

Rezerwy netto, funkcja ryzyka. Podzial sktadki.

6. System nieodwracalny - proces Smierci

Niech E oznacza zbiér ztozony z m -niezaleznie dziatajacych elementow.
Zakladamy, ze kazdy z element z E jest w stanie 1 (dziata) albo 0 (nie
dziata). Dziatanie systemu okreglone jest przez niezawodno$¢ jego elementow
i za pomocy funkcji stanéw U,

¥ :{0,1}F = {0,1}.

Zbior {0,1}¥ jest zbiorem wszystkich mozliwych stanéw elementéw systemu
E. O funkcji stanéw zaktadamy, ze



co oznacza, ze system na pewno dziala jesli sa sprawne wszystkie jego ele-
menty. Ponadto zachodzi sytuacja odwrotna

¥(0,...,0) =0,

Funkcja U jest niemalejaca w kazdej zmiennej , czyli pogorszenie dziatania
jednego z elementéw nie moze polepszy¢ dziatania systemu E. W teorii
niezawodnosci czesto bada sie funkcje standw nazywana strukture progowsa
k z m. Oznacza to ze system dziata, jesli dziala co najmniej k z wszystkich
m elementow (tzw. statystyka pozycyjna).

Aby zdefiniowaé¢ wzorem strukture progowa k z m niech wektor w =
(w1, .y W) € R™. Niech wektor u = (u1, ..., Um) = (W1, s Wirn)) OzZNACZA
uporzadkowany nierosnaco ciag

utworzony z ciggu wi, ..., Wy,. Definiujemy funkcje
ME(w) = uy,.

Kazdemu elementowi j € FE przyporzadkowujemy jego proces stanu Xg .
Woéwczas proces systemu E' jest zdefiniowany przez

& = W(X}, ..., X™).
Dla struktury progowej k z m
& = My, (X, ., XP7).

Z tych rozwazan wynika, ze funkcja zawodnosci dla systemu E jest zdefin-
iowana przez

Ts = inf{t € [0,00) : & = 0}.

Zauwazmy, ze struktura progowa m z m oznacza potaczenie szeregowe. Mozemy
bezposrednio obliczyé¢ T° mianowicie

79 = min{T1, ..., Ty} = M™(T1, ..., Trn),

gdzie T} to czas zycia j-tego elementu. Z drugiej strony struktura progowa
1 z m jest zwigzana z polaczeniem réwnolegtym. Zatem

T = max{Ty,...,Tjn} = ML (Ty, ..., T}).
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Wyznaczmy teraz rozktady dla tych dwoch stuktur progowych zaktadajac, ze
T; ma rozktad wyktadniczy z parametrem A. Przypomnijmy ze zalozyliémy,
iz elementy dziataja niezaleznie. Wowczas funkcja zawodnodcei dla max

P(max{Ty,.... T} <t) = P(Ty < t,...Tp < 1)

=P(T1 <t)--- P(Ty < t) = (1 — exp(—=At))™.

Z drugiej strony okazuje sie, ze rozktad min jest wyktadniczy » parametrem
mA. Obliczamy funkcje niezawodnogci

P(min{Ty,....,Tyn} >t)=P(Th > t)--- P(T,, > 1)

= (exp(—=A))™ = exp(—mA).

Zauwazmy, ze precyzyjniejsza informacja dla systemu &k z m byltoby okresle-
nie ile elementéw jeszcze pracuje. Zatem interesuje nas proces S(t), ktory
w chwili ¢ moze by¢ w stanie Zy, Z1,...Zm—k+1, gdzie stan Zy oznacza, ze
wszystkie elementy dziataja, Z; oznacza stan gdzie doktadnie 1 element jest
popsuty, itd. Zauwazmy, ze proces porusza sie od stanu do stanu

ZO e A e Zm—k—i—l-

Stan Z,,_k+1 oznacza Smier¢. Proces S(t) jest dyskretny. Przed nami stoi
problem wyznaczenia prawdopodobienstw

P{S(t) = Z;} = p;(¢).

Zauwazmy, ze jest to uogodlnienie procesu stanéw. W tym momencie mozemy
nieco rozszerzy¢ nasz model zaktadajac, ze obok czasu pracy (zycia) elementu
T; dany jest jeszcze czas pracy poszczegélnego elementu w sytuacji: system
dziata a element j jest wylaczony. Niech Tj, definiuje czas do uszkodzenia
jezeli element jest wylaczony. Zakladamy, z¢ T}, ma rozklad wykladniczy z
parametrem A,. Oczywiscie A, < A. Ponadto wszystkie zmienne losowe sa
niezalezne. Mozemy wyrézni¢ nastepujace systemy

(i) rezerwa aktywna A, = X. Wowczas proces S(t) w stanie Z; ma
intensywno$é uszkodzen

vj = (m—j)A

(ii) rezerwa zimna oznacza, ze A, = 0 czyli proces S(t) w stanie Z; ma
intensywno$¢ uszkodzen

l/j =k
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(iii) rezerwa ciepta. Proces S(t) w stanie Z; ma intensywnosé¢ uszkodzen
vi =kX+ (m —k— j)A\.

Problem obliczenia prawdopodobienstw p;(t) prowadzi nas teraz do uktadu
rOwnan. Zauwazmy, ze jesli proces w chwili £ 4 dt jest w stanie j, to w chwili
t byt albo w stanie j albo byt w stanie j — 1. Proces S(t) zostaje w stanie Z;
wg. rozkladu wykladniczego z parametrem v; za§ wychodzi ze stanu Z;_1
wg. rozktadu wykladniczego z parametrem v;_1, zatem

pj(t + dt) ~ pj(t)(l - I/jdt) + pj_l(t)ljj_ldt.

Uzasadnienie tego wzoru wiaze sie z wtasnoscia braku pamieci rozktadu nor-
malnego oraz ze wzorem przyblizonym dla matych wartosci |z|

e’ ~1+ux.
Zatem dla rozktadu wyktadniczego trwanie w stanie Z; w czasie t do t + dt
R;(dt) = e "% x~ (1 — v;dt).

Z drugiej strony wyjscie ze stanu Z;_1 do stanu Z; w czasie ¢t do t+dt wyraza
wWzOr
ijl(dt) =1 —e Vi1 fl/jfldt.

Zatem
Dj (t + dt) —Dj (t) R pj (t)l/jdt + pj71(t)l/j71dt

pj(t +dt) —p;(t)
dt
Prowadzi to do uktadu réwnan Kolmogorowa

~ pj(t)vj + pj-1(t)vj-1.

P(t) = pi(t)v; + pj—1(t)vj—1
z warunkami poczatkowymi

Rozwiazujac ten uklad otrzymujemy rozwiazanie. Ponizej zasugerujemy
jedna z metod rozwigzania tego uktadu réwnan. Zauwazmy, ze funkcja nieza-
wodnosci systemu k z m jest réwna

m—k
Rs(t) = Y pj(t) = 1~ pisa (1)
7=0
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Warto w tym momencie wprowadzi¢ niezwykle uzyteczne narzedzie stosowane
w probabilistyce i metodach réwnan rézniczkowo funkcyjnych transformate
Laplace’a

Definicja 2 Transformatg Laplace’a funkcji f : [0,00) — R wystarcza-
jaco regularng jest funkcja

F() = L) = | T F)etat,

gdzie dziedzina s jest tak dobrana aby catka miata sens.
Okazuje sie, ze niezwykle tatwo znalez¢ funkcje Rg w terminach trans-
formaty Laplace’a

Twiedzenie Przy powyzszych zalozeniach

(s+wvo) - (S+Vm k) = Vo Vi
s(s+v0) - (S+ Vi)

L(Rs)(s) =

Stosujac teraz transformate odwrotng uzyskujemy rozwiazanie.
7. Proces odnowy

Zatozmy teraz, ze mamy ciag niezaleznych zmiennych losowych oznacza-
jacych moment zepsucia elementu badz uktadu my, 71,7 .... Zakladamy, ze
czas pracy 7o do pierwszej awarii jest opisany funkcja zawodnosci Fa, za$ po-
zostalte czasy pracy do kolejnej awarii opisuje funkcja zawodnosci F'. Pomi-
jamy rozklad czasu naprawy. Interesowaé nas bedzie proces ilo$ci odnéw
(awarii) do chwili ¢ oraz czas pracy do n-tej awarii. Funkcje zawodnosci
spetniaja zatozenia z pierwszych rozdzialow zatem niech fa oznacza gestosc
dla F4 za$ f gestosé dla F'. Wprowadzamy proces czasu pracy do n-tej awarii

n—1
Sn == Z Tj-
7=0

Niech F), oznacza dystrybuante zmiennej losowej S,,. Okazuje sie, ze

Twierdzenie

Fo(t) = /0 "B it — 5)f(s)ds
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fn(t) = /Ot frn—1(t — s)f(s)ds.

Powyzsze twierdzenie jest konsekwencja nastepujacego faktu, jesli zmi-
enne losowe X 1Y o gestosciach odpowiednio f i g sg niezalezne, to zmienna
losowa X 4+ Y ma rozktad f * g, (splot funkcji f i g) dany wzorem

fra®)= [ ft=9g(s)ds.

Poniewaz czas pracy jest zmienna losowa okreslong na [0, 00), zatem wzor
powyzszy redukuje sie do wzoru

Fro0)= [ 1= s)gts)as.

W tym kontekscie warto uzy¢ transformaty Laplace’a. Mianowicie dla funkcji
wystarczajaco regularnych f i g

L(f*g)=L(f)L(g)-

Wtasnosé ta pozwala czesto efektywnie obliczy¢ funkcje gestosci f,, dla n =
1,2.... Jezeli metody dokladne sa trudne do zastosowania mozna zastosowaé
metody przyblizone. Kluczem jest tutaj twierdzenie Lindenberga-Levy’ego
(Moivre-Laplace). Twierdzenie to moéwi, ze jesli mamy ciag {X;}; zmien-
nych losowych niezaleznych o jednakowym rozktadzie o skonczonej wartosci
oczekiwanej £X; = p i wariancji VarX; = a2, to

U3 X N, o/ V).
j=1

Mozemy wowczas korzystaé z dystrybuanty rozktadu normalnego i z metody
standaryzacji (rozdzial 2). Uzywajac naszych oznaczen i zakladajac, ze
rozklad 7y jest rowny rozkladom 7; (tzw. prosty proces odnow)

1 n—1
n2uj=0Tj — H Sn_:uf
= ~ N(0,1).
N TN IR

Mozemy zdefiniowaé teraz proces odnowy. Proces informuje nas rozpa-
trujac scenariusz wydarzen w ile bedzie odnéw do chwili t. Mianowicie

(0 t < 7o(w)
v(t)(w) = {n Sp(w) <t i Sni1(w)
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Zmienna losowa jest dyskretna. Ponadto
Pw(t)<n—1)=P(S,>t)=1—P(S, <t)=1— F,(t).
oraz
Pv(t)=n—1)=Pw(t) <n)—Pw(t) <n—1)=F,(t) — Fo+1(t).

Moze nas interesowac nie caly rozklad zmiennej losowej (procesu odnowy)
v tylko wartos¢ oczekiwana liczby odnow (np. aby wiedzie¢ jaka srednio ilog¢
psujacych sie elementow jest potrzebna w magazynie)

H(t) = Ev(t).
Wprowadzamy rowniez funkcje nazywana gestoscia odnéw (o ile ona istnieje)
h(t) = H'(t).

Zauwazmy, ze

HE) = Bu() = 3 jP0(t) = 1) = 3 4B () - Fpa (1))
j=0 J=0

i Fj(t) = FA(t) + i /t f(S)Fn_l(t - S)dS.
j=1 j=270

Zmieniajac kolejnosc sumowania z catkowaniem otrzymujemy réwnanie nazy-
wane rownaniem odnowy

() H(t) = Fa(t) + 3 /Ot F(s)H(t — 5)ds.
=2

Uzywajac pojecia splotu dostajemy zwarta postaé¢ rownania
(3) H=Fy+ fx*H.
Korzystajac z transformaty Laplace’a otrzymamy
L(H) = L(Fa) + L(f)L(H).
Stad E)
A
L(H)= = L)
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Korzystajac z metod numerycznych czy analitycznych rozwigzujemy prob-
lem.

8. Prosty proces odnéw

Obliczymy teraz funkcje H(t) dla prostego procesu odnow. Po pierwsze
zrézniczkujmy rownanie (2) otrzymamy wowczas

h(t) = f(t) + f = h(t).
Korzystajac z transformaty Laplace’a otrzymamy

L(h) = L(f) + L()L(h).

Stad
L(f)
L(h) = ———.
W=
Poniewaz dla rozktadu wyktadniczego
A
L)) = 51~
Zatem
)\f\&-s A
Ats

Korzystajac z odwrotnej transformaty Laplace’a otrzymamy
h(t) =X oraz H(t) = \t.

Whiosek jest nastepujacy: jesli awarie zdarzaja sie wg. rozkladu wyklad-
niczego z oczekiwanym czasem na awarie %, to oczekiwana ilos¢ odnéw do
chwili ¢ jest rowna At.
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