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1. Podstawowe pojęcia teorii niezawodności

Rozwa»amy zbiór wszystkich mo»liwych do pomy±lenia wariantów (sce-

nariuszy) caªego »ycia - elementów, ukªadów lub ludzi ω ∈ Ω. Wariantom

tym (a dokªadniej dopuszczalnym zbiorom ró»nych wariantów) przyporzad-

kowujemy odpowiedni¡ wag¦, czyli miar¦ prognozuj¡c mo»liwe prawdopodobie«stwo.

Interesowa¢ nas b¦dzie przyszªy czas »ycia T = T (x) pojedy«czego ele-

mentu, ukªadu, czªowieka x, zatem

T : Ω → [0,+∞).

Czas (zmienna losowa) T jest tak zde�niowana, aby mo»na byªo policzy¢

prawdopodobie«stwo ±mierci do chwili t, czyli wyznaczy¢ funkcj¦ nazywan¡
dystrybuant¡

F (t) = P{ω ∈ Ω : T (x)(ω) ≤ t}.
Dystrybuanta F nazywana jest równie» funkcj¡ zawodno±ci. Dystry-

buanta jest funkcj¡ niemalej¡c¡, ponadto 0 ≤ F (t) ≤ 1. Warto±¢ F (t) inter-
pretujemy jako prawdopodobie«stwo ±mierci elementu do chwili t. Mo»na

równie» dla elementów jednorodnych (o tych samych parametrach i tych

samych mo»liwych do pomy±lenia wariantach »ycia) s¡dzi¢, »e F (t) oznacza
procent elementów, które zepsuj¡ si¦ do chwili t.

My b¦dziemy zakªada¢, »e funkcja F jest ci¡gªa oraz F (0) = 0.
Równowa»n¡ charakteryzacj¦ przyszªego czasu »ycia otrzymamy rozwa»¡j¡c

funkcj¦ niezawodno±ci

R(t) = 1− F (t) = P{ω ∈ Ω : T (x)(ω) > t}.

Interpretujemy j¡ w odniesieniu do elementów systemu (czas bezawaryjnej

pracy, np. liczba godzin ±wiecenia »arówki lub jednorodnej partii »arówek).

Dla systemy zªo»onego poj¦cie niezawodno±ci rozwa»a si¦ w kategorii dost¦p-

no±ci i tolerowania awarii. Dla towarzystwa ubezpieczoniowego oznacza ono

w zale»no±ci od rodzaju polisy czas »ycia, czas zdolno±ci do pracy itp.

De�nicja 1 Je±li istnieje pochodna funkcji F , to nazywamy j¡ g¦sto±ci¡

prawdopodobie«stwa lub g¦sto±ci¡ i oznacza¢ b¦dziemy j¡ przez f , czyli

f(t) = F ′(t).

Z de�nicji oraz zaªo»enia otrzymujemy, »e

F (t) =

∫ t

0
f(s)ds.
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Wªasno±ci g¦sto±ci

f ≥ 0,

∫ ∞

0
f(t)dt = 1,

P (a < T ≤ b) =

∫ b

a
f(s)ds.

W tym wykªadzie zazwyczaj b¦dziemy zakªada¢, »e funkcja F
jest ró»niczkowalna.

Równowa»nym sposobem opisu dalszego czasu »ycia T jest funkcja nazy-

wana intensywnosci¡ uszkodze«, intensywno±ci¡ ±miertelno±ci czy intensy-

wno±ci¡ ±mierci. Dana jest ona wzorem

λ(t) = −(lnR(t))′ =
f(t)

R(t)
.

Sens tego parametru jest nastepuj¡cy: w jednorodnej populacji, która do»yªa

do chwili t obserwujemy szybko±¢ ±mierci. Pokazuje to równie» wzór

λ(t) ≈ R(t)−R(t+ dt)

dtR(t)

oznaczaj¡cy wzgl¦dny wzrost uszkodze«, ±mierci.

Zwi¡zki pomi¦dzy funkcj¡ niezawodno±ci, g¦sto±ci¡ i intensy-

wno±ci¡ uszkodze«

R(t) = exp(−
∫ t

0
λ(s)ds),

f(t) = R(t)λ(t) = e−
∫ t

0
λ(s)dsλ(t).

Charakterystyki liczbowe

Jedn¡ z podstawowych charakterystyk liczbowych badanej cechy, czyli

przyszªego czasu »ycia, jest miara poªo»enia rozkªadu, czyli warto±¢ oczeki-

wana

ET =

∫ ∞

0
tf(t)dt.
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Ten parametr w teorii niezawodno±ci interpretujemy jako oczekiwany czas

(w j¦zyku potocznym ±redni czas patrz uwagi j¦zykowe poni»ej) do awarii

(mean time to failure). Ponadto wprowadzamy k-ty moment centralny

ET k =

∫ ∞

0
tkf(t)dt.

Jedn¡ z miar rozproszenia rozkladu jest wariancja

V arT = E(T − ET )2 = ET 2 − (ET )2

oraz zwi¡zane z wariancj¡ odchylenie standardowe

σ =
√
V arT .

Czasami warto jest podkre±la¢ sªowo oczekiwane: np. oczekiwane odchyle-

nie standardowe dla rozró»nienia pomi¦dzy poj¦ciami probabilistyki a staty-

tysk¡.

Zadanie 1. Umiej¦tno±¢ obliczania EX oraz V arX dla zmiennych losowych

dyskretnych.

2. Podstawowe rozkłady

Rozkªad wykªadniczy. Ogólna posta¢ dystrybuanty

F (t) = 1− exp(−λt).

Przykªad λ = 3.
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G¦sto±¢ rozkªadu wykªadniczego

f(t) = λe−λt.
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Przykªad λ = 3.
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Zauwa»my, »e intensywno±¢ jest funkcj¡ staªa, λ(t) = λ za±

ET =
1

λ
V arT =

1

λ2
.

RozkªadWeibulla (1939). Intensywno±¢ uszkodze« w rozkªadzie Weibulla

ma nast¦puj¡ca posta¢, t ≥ 0

λ(t) = αλtα−1,

gdzie parametry α, λ ≥ 0. Jesli α > 1, to intensywno±¢ uszkodze« jest

funkcj¡ rosn¡c¡. Je±li α = 1, to mamy do czynienia z rozkªadem wykªad-

niczym. Dla α < 1 intensywno±¢ uszkodze« maleje. Otrzymujemy ponadto,

R(t) = exp[−
∫ t

0
λ(s)ds] = exp[−λtα].

Okazuje si¦, »e warto±¢ oczekiwana

ET = Γ(1 +
1

α
)λ− 1

α

za± wariancja

V arT =

(
Γ(1 +

2

α
)− Γ2(1 +

1

α
)

)
λ− 2

α .

Wystepuj¡ca w powy»szych wzorach funkcja Gamma Γ daje nam uogól-

nienie poj¦cia silni, gdy»

Γ(n+ 1) = n!.
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Pozostaªe wªasnosci i defnicja s¡ nast¦puj¡ce. De�nicja dla x > 0

Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt.

W niektórych przypadkach mo»na ªatwo obliczy¢ warto±¢ funkcji Γ np.

Γ(n+ 1/2) =

√
π

2n
(2n− 1)!!,

gdzie symbol dwóch silni !! oznacza w tym przypadku mno»enie kolejnych

liczb nieparzystych, czyli 5!! = 1 · 3 · 5.
Przykªad λ = 4, α = 0.5 dystrybuanta rozkªadu Weibulla.
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Rozkªad gamma. G¦sto±¢ rozkªadu gamma z parametrami α, λ

f(t) =
λα

Γ(α)
tα−1exp(−λt).

Przykªad g¦sto±ci λ = 4, α = 6
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Rozkªad Gompertza Intensywno±¢ dla rozkªadu Gompertza z parame-

trami α, λ
λ(t) = αeλt.

W matematyce aktuarialnej u»ywany jest rozkªad z parametrami α = 0.0204
oraz λ = 0.097. Modeluje od dalszy czas »ycia osób które osi¡gneªy wiek

emerytalny czyli 65 lat. Po kolei dystrybuanta, funkcja niezawodno±ci, g¦s-

to±¢ oraz intensywno±¢
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Rozkªad normalny standardowy. G¦sto±¢ rozkªadu standardowego

oznaczonego N(0, 1) jest nast¦puj¡ca dla t ∈ (−∞,∞)

f(t) =
1

2π
exp(− t2

2
).

Przez Φ oznaczamy dystrybuant¦ rozkªadu N(0, 1). Wiemy, »e

Φ(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Powy»sza caªka jest to tzw. caªka nieelementarna, dlatego warto±ci dystry-

buanty s¡ stablicowane w podr¦cznikach.

Zauwa»my, »e rozkªad ten nie jest skoncentrowany jak wszystkie powy»sze

rozkªady na póªprostej (0,∞). Nie modeluje on zatem bezpo±rednio dalszego

czasu »ycia. Jego zastosowanie i u»yteczno±¢ poznamy w dalszej cz¦±ci po-

daj¡c twierdzenia graniczne. Modelujemy nim na przykªad bª¡d pomiarowy

U , gdzie brak jest bª¦du systematycznego. Inaczej mówi¡c, bª¡d systematy-

czny jest równy zero (EU = 0). Parametr jeden oznacza, »e mamy zadan¡

dokªadno±¢ pomiarow¡ (np. 1 mA V arU = 1). Z tego modelu wynika, »e

prawdopodobie«stwo bª¦du w granicach dokªadno±ci pomiarowej wynosi

P (−1 < U ≤ 1) =

∫ 1

−1
f(t)dt = Φ(1)− Φ(−1) ≈ 0.68.

G¦sto±¢ rozkªadu standardowego
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Gęstość rozkładu standardowego

Rozkªad normalny. Rozkªad normalny rozpatrujemy z parametrami

µ, σ oznaczaj¡c go N(µ, σ). Gesto±¢ tego rozkªadu jest równa

f(t) =
1

2πσ
exp(−(x− µ)2

2σ2
).

Je±li badana cecha (bªad pomiarowy) X ma rozkªad normalny N(µ, σ), to
jej warto±¢ oczekiwana (czyli bª¡d systematyczny)

EX = µ,

za± rozrzut od warto±ci oczekiwanej

√
V arX = σ.

Inaczej mówi¡c parametry rozkªadu normalnego µ, σ oznaczaj¡ jednocze±nie

charakterystyki liczbowe tego rozkªadu, czyli warto±¢ oczekiwan¡ i odchyle-

nie standardowe.

Zwi¡zek pomi¦dzy dowolnym rozkªadem normalnym a rozkªadem stan-

dardowym ilustruje nastepuj¡cy przykªad. Zaªó»my, »e bª¡d pomiarowy ma

rozkªad N(1, 4),czyli dopuszczamy bª¡d systematyczny. Pytamy si¦ jaki jest

procent bª¦dów pomiarowych pomi¦dzy −2 a 2. Wówczas

P (−2 < X ≤ 2) = P (
−2− 1

4
< U ≤ 2− 1

4
) = Φ(1/4)− Φ(−3/4).

Korzystaj¡c z tablic lub oprogramowania znajdujemy wynik.

Problematyka Podstawowym problem na tym poziomie modelowania

probabilistycznego jest odpowiedni dobór rozkªadu, czyli dobór miary (praw-

dopodobie«stwa zdarze«). W tym kontek±cie statystyka pozwala na wery-

�kacj¦ naszych mniema« odno±nie prawdopodobie«stwa przyszªych zda»e«
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analizuj¡¢ dane historyczne. Niemniej trzeba jasno powiedzie¢, »e w przy-

padku zdarze« losowych nigdy nie wiemy na pewno, czy nasz wybór odpowiada

prawdzie. Jesli jestesmy ju» skªonni u»ywa¢ jakiego± modelu z nieznanymi

parametrami (cho¢by dla prostoty) wówczas znowu statystyka pozwala na es-

tymacj¦ parametrów (parametru) tego rozkªadu. Tutaj czeka nas nast¦pna

trudno±¢. Musi wybra¢ pomi¦dzy ró»nymi sposobami estymacji.

Zadanie 2. Umiej¦tno±¢ wyznaczania prawdopodobie«stwa dla N(µ, σ)
w oparciu o tablic¦ warto±ci dystrybuanty N(0, 1).

Zadanie 3. Zaªó»my, »e »ycie »arówki T z danej partii ma rozkªad wykªad-

niczy z parametrem λ. Korzystaj¡c z metody momentów (czyli wiedz¡c, »e

ET = 1/λ) na podstawie czasów »ycia w dniach 10 »arówek: 250, 230, 124,

45, 34, 95, 102, 340, 130, 160 oszacowa¢ parametr λ.

3. Proces stanów na przykładzie procesu defaultu

Jest jeszcze jeden wa»ny przykªad zastosowania teorii niezawodno±ci. Ma

to miejsce w modelowaniu czasu defaultu dla przedsi¦biorstwa. Czas defaultu

to moment "±mierci", czyli niewypªacalno±ci przedsi¦biorstwa. Rozwa»my

zatem proces stanów (defaultu, ±mierci, uszkodzenia)

Xt(ω) =

{
0 0 ≤ t < T (ω)
1 T (ω) ≤ t

Dla ka»dego t zmienna losowa Xt przyjmuje dwie warto±ci: - 0 - oznacza, »e

nie nast¡piª jeszcze moment defaultu oraz - 1 - oznacza, »e nast¡piª ju» ten

moment. Z de�nicji wida¢, »e

P (Xt = 1) = F (t)

za±

P (Xt = 0) = R(t).

Dla ka»dego t zmienna losowaXt jest tzw. zmienn¡ losow¡ binarn¡ (dwupunk-

tow¡)okre±laj¡c¡ sukces 0 lub pora»k¦ 1. Z drugiej strony, maj¡c proces Xt

mo»emy dokªadnie odtworzy¢ czas prze»ycia

T (ω) = inf{t ≥ Xt(ω) = 1}.

Precyzyjnie, je±li dany jest proces Xt o trajektoriach niemalej¡cych przyjmu-

jacy warto±ci w zbiorze {0, 1}, to T jest przyszªym czasem »ycia. W j¦zyku
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teorii procesów stochastycznych T jest czasem stopu (Markowa) za± proces

Xt procesem Markowa.

Pami¦tajmy, »e w praktyce nieznana jest dystrybuanta F . To co obser-

wujemy, to faktycznie wyniki procesu ilo±¢ sukcesu i pora»ki:

• w medycynie procent skuteczno±ci leczenia

• w �nansach procent przedsi¦biorst z trudno±ciami �nansowymi

• w badaniach demogra�cznych procent ludzi, którzy prze»yli 1 rok, 2

lata...

Problem zatem jest prosty, je±li interesuje nas wyª¡cznie procent prze»y-

waj¡cych do chwili T . Jest tak np. je±li chcemy wyceni¢ warto±¢ obligacji

zerokuponowej o warto±ci nominalnej 100 i wygasaj¡cej w chwili T . Wówczas

wystarczy estymowa¢ F (T ) aby w prosty sposób oszacowa¢ warto±¢ takiej

obligacji, mianowicie warto±¢ tej obligacji w chwili T jest równa

100E(1−XT ) = 100R(T ).

Bior¡c odpowiednie dyskonto otrzymamy pierwsze przybli»enie warto±ci takiej

obligacji.

Równie» w badaniach demogra�cznych Tablice »ycia s¡ skonstruowane w

ten sposób, »e podaj¡ liczb¦ osób, które przezyªy 1,2 itd. lat. Zatem mamy

estymacj¦ warto±ci funkcji F (n) dla n = 1, 2, 3, ,.
Zadanie 4. Zaªó»my, »e w pewnym zakªadzie pracy pracuje 1000 kobiet

w wieku 40 lat, które przepracowaªy ju» 15 lat. Zgodnie z Art. 93 pra-

codawca w przpadku ±mierci b¦dzie musiaª wypªaci¢ odpraw¦ po±miertn¡.

Zakªadamy, »e pensje b¦d¡ rosªy wraz z in�acj¡ oraz »e wi¦kszo±c kobiet

pójdzie na emerytur¦ w wieku 65 lat. Ponadto ±rednia pensja brutto w tej

grupie zawodowej wynosi 3000 PLN. Oszacowa¢ zobowi¡zania pracodowacy

w okresie zatrudnienia, czyli przez 25 lat.

Kodeks pracy Art. 93.

� 1. W razie ±mierci pracownika w czasie trwania stosunku pracy lub w

czasie pobierania po jego rozwi¡zaniu zasiªku z tytuªu niezdolno±ci do pracy

wskutek choroby, rodzinie przysªuguje od pracodawcy odprawa po±miertna.

� 2. Wysoko±¢ odprawy, o której mowa w � 1, jest uzale»niona od okresu

zatrudnienia pracownika u danego pracodawcy i wynosi:

1) jednomiesi¦czne wynagrodzenie, je»eli pracownik byª zatrudniony krócej

ni» 10 lat,

2) trzymiesi¦czne wynagrodzenie, je»eli pracownik byª zatrudniony co

najmniej 10 lat,
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3) sze±ciomiesi¦czne wynagrodzenie, je»eli pracownik byª zatrudniony co

najmniej 15 lat.

4. Niezależność i prawdopodobieństwo warunkowe
na przykładzie własności rozkładu wykładniczego

Cz¦sto zachodzi potrzeba obliczenia rozkªadu dalszego trwania »ycia je±li

zakªadamy, »e element (osoba) prze»yje s lat. De�nicja prawdopodobie«stwa
warunkowego dla zda»e« jest nast¦puj¡ca

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Zatem prawdopodobie«stwo

P (T > t+ s|T > s) =
P (T > t+ s)

P (T > s)
=

R(t+ s)

R(s)
.

Wiemy, »e dla rozkªadu wykªadniczego z parametrem λ

R(t) = exp(−λt).

St¡d wnosimy, »e

P (T > t+ s|T > s) = exp(−λt) = R(t)

lub inaczej

R(t)R(s) = R(t+ s).(1)

Wªasno±¢ t¡ nazywamy brakiem pami¦ci rozkªadu wykªadniczego. Z powy»szego

wzoru wnosimy bowiem, »e jest zupeªnie nieistotne jak dªugo »yª wcze±niej

element. Jego dalszy czas trwania »ycia jest zawsze taki sam i jest niezale»ny

od czasu który prze»yª (tutaj s). Przypomnijmy, »e dla zbiorów niezale»no±¢

oznacza wªa±nie (1) czyli

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Okazuje si¦, »e jedynym procesem który jest bez pami¦ci jest rozkªad wykªad-

niczy. Wynika to st¡d, »e jedyn¡ funkcj¡ speªniaj¡ca (1) jest funkcja ekspo-

nencjalna. Rozkªad wykªadniczy w pewnym sensie w teorii niezawodno±ci

jest generyczny. Badaj¡c bowiem rzeczywisty czas trwania »ycia mo»emy

wyznaczy¢ trzy okresy:
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• okres gwarancyjny (czas ujawniania wad produkcyjnych)

• okres pracy elementów intensywno±¢ uszkodze« w przybli»eniu jest

staªa

• okres umierania.

Dla ludzi to dpowiednio okresu 0-2 lub 3 lat od 3-65 roku »ycia i okres szy-

bkiego starzenia powy»ej 65 roku »ycia(modelowanego rozkªadem Gompertza

jak wy»ej).

Zadanie 5. Opracowa¢ rozkªad ª¡czny oraz rozkªady brzegowe dwóch

cech X (np. pªe¢) i Y (np. umiej¦tno±ci j¦zykowe A1,A2,B1,B2,H-wy»sze).

Porówna¢ rozkªad ª¡czny z rozkªadem ª¡cznym otrzymanym z rozkªadów

brzegowych pod warunkiem, »e cechy te s¡ niezale»ne.

5. Zastosowanie poznanych narzędzi probabilisty-
cznych w ubezpieczeniach na życie

Model dalszego czasu »ycia dla x = 45. Uªamkowy czas trwania »ycia.

Rozkªad warunkowy: jednostajny, wykªadniczy.

Obliczanie skªadki jednorazowej dla ubezpieczenia bezterminowego Ax,

dla x = 45. Obliczanie skªadki Ax.

Obliczanie skªadki jednorazowej dla renty bezterminowej �ax dla x = 45
Wysoko±¢ skªadki netto Px, dla x = 45.
Rezerwy netto, funkcja ryzyka. Podziaª skªadki.

6. System nieodwracalny - proces śmierci

Niech E oznacza zbiór zªo»ony z m -niezale»nie dziaªaj¡cych elementów.

Zakª¡damy, »e ka»dy z element z E jest w stanie 1 (dziaªa) albo 0 (nie

dziaªa). Dziaªanie systemu okre±lone jest przez niezawodno±¢ jego elementów

i za pomoc¡ funkcji stanów Ψ,

Ψ : {0, 1}E → {0, 1}.

Zbiór {0, 1}E jest zbiorem wszystkich mo»liwych stanów elementów systemu

E. O funkcji stanów zakªadamy, »e

Ψ(1, ..., 1) = 1,
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co oznacza, »e system na pewno dziaªa je±li s¡ sprawne wszystkie jego ele-

menty. Ponadto zachodzi sytuacja odwrotna

Ψ(0, ..., 0) = 0,

Funkcja Ψ jest niemalej¡ca w ka»dej zmiennej , czyli pogorszenie dziaªania

jednego z elementów nie mo»e polepszy¢ dziaªania systemu E. W teorii

niezawodno±ci cz¦sto bada si¦ funkcj¦ stanów nazywan¡ struktur¦ progow¡

k z m. Oznacza to »e system dziaªa, je±li dziaªa co najmniej k z wszystkich

m elementów (tzw. statystyka pozycyjna).

Aby zde�niowa¢ wzorem struktur¦ progow¡ k z m niech wektor w =
(w1, ..., wm) ∈ Rm. Niech wektor u = (u1, ..., um) = (w(1), ..., w(m)) oznacza
uporz¡dkowany nierosn¡co ci¡g

w(1) ≥ ... ≥ w(m)

utworzony z ci¡gu w1, ..., wm. De�niujemy funkcj¦

Mk
m(w) = uk.

Ka»demu elementowi j ∈ E przyporz¡dkowujemy jego proces stanu Xj
t .

Wówczas proces systemu E jest zde�niowany przez

ξSt = Ψ(X1
t , ..., X

m
t ).

Dla struktury progowej k z m

ξSt = Mk
m(X1

t , ..., X
m
t ).

Z tych rozwa»a« wynika, »e funkcja zawodno±ci dla systemu E jest zde�n-

iowana przez

TS = inf{t ∈ [0,∞) : ξSt = 0}.

Zauwa»my, »e struktura progowam zm oznacza poª¡czenie szeregowe. Mo»emy

bezpo±rednio obliczy¢ TS mianowicie

TS = min{T1, ..., Tm} = Mm
m (T1, ..., Tm),

gdzie Tj to czas »ycia j-tego elementu. Z drugiej strony struktura progowa

1 z m jest zwi¡zana z poª¡czeniem równolegªym. Zatem

TS = max{T1, ..., Tm} = M1
m(T1, ..., Tm).
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Wyznaczmy teraz rozkªady dla tych dwóch stuktur progowych zakªadaj¡c, »e

Tj ma rozkªad wykªadniczy z parametrem λ. Przypomnijmy »e zaªo»yli±my,

i» elementy dziaªaj¡ niezale»nie. Wówczas funkcja zawodno±ci dla max

P (max{T1, ..., Tm} ≤ t) = P (T1 ≤ t, ..., Tm ≤ t)

= P (T1 ≤ t) · · ·P (Tm ≤ t) = (1− exp(−λt))m.

Z drugiej strony okazuje si¦, »e rozkªad min jest wykªadniczy z parametrem

mλ. Obliczamy funkcj¦ niezawodno±ci

P (min{T1, ..., Tm} > t) = P (T1 > t) · · ·P (Tm > t)

= (exp(−λ))m = exp(−mλ).

Zauwa»my, »e precyzyjniejsz¡ informacj¡ dla systemu k zm byªoby okre±le-

nie ile elementów jeszcze pracuje. Zatem interesuje nas proces S(t), który
w chwili t mo»e by¢ w stanie Z0, Z1, ...Zm−k+1, gdzie stan Z0 oznacza, »e

wszystkie elementy dziaªaj¡, Z1 oznacza stan gdzie dokªadnie 1 element jest

popsuty, itd. Zauwa»my, »e proces porusza si¦ od stanu do stanu

Z0 → Z1 → Z2 → ... → Zm−k+1.

Stan Zm−k+1 oznacza ±mier¢. Proces S(t) jest dyskretny. Przed nami stoi

problem wyznaczenia prawdopodobie«stw

P{S(t) = Zj} = pj(t).

Zauwa»my, »e jest to uogólnienie procesu stanów. W tym momencie mo»emy

nieco rozszerzy¢ nasz model zakªadaj¡c, »e obok czasu pracy (»ycia) elementu

Tj dany jest jeszcze czas pracy poszczególnego elementu w sytuacji: system

dziaªa a element j jest wyª¡czony. Niech Tj,r de�niuje czas do uszkodzenia

je»eli element jest wyª¡czony. Zakªadamy, »¦ Tj,r ma rozkªad wykªadniczy z

parametrem λr. Oczywi±cie λr ≤ λ. Ponadto wszystkie zmienne losowe s¡

niezale»ne. Mo»emy wyró»ni¢ nast¦puj¡ce systemy

(i) rezerwa aktywna λr = λ. Wówczas proces S(t) w stanie Zj ma

intensywno±¢ uszkodze«

νj = (m− j)λ.

(ii) rezerwa zimna oznacza, »e λr = 0 czyli proces S(t) w stanie Zj ma

intensywno±¢ uszkodze«

νj = kλ.
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(iii) rezerwa ciepªa. Proces S(t) w stanie Zj ma intensywno±¢ uszkodze«

νj = kλ+ (m− k − j)λr.

Problem obliczenia prawdopodobie«stw pj(t) prowadzi nas teraz do ukªadu
równa«. Zauwa»my, »e je±li proces w chwili t+dt jest w stanie j, to w chwili

t byª albo w stanie j albo byª w stanie j−1. Proces S(t) zostaje w stanie Zj

wg. rozkªadu wykªadniczego z parametrem νj za± wychodzi ze stanu Zj−1

wg. rozkªadu wykªadniczego z parametrem νj−1, zatem

pj(t+ dt) ≈ pj(t)(1− νjdt) + pj−1(t)νj−1dt.

Uzasadnienie tego wzoru wi¡»e si¦ z wªasno±ci¡ braku pami¦ci rozkªadu nor-

malnego oraz ze wzorem przybli»onym dla maªych warto±ci |x|

ex ≈ 1 + x.

Zatem dla rozkªadu wykªadniczego trwanie w stanie Zj w czasie t do t+ dt

Rj(dt) = e−νjdt ≈ (1− νjdt).

Z drugiej strony wyj±cie ze stanu Zj−1 do stanu Zj w czasie t do t+dt wyra»a
wzór

Fj−1(dt) = 1− e−νj−1dt ≈ −νj−1dt.

Zatem

pj(t+ dt)− pj(t) ≈ pj(t)νjdt+ pj−1(t)νj−1dt

pj(t+ dt)− pj(t)

dt
≈ pj(t)νj + pj−1(t)νj−1.

Prowadzi to do ukªadu równa« Koªmogorowa

p′j(t) = pj(t)νj + pj−1(t)νj−1

z warunkami pocz¡tkowymi

p0(0) = 1, p1(0) = 0, ..., pm(0) = 0.

Rozwi¡zuj¡c ten ukªad otrzymujemy rozwi¡zanie. Poni»ej zasugerujemy

jedn¡ z metod rozwi¡zania tego ukªadu równa«. Zauwa»my, »e funkcja nieza-

wodno±ci systemu k z m jest równa

RS(t) =
m−k∑
j=0

pj(t) = 1− pm−k+1(t).
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Warto w tymmomencie wprowadzi¢ niezwykle u»yteczne narz¦dzie stosowane

w probabilistyce i metodach równa« ró»niczkowo funkcyjnych transformat¦

Laplace'a

De�nicja 2 Transformat¡ Laplace'a funkcji f : [0,∞) → R wystarcza-

j¡co regularn¡ jest funkcja

F (s) = L(f)(s) =
∫ ∞

0
f(t)e−stdt,

gdzie dziedzina s jest tak dobrana aby caªka miaªa sens.

Okazuje si¦, »e niezwykle ªatwo znale¹¢ funkcj¦ RS w terminach trans-

formaty Laplace'a

Twiedzenie Przy powy»szych zaªo»eniach

L(RS)(s) =
(s+ ν0) · · · (s+ νm−k)− ν0 · · · νm−k

s(s+ ν0) · · · (s+ νm−k)
.

Stosuj¡c teraz transformat¦ odwrotn¡ uzyskujemy rozwi¡zanie.

7. Proces odnowy

Zaªó»my teraz, »e mamy ci¡g niezale»nych zmiennych losowych oznacza-

j¡cych moment zepsucia elementu bad¹ ukªadu τ0, τ1, τ2 . . .. Zakªadamy, »e

czas pracy τ0 do pierwszej awarii jest opisany funkcj¡ zawodno±ci FA, za± po-

zostaªe czasy pracy do kolejnej awarii opisuje funkcja zawodno±ci F . Pomi-

jamy rozkªad czasu naprawy. Interesowa¢ nas bedzie proces ilo±ci odnów

(awarii) do chwili t oraz czas pracy do n-tej awarii. Funkcje zawodno±ci

speªniaj¡ zaªo»enia z pierwszych rozdziaªów zatem niech fA oznacza g¦sto±¢

dla FA za± f g¦sto±¢ dla F . Wprowadzamy proces czasu pracy do n-tej awarii

Sn =
n−1∑
j=0

τj .

Niech Fn oznacza dystrybuant¦ zmiennej losowej Sn. Okazuje si¦, »e

Twierdzenie

Fn(t) =

∫ t

0
Fn−1(t− s)f(s)ds
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oraz

fn(t) =

∫ t

0
fn−1(t− s)f(s)ds.

Powy»sze twierdzenie jest konsekwencj¡ nast¦puj¡cego faktu, je±li zmi-

enne losowe X i Y o g¦sto±ciach odpowiednio f i g s¡ niezale»ne, to zmienna

losowa X + Y ma rozkªad f ∗ g, (splot funkcji f i g) dany wzorem

f ∗ g(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− s)g(s)ds.

Poniewa» czas pracy jest zmienn¡ losow¡ okre±lon¡ na [0,∞), zatem wzór

powy»szy redukuje si¦ do wzoru

f ∗ g(t) =
∫ t

0
f(t− s)g(s)ds.

W tym kontek±cie warto u»y¢ transformaty Laplace'a. Mianowicie dla funkcji

wystarczaj¡co regularnych f i g

L(f ∗ g) = L(f)L(g).

Wªasno±¢ ta pozwala cz¦sto efektywnie obliczy¢ funkcje g¦sto±ci fn dla n =
1, 2.... Je»eli metody dokªadne s¡ trudne do zastosowania mo»na zastosowa¢

metody przybli»one. Kluczem jest tutaj twierdzenie Lindenberga-Levy'ego

(Moivre-Laplace). Twierdzenie to mówi, »e je±li mamy ci¡g {Xj}j zmien-

nych losowych niezale»nych o jednakowym rozkªadzie o sko«czonej warto±ci

oczekiwanej EXj = µ i wariancji V arXj = σ2, to

1

n

n∑
j=1

Xj ≈ N(µ, σ/
√
n).

Mo»emy wówczas korzysta¢ z dystrybuanty rozkªadu normalnego i z metody

standaryzacji (rozdziaª 2). U»ywaj¡c naszych oznacze« i zakªadaj¡c, »e

rozkªad τ0 jest równy rozkªadom τj (tzw. prosty proces odnów)

1
n

∑n−1
j=0 τj − µ

σ/
√
n

=
Sn − µ

σ/
√
n

≈ N(0, 1).

Mo»emy zde�niowa¢ teraz proces odnowy. Proces informuje nas rozpa-

truj¡c scenariusz wydarze« ω ile b¦dzie odnów do chwili t. Mianowicie

ν(t)(ω) =

{
0 t < τ0(ω)
n Sn(ω) ≤ t < Sn+1(ω)
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Zmienna losowa jest dyskretna. Ponadto

P (ν(t) ≤ n− 1) = P (Sn > t) = 1− P (Sn ≤ t) = 1− Fn(t).

oraz

P (ν(t) = n− 1) = P (ν(t) ≤ n)− P (ν(t) ≤ n− 1) = Fn(t)− Fn+1(t).

Mo»e nas interesowa¢ nie caªy rozkªad zmiennej losowej (procesu odnowy)

ν tylko warto±¢ oczekiwana liczby odnów (np. aby wiedzie¢ jaka ±rednio ilo±¢

psuj¡cych si¦ elementów jest potrzebna w magazynie)

H(t) = Eν(t).

Wprowadzamy równie» funkcj¦ nazywan¡ g¦sto±ci¡ odnów (o ile ona istnieje)

h(t) = H ′(t).

Zauwa»my, »e

H(t) = Eν(t) =
∞∑
j=0

jP (ν(t) = j) =
∞∑
j=0

j(Fj(t)− Fj+1(t))

∞∑
j=1

Fj(t) = FA(t) +
∞∑
j=2

∫ t

0
f(s)Fn−1(t− s)ds.

Zmieniaj¡c kolejno±c sumowania z caªkowaniem otrzymujemy równanie nazy-

wane równaniem odnowy

H(t) = FA(t) +
∞∑
j=2

∫ t

0
f(s)H(t− s)ds.(2)

U»ywaj¡c poj¦cia splotu dostajemy zwart¡ posta¢ równania

H = FA + f ∗H.(3)

Korzystaj¡c z transformaty Laplace'a otrzymamy

L(H) = L(FA) + L(f)L(H).

St¡d

L(H) =
L(FA)

1− L(f)
.
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Korzystaj¡c z metod numerycznych czy analitycznych rozwi¡zujemy prob-

lem.

8. Prosty proces odnów

Obliczymy teraz funkcj¦ H(t) dla prostego procesu odnów. Po pierwsze

zró»niczkujmy równanie (2) otrzymamy wówczas

h(t) = f(t) + f ∗ h(t).

Korzystaj¡c z transformaty Laplace'a otrzymamy

L(h) = L(f) + L(f)L(h).

St¡d

L(h) = L(f)
1− L(f)

.

Poniewa» dla rozkª¡du wykªadniczego

L(f)(s) = λ

λ+ s
.

Zatem

L(h)(s) =
λ

λ+s

1− λ
λ+s

=
λ

s
.

Korzystaj¡c z odwrotnej transformaty Laplace'a otrzymamy

h(t) = λ oraz H(t) = λt.

Wniosek jest nast¦puj¡cy: je±li awarie zdarzaj¡ si¦ wg. rozkªadu wykªad-

niczego z oczekiwanym czasem na awari¦ 1
λ , to oczekiwana ilo±¢ odnów do

chwili t jest równa λt.
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