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Plan prezentac;ji

o Model binarny

o Model Black Scholesa

o Bismut- Elworthy -Li formula




Model binarny i opcja call

Niech cena akcji w chwili poczatkowej wynosi Sg = 20. Zatézmy, ze ceny
akeji po trzech miesigcach T = 3/12 wyznacza zmienna losowa S, ktéra
przyjmuje dwie wartosci: Sy = 18 1 S, = 22. Zatem przewidujemy, ze
albo nastapi wzrost ceny o 20% albo nastapi spadek ceny o 20% z
pewnym prawdopodobienstwem. Zaktadamy, ze na ten okres roczna
stopa procentowa (kredytu i depozytu) dla kapitalizacji ciagtej r = 12%.
Opcja call to instrument finansowy, ktéry pozwala jego nabywcy kupié
akcje za okreslong cene np. K = 21, zwang cena wykonania. Zazwyczaj
dochodzi do rozliczenia opcji. Wystawca opcji musi nabywcy opcji
wyptaci¢ kwote o profilu wyptaty dla opcji call réwnym

[ ST—K=22-21=1 oile §5,=22
(ST_K)+_{0 oile S;=18

W ogélnosci rozwaza sie wyptate losowa

Fo f, oile S,
| f4 oile S4
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Miara martyngatowa i wycena opgcji call

Wiadomo, ze cena europejskiej opcji call jest réwna

_ E°[(St — K).]

¢ erT
Dla losowego instrumentu f
EC[f
C(f) = er[T ]

Miara @ jest miara martyngatowa jednoznacznie wyznaczona z réwnan

Q
# _ 22q1e°712*3/12 + 18qze°’12*3/12 =20= S, (1)
g +q=1

Stad g; = 0,652 za$ g, = 0,348 za$ cena opcji call C =0,633.
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A dla opcji binarnych

Wystawca opgji call (czy ogélnie losowego instrumentu o profilu wyptaty
f) dostaje zatem kwote C = 0,633 (C(f)) + marza. Kwota C musi
wystarczy¢ do zabezpieczenia jego pozycji. Wystawca opcji MUSI kupié¢
A akgji

fo—fq 1

Sy — Sy T4

Potrzebuje zatem A %20 = 5. Poniewaz otrzymat C = 0,633 na rynku
pienieznym pozycza 5 — 0,633 = 4,367. Jego portfel sktada sie z: 1
short call, long A akcji i pozyczki 4,367. Zauwazmy, ze wartos¢ portfela
1 short call, long A akcji po trzech miesigcach jest stata i réwna kwocie
naleznoéci wymagalnej przez pozyczkodawce 4,367 x e%123/12 = 4 5 gdyz

A\ =

—f, + AS, = —f4+ ASy = 4,5.

Pieniadze te $ciagamy z rynku akcji i oddajemy. ZrobiliSmy doskonate
zabezpieczenie.
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Model Blacka Scholesa

Definicja

Rozwazamy rynek akcji, gdzie cena akcji o wartosci poczatkowej Sy
opisana jest rownaniem

Ponadto wartos¢ pieniadza rosnie wg. rocznej stopy procentowej dla
kapitalizacji ciagtej r statej w okresie [0, T].

Potrzeba znalez¢ miare martyngatowa @ wg. ktérej zdyskontowany
proces cen jest martyngatem. Mozna pokazaé, ze miara

2
dQ:eXp(f—uWT_1<r—u> T)
(o) g

2
jest probabilistyczna i réwnowazna mierze P. Proces

r—p
g

Wt* = Wt_ t

jest @ procesem Wienera.
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Wycena opcji w modelu Blacka Scholesa

Korzystajac z formuty ITO zdyskontowany proces cen S; = St/e"t
spetnia réwnanie
dS; = oS;dW;,

czyli jest Q-martyngatem.

Twierdzenie

Niech f(St) bedzie opcja taka, ze EQ[f(S7)]? < co. Wéwczas wartos¢
opcji w chwili t jest réwna C; = F(t,S;), gdzie

F(t,x) = e "(T-DEQ[f(xe'(T-1)gotVT-t-0*(T-1)/2)]

zas £ € N(0,1). W szczegdlnosci Co = e~"T EQf(St). Ponadto
dynamika zdyskontowanego procesu C; = C;/e™ dana jest réwnaniem

OF (t,S})

& Ox

ds; (2)

czyli C; jest martyngatem.
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Hedging A w modelu Blacka Scholesa

Poniewaz OF(1.57)
* t7 g *
dCt - Ttdst

zatem aby zabezpieczy¢ swoje pozycje nalezy stosowac¢ strategie A(t, S;)

_ OF(t,S})

A ox '

czyli jesli oznaczymy Sp = x za$ proces cen S}, to w chwili zero

8 —r X
A=e TEC[F(S¥)]
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Hedging A w modelu ogélnym

Zatézmy, ze cena akcji opisana jest réwnaniem wzgl. miary
martyngatowej Q@
dXt = a(Xt)dt + b(Xt)th

funkcje a, b : R — R odpowiednio regularne. Wartos¢ poczatkowa
Xo = x. Rozwiazanie bedziemy oznacza¢ przez X;. Dla prostoty
zaktadamy, ze r = 0.
Jak juz zauwazyliSmy strategia zabezpieczajagca wymaga od wystawcy
opcji g(X¥) kupienia A akgji, gdzie

0

A = o EClg(Xp) 7.

Problem polega na tym, ze procedury numeryczne s3 niestabilne jesli
1N
~ n e ~a0Kir)

gdzie parametr j oznacza niezalezne kopie.
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Narzedzia potrzebne do rozwigzania problemu

o Izonormalny proces Wienera
o Proces Wienera w przestrzen Hilberta

o Rachunek Malliavin

o Calka stochastyczna Ito wzgl.
uogolnionego procesu Wienera + calka
Bochnera
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DZIEKUJE ZA UWAGE
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