
1 O regresji liniowej i nie-tylko?

Powiedzmy, »e mamy przeanalizowa¢ przyszªy czas »ycia Kowalskiego (oz-

naczony przez T ) studenta 3 roku lat 20 w dniu 20 stycznia 2010. Przy-

pu±¢my, »e wiemy, »e dalszy czas »ycia Kowalskiego ma rozkªad normalny

T ∈ N(µ, σ). Zauwa»my, »e T mo»emy zapisa¢ w postaci

T = µ+ ε,

gdzie ε ∈ N(0, σ). Niestety nie wiemy jakie s¡ parametry tego rozkªadu. Co

gorsza ±mier¢ Kowalskiego nie uªatwi nam zadania. Co robimy? Zakªadamy,

ze poznamy wyniki dalszego czasu »ycia t1, ..., tn dla n studentów którzy

do»yli do 3 roku (mieli 20 lat). Poniewa» jeszcze nie wybrali±my w sposób

niezalezny tych studentów � co gorsza jeszcze niektórzy mog¡ »y¢ � zatem

zakªadamy, »e dany jest ci¡g niezale»nych zmiennych losowych T1, ..., Tn o

rozkªadzie T , czyli N(µ, σ). Zauwa»my, »e model ten mo»emy zapisa¢ w

postaci

Ti = µ+ εi,

gdzie εi i = 1, ..n tworz¡ ci¡g niezale»nych zmienych losowych o rozkªadzie

N(0, σ). Jak estymowa¢ teraz parametry np. µ? Otó» estymator to

µ̂ =
1

n

n∑
j=1

Tj .

Czasem zapisujemy to w postaci

µ̂ =
1

n

n∑
j=1

tj ,

gdzie rozumiemy, »e realizacje t1, ..., tn dopiero poznamy. Oczywi±cie mo»emy

mie¢ wyª¡cznie dane historyczne.

Okazaªo si¦, powy»szy model jest maªo dokªadny gdy» je±li znamy x
wzrost studenta Kowalskiego, to oczekiwany czas »ycia Kowalskiego

µ(x) = βx+ α.

gdzie β i α to pewne parametry. Zauwa»my, »e teraz model jest postaci

T = µ(x) + ε,
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T = βx+ α+ ε,

gdzie ε ∈ N(0, σ). Problem jest ten sam. Tym razem zakªadamy, »e poznamy

wyniki dalszego czasu »ycia t1, ..., tn dla n studentów którzy do»yli do 3 roku

(mieli 20 lat) oraz ich wzrost x1, ..., xn. Zakªadam, »e wyniki t1, ..., tn s¡ real-

izacjami niezale»nych zmiennych losowych T1, ..., Tn o rozkªadzie odpowied-

nio N(µ(xi), σ). Zauwa»my, »e model ten mo»emy zapisa¢ w postaci

Ti = µ(xi) + εi,

Ti = βxi + α+ εi,

gdzie εi i = 1, ..n tworz¡ ci¡g niezale»nych zmienych losowych o rozkªadzie

N(0, σ). Powi¦kszyªa nam si¦ liczba parametrów. Teraz estymowa¢ trzeba

β, α, σ. Zwykle wzory pisze si¦ dla realizacji (ti, xi), i = 1, 2, ..., n.
Ponadto s¡ dwie mo»liwo±ci bada«. Badania prospektywne � wybieramy

studentów o ustalonym wzro±cie i czekamy. Badania retrospektywne mamy

dane historyczne i osoby ju» nie »yj¡ tutaj wzrost jest dany z wyborem grupy

historycznej.

2 Korelacja

Miar¡ relacji liniowej wektora losowego (X,Y ) o sko«czonych i niezerowych

wariancjach jest wspóªczynnik korelacji

ρ =
Cov(X,Y )√

V ar(X)V ar(Y )
,

gdzie

Cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ),

0 < σX =
√
V ar(X) <∞, 0 < σY =

√
V ar(Y ) <∞.

Przy powy»szych zaªozeniach Cov(X,Y ) jest dobrze okre±lona gdy» z nierówno±ci
Schwartza

|Cov(X,Y )| ≤ σXσY .

Wprowadzamy oznaczenia

µX = EX, µY = EY.
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Estymatorem parametru ρ z próby losowej (Xj , Yj), j = 1, 2, ...n jest

rn =
1
n

∑n
j=1(Xj −X)(Yj − Y )

SxSy
,

gdzie

Sx =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

(Xj −X)2, Sy =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

(Yj − Y )2,

X =
1

n

n∑
j=1

Xj , Y =
1

n

n∑
j=1

Yj

De�nicja Wektor losowy (X,Y ) ma niezdegenerowany dwuwymiarowy

rozkªad normalny z parametrami (µX , µY , σX , σY , ρ) je±li jego g¦sto±¢ ma

posta¢

f(x, y) =
1

2πσXσY
√
1− ρ2

×

Exp

(
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µX)2

σ2X
+

(y − µY )2

σ2Y
− 2ρ

(x− µX)(y − µY )
σXσY

))
.

Test o nieskorelowaniu Niech (X,Y ) ma niezdegenerowany dwuwymi-

arowy rozkªad normalny. Wysuwamy hipotez¦ zerow¡ H : ρ = 0 wobec

hipotezy alternatywnejHa : ρ 6= 0. Przy zaªozeniu hipotezy zerowej, statystyka
testowa

t =
rn√
1− rn

√
n− 2

ma rozkªad t-Studenta z n− 2 stopniami swobody.

UWAGA We wzorze na rn mozemy pisa¢ (xj , yj), j = 1, 2, ...n jako

mo»liwa realizacja z próby losowej (Xj , Yj), j = 1, 2, ...n.
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