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Plan prezentac;ji

o Przestrzenie Biesowa B;q, 0 < s jako
)

przestrzenie interpolacyjne

o Wtlasnos$ci przestrzeni Biesowa i wybor
B; o 0<s<k

o Estymator parametru gltadkosci s
nieznanej gestosci

o Przyktad zastosowan.
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Przestrzenie interpolacyjne, konstrukcja Gagliardo,

interpolacja rzeczywista

Niech V bedzie przestrzenia topologiczna i wektorowa oraz niech A; i Ay
beda dwoma przestrzeniami Banacha o normach odpowiednio || - ||1,
| - |l2- W przestrzeniach A; N A oraz

A1 + As I:{al+82131€A1, 32€A2}

w naturalny sposéb definiujemy normy tak aby byty przestrzeniami
Banacha. Przestrzenia interpolacyjna (A1, A2)g 4 nazywamy przestrzen

Banacha
A1 NAs C (A17A2)97q C A; + As.

Procedura tworzenia takich przestrzeni jest oparta o K-functionat Peetre ,
O0<t<o

K(t,a A, Az) == inf  ([lazlla; + tllaz]la.) -

Woéwczas 0 <0 <1,0< g< 0

< 00.

© (K(t,a)\? dt
a€ (A, Ay g = / ( (t" a)> T
0
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Przestrzenie Biesowa jako przestrzenie interpolacyjne dla

przestrzeni Sobolewa

Definicja

Przestrzenia Sobolewa WX = WX(R), 1 < p < o0 i k € N nazywamy
dombkniecie przestrzeni funkcji gtadkich o zwatym nosniku f € C°(R) w

normie
k
[fllp,c = [Ifllee + [|D*F]| Lo,

1l = (/R|f(x)|”dx):.

Dla p = oo odpowiednio modyfikujemy.

Definicja
Przestrzenie Biesowa 1l < p < 00,1 <qg<oc0is>0

ki ke
B;q = (WP W, )o.q>

s = (1 — H)kl - sz
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Przyktady

Przestrzen Zygmunda Béom. Przestrzenie Héldera B3  dla 0 <s <1,
(C[Oa 1]7 CI[Oa 1])9,00 = Bgo,oo

Ciesielski, Kerkyacharian, Roynette 1993, Sjogren 1982. Niech X“ bedzie
utamkowym procesem Wienera (utamkowym ruchem Browna). Wéwczas
jesli 0<1/p<a/2, p<oo, 0<a<?2 to

P(X* € By/2([0,1])) = 1
Jesli p = oo, to dla wszystkich 0 < 5 < /2
P(X* € By ([0,1])) = 1

Powyzsza charakteryzacja pozwala zdefiniowa¢ catke stochastyczna po
trajektoriach(podejscie Younga)

/01 f(s)dXs.
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WHtasnosci przestrzeni Biesowa

Twierdzenie

Niech1 < p1,pp <00, 1 < q1,q <00 isy,s > 0. Wowczas

S1 S2 _ RS
(Bp1q17 szqz)o»q - qu7

gdzie

i
p p1 P2’ q q1 92
s=(1—0)s + bs;.

1 1-9 1 1-6 ¢
+ +

Ponadto zachodzi (ciggfe wtozenie)

B;q - B;:h ? (1)

gdzie s > sy lubs =5, g1 > q.
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Gtadkos¢ funkcji w terminach przestrzeni Biesowa

Dla prostoty ustalamy p = 2, tak, ze zaktadamy f € L2(R). Poniewaz
BS , C B3 ., rozwazamy Bj . Z twierdzenia o ciggtym wtozeniu wynika,
ze

8257100 C BQS?OO for S1 > S

Zatem albo f nalezy do wszystkich przestrzeni Bj , albo f nienalezy do
zadnej B;  albo istnieje parametr s* taki, ze

dlawszystkich s <s*, f & B;

oraz
dlawszystkich s>s*, f¢B; .

W ostatnim przypadku méwimy, ze s* jest parametrem gtadkosci
funkgji f.
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Wielopoziomowa aproksymacja

Niech P oznacza rzut ortogonalny
Py : L*(R) — L*(R)
dany wzorem
Py () = [ Kilo.y)F(r)dy.

gdzie jadro Ku(x,y) = 1K (%, %)

K(x,y) = Z ][[0,1)(}’ - k)][[o,l)(x — k)

keZ

( I,,p) jest funkcja charakterystyczng odcinka [a, b)). Wprowadzamy
nastepujace oznacznia

P, =Paoiy, Q=P —Pi1

Przestrzenie Biesowa B3 ,, mozna zcharakteryzowa¢ za pomoca
operatoréw @; dla 0 < s < 1/2, B.l. Golubov 1972, (S. Ropella 1976.)
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Twierdzenie deterministyczne, jak wyznaczy¢ parametr
gtadkosci

Twierdzenie

Niech 0 < s* <1/2 tak, zZes <s* f € B ., orazs >s* f ¢ BS .

Wowczas N
— | f
iminf 1282 19Fll2 _ .. 2)
Jj—0o0 _j

gdzie Iogz+ oznacza ze bierzemy tylko logarytm dla niezerowych
argumentow.

Uwaga: jesliby istniata stata N, ze dla wszystkich j > N ||Q;f|l» =0
wéwczas funkcja f nalezataby do wszystkich przestrzeni Biesowa.
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Niech Xy, X, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych niezaleznych o
jednakowym rozkfadzie z nieznana gestoécia f € L?(R). Histogram dla
powyzszej proby z paramerem grupowania h > 0 (parametr okna)

fal) = = 3 Ki(x, X)),

)

gdzie przypomnijmy Ky(x,y) = 1K (%, %),

K(x,y) = Z ][[0,1)(}’ - k)]I[O,l)(X — k).
kezZ

Zauwazmy, ze Efy , = P(p)f, gdzie P jest rzutem ortogonalnym.
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Estymacja parametru gtadkosci

Histogram odpowiadajacy parametrom h = 2/ oraz n = 2% oznaczmy
przez f;, czyli
=G

Wéwczas

Twierdzenie

Niech X1, Xz, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
wspdinej gestosci f € L2(IR). Ponadto niech 0 < s* < 1/2 bedzie
parametrem gfadkosci f, czylis < s* f € B5 , orazs >s* f ¢ B .
Wowczas

s* a.e. (3)

lim inf
j—o0o

—logf [|fi — fialls _
J

v
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Zastosowania EKG

Przyktadowe EKG, baza PhysioBank ATM
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Dalsze badania

Niech X, X, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o
gestosci f € L?(IR). Ponadto niech 0 < s* < 1/2 bedzie parametrem
gtadkosci, czyli dla s < s* f € B;  orazdlas > s* f ¢ B; . Wéwczas

dlae>0

MISE(f , h) = [/ [f,,n—f]}

—E [/]Rz[fh’”_P”f]z] +/}R2[th—f]2

1 _
N RO,
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