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Plan prezentacji

Przestrzenie Biesowa B
s
p,q, 0 < s jako

przestrzenie interpolacyjne

Własności przestrzeni Biesowa i wybór
B

s
2,∞, 0 < s < k

Estymator parametru gładkości s
nieznanej gęstości

Przykład zastosowań.
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Przestrzenie interpolacyjne, konstrukcja Gagliardo,

interpolacja rzeczywista

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ topologiczna i wektorow¡ oraz niech A1 i A2

b¦d¡ dwoma przestrzeniami Banacha o normach odpowiednio ‖ · ‖1,
‖ · ‖2. W przestrzeniach A1 ∩ A2 oraz

A1 + A2 := {a1 + a2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2}

w naturalny sposób de�niujemy normy tak aby byªy przestrzeniami
Banacha. Przestrzeni¡ interpolacyjn¡ (A1,A2)θ,q nazywamy przestrze«
Banacha

A1 ∩ A2 ⊂ (A1,A2)θ,q ⊂ A1 + A2.

Procedura tworzenia takich przestrzeni jest oparta o K-functionaª Peetre ,
0 < t <∞

K (t, a,A1,A2) := inf
a=a1+a2

(‖a1‖A1 + t‖a2‖A2) .

Wówczas 0 < θ < 1, 0 < q ≤ ∞

a ∈ (A1,A2)θ,q ⇐⇒
∫ ∞
0

(
K (t, a)

tθ

)q
dt

t
<∞.
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Przestrzenie Biesowa jako przestrzenie interpolacyjne dla

przestrzeni Sobolewa

De�nicja

Przestrzenia Sobolewa W k
p = W k

p (R), 1 ≤ p <∞ i k ∈ N nazywamy
domkni¦cie przestrzeni funkcji gªadkich o zwatym no±niku f ∈ C∞c (R) w
normie

‖f ‖p,k = ‖f ‖Lp + ‖Dk f ‖Lp ,

‖f ‖Lp =

(∫
R

|f (x)|pdx
) 1

p

.

Dla p =∞ odpowiednio mody�kujemy.

De�nicja

Przestrzenie Biesowa 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ i s > 0

Bs
pq = (W k1

p ,W k2
p )θ,q,

s = (1− θ)k1 + θk2.
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Przykªady

Przestrze« Zygmunda B1
∞,∞. Przestrzenie Höldera Bs

∞,∞ dla 0 < s < 1,

(C [0, 1],C 1[0, 1])θ,∞ = Bθ∞,∞

Ciesielski, Kerkyacharian, Roynette 1993, Sjögren 1982. Niech Xα bedzie
uªamkowym procesem Wienera (uªamkowym ruchem Browna). Wówczas
jesli 0 < 1/p < α/2, p <∞, 0 < α < 2, to

P(Xα ∈ Bα/2p,∞([0, 1])) = 1

Je±li p =∞, to dla wszystkich 0 < β < α/2

P(Xα ∈ Bβp,∞([0, 1])) = 1

Powy»sza charakteryzacja pozwala zde�niowa¢ caªk¦ stochastyczn¡ po
trajektoriach(podej±cie Younga)∫

1

0

f (s)dXα
s .
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Wªa±nosci przestrzeni Biesowa

Twierdzenie

Niech 1 ≤ p1, p2 ≤ ∞, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞ i s1, s2 > 0. Wówczas

(Bs1
p1q1

,Bs2
p2q2

)θ,q = Bs
pq,

gdzie
1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2
,

1

q
=

1− θ
q1

+
θ

q2
,

s = (1− θ)s1 + θs2.

Ponadto zachodzi (ci¡gªe wªo»enie)

Bs
pq ⊂ Bs1

pq1
, (1)

gdzie s > s1 lub s = s1, q1 > q.
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Gªadko±¢ funkcji w terminach przestrzeni Biesowa

Dla prostoty ustalamy p = 2, tak, »e zakªadamy f ∈ L2(R). Poniewa»
Bs
2,q ⊂ Bs

2,∞ rozwa»amy Bs
2,∞. Z twierdzenia o ci¡gªym wªo»eniu wynika,

»e
Bs1
2,∞ ⊂ Bs2

2,∞ for s1 > s2

Zatem albo f nale»y do wszystkich przestrzeni Bs
2,∞ albo f nienale»y do

»adnej Bs
2,∞ albo istnieje parametr s∗ taki, »e

dlawszystkich s < s∗, f ∈ Bs
2,∞

oraz

dlawszystkich s > s∗, f 6∈ Bs
2,∞.

W ostatnim przypadku mówimy, »e s∗ jest parametrem gªadko±ci

funkcji f .
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Wielopoziomowa aproksymacja

Niech P(h) oznacza rzut ortogonalny

P(h) : L
2(R)→ L2(R)

dany wzorem

P(h)f (x) =

∫
IR

Kh(x , y)f (y)dy ,

gdzie j¡dro Kh(x , y) =
1

h
K
(
x
h
, y
h

)
K (x , y) =

∑
k∈ZZ

1I[0,1)(y − k)1I[0,1)(x − k)

( 1I[a,b) jest funkcj¡ charakterystyczn¡ odcinka [a, b)). Wprowadzamy
nastepuj¡ce oznacznia

Pj = P(2−j ), Qj = Pj − Pj−1.

Przestrzenie Biesowa Bs
2,∞ mo»na zcharakteryzowa¢ za pomoc¡

operatorów Qj dla 0 < s < 1/2, B.I. Golubov 1972, (S. Ropella 1976.)
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Twierdzenie deterministyczne, jak wyznaczy¢ parametr

gªadko±ci

Twierdzenie

Niech 0 < s∗ < 1/2 tak, »e s < s∗ f ∈ Bs
2,∞ oraz s > s∗ f 6∈ Bs

2,∞.
Wówczas

lim inf
j→∞

− log+
2
‖Qj f ‖2
j

= s∗, (2)

gdzie log+
2
oznacza »e bierzemy tylko logarytm dla niezerowych

argumentów.

Uwaga: je±liby istniaªa staªa N, »e dla wszystkich j > N ‖Qj f ‖2 = 0
wówczas funkcja f nale»aªaby do wszystkich przestrzeni Biesowa.
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Histogram

Niech X1,X2, ... b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych niezaleznych o
jednakowym rozkªadzie z nieznan¡ gesto±ci¡ f ∈ L2(R). Histogram dla
powy»szej próby z paramerem grupowania h > 0 (parametr okna)

fh,n(x) =
1

n

n∑
j=1

Kh(x ,Xj),

gdzie przypomnijmy Kh(x , y) =
1

h
K
(
x
h
, y
h

)
,

K (x , y) =
∑
k∈ZZ

1I[0,1)(y − k)1I[0,1)(x − k).

Zauwa»my, »e Efh,n = P(h)f , gdzie P(h) jest rzutem ortogonalnym.
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Estymacja parametru gªadko±ci

Histogram odpowiadaj¡cy parametrom h = 2−j oraz n = 22j oznaczmy
przez fj , czyli

fj = f2−j ,22j .

Wówczas

Twierdzenie

Niech X1,X2, ... b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
wspólnej g¦sto±ci f ∈ L2(IR). Ponadto niech 0 < s∗ < 1/2 bedzie
parametrem gªadko±ci f , czyli s < s∗ f ∈ Bs

2,∞ oraz s > s∗ f /∈ Bs
2,∞.

Wówczas

lim inf
j→∞

− log+
2
‖fj − fj−1‖2
j

= s∗ a.e. (3)
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Zastosowania EKG

Przykªadowe EKG, baza PhysioBank ATM
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Dalsze badania

Niech X1,X2, ... b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
g¦sto±ci f ∈ L2(IR). Ponadto niech 0 < s∗ < 1/2 b¦dzie parametrem
gªadko±ci, czyli dla s < s∗ f ∈ Bs

2,∞ oraz dla s > s∗ f /∈ Bs
2,∞. Wówczas

dla ε > 0

MISE (f , h) = E

[∫
IR2

[fh,n − f ]2
]

= E

[∫
IR2

[fh,n − Phf ]
2

]
+

∫
IR2

[Phf − f ]2

≈ 1

nh
+ h2(s−ε)‖f ‖2

B(s−ε)2,∞ .
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