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Podstawowe pojecia

POMIAR - porownanie mierzonej wielkosci
fizycznej z wielkoscig tego samego rodzaju
przyjetg za jednostke

REZULTAT POMIARU - winien zawierac
trzy sktadowe: wartosc liczcbowag pomiaru,
niepewnosc oraz jednostke



Podstawowe pojecia

POMIARY BEZPOSREDNIE - polegajg na
porownaniu wprost danej wielkosci z odpowiedniq
miarg Wzorcowgq

przyktady:
- pomiary wymiarow jakiegos ciata za pomoca linijki,
suwmiarki czy tez sruby mikrometrycznej

- pomiar czasu trwania zjawiska/procesu za pomocg
stopera



Podstawowe pojecia

POMIARY POSREDNIE - warto$¢ badanej
wielkosci wyznaczana jest na podstawie pomiarow
bezposrednich innych wielkosci fizycznych, ktore
sq zwigzane z mierzong wielkoscig znang
zaleznoscig/prawem fizycznym

przyktad:
- pomiar przyspieszenia ziemskiego za pomocg
wahadta matematycznego
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Podstawowe pojecia

NIEZALEZNIE OD METODY ]
POMIAROWEJ NIGDY NIE JESTESMY
W STANIE BEZWZGLEDNIE DOKLADNIE
WYZNACZYC RZECZYWISTE)
WARTOSCI WIELKOSCI FIZYCZNE)]

CZYTAJ: KAZDY POMIAR OBARCZONY
JEST PEWNYM BLEDEM



Podstawowe pojecia

BLEDEM POMIARU okresla sie roznice
pomiedzy wynikiem pomiaru a rzeczywistg
wartoscig mierzonej wielkosci

b/Qd pomiaru = X,mierzone ~ szeczywiste

ze wzgledu na , przyczyne” zajscia btedy
pomiaru dzielimy na:

- GRUBE (OMYLKI)

- PRZYPADKOWE

- SYSTEMATYCZNE



Podstawowe pojecia

BLEDY GRUBE - powstaje wskutek nieuwagi
lub niestarannosci obserwatora przy
odczytywaniu lub zapisywaniu wynikow,
przyczyng ich moze byc¢ rowniez nagta zmiana
warunkow pomiaru (np. wystgpienie
wstrzgsow)

uwaga:
dysponujgc serig pomiarow tfatwo wykry¢ wyniki
obarczone btedem grubym, rezultaty takie
nalezy najzwyczajniej usungc



Podstawowe pojecia

BLEDY SYSTEMATYCZNE - wynikajg
z niedoskonatosci przyrzadow i metod
pomiarowych, mozna je zredukowac stosujgc
bardziej doktadne techniki pomiarowe,

btedy systematyczne czesto mozna rozpoznac,
nalezy je wowczas uwzgledni¢ odpowiednio
korygujac wyniki pomiarow,

przyktad.:

- waga, wskazanie bez obcigqgenia wynosi m,
zamiast 0, m, jest zatem miargq popetnianego
btedu systematycznego



Podstawowe pojecia

BLEDY PRZYPADKOWE - wystepujq zawsze,
wynikajgq z réznych przypadkow i nie dajacych
sie uwzgledni¢ czynnikow (np. wahania
temperatury, ruch powietrza w poblizu
przyrzadu pomiarowego), rownie czestg
przyczyng btedow przypadkowych jest
niezgodnosc¢ przyjetego modelu

Z rzeczywistosciq

przyktad.:

chcemy zmierzy¢ Srednice preta, milczgco
zaktadamy iz pret jest idealnym walcem,
co nie do konca jest prawdg



Podstawowe pojecia

BLEDY PRZYPADKOWE - o ich istnieniu
swiadczy niepowtarzalnos¢ wynikow pomiaru
jednej i tej samej wielkosci fizycznej,

uwaga:

btedy przypadkowe redukuje sie poprzez
wielokrotne powtarzanie pomiaru, zachodzi
wowczas czesciowa kompensacja btedow
przypadkowych zawyzajgcych

| zanizajgcych wynik



Podstawowe pojecia

NIEPEWNOSC POMIARU - parametr
zwigzany z wynikiem pomiaru, rownie istotny
jak sam wynik pomiaru

NIEPEWNOSC POMIARU - charakteryzuje
rozrzut wynikdw pomiaru, podajgc szerokosc
przedziatu, wewnatrz ktorego mozna

z zadawalajgcym prawdopodobienstwem
usytuowac wartosc¢ wielkosci mierzonej



Podstawowe pojecia

NIEPEWNOSC POMIARU - nie moze by¢ ona
wyznaczona doskonale doktadnie, dokonuje sie

jej oszacowania (chociazby na bazie
statystycznej estymacji)




Podstawowe pojecia

ZADEN POMIAR NIE JEST IDEALNIE
DOKLADNY, WSZYSTKIE POMIARY SA
OBARCZONE PEWNA NIEPEWNOSCIA!

FAKT TEN NIE WYNIKA WYLACZNIE
Z NIEDOSKONALOSCI APARATURY
CZY TEZ OBSERWATORA,

JEST ON NIEODLACZNA CECHA
KAZDEGO POMIARU!



Regulacje prawne

Miedzynarodowa Organizacja Normalizacyjna (I1SO)
w roku 1995 opublikowata normy dotyczace
terminologii i sposobu okreslania niepewnosci
pomiarow (,,Guide to Expression of Uncertainty

in Measurement”, 1SO, Switzerland 1995)

norma ta zostata ustawowo przyjeta w Polsce

w roku 1999 (,,Wyrazanie niepewnosci pomiaru:
Przewodnik”, Gtowny Urzad Miar, Warszawa 1999)
obecnie przy opracowywaniu wynikdow pomiarow
nalezy stosowac sie do zalecen tejze normy, jest to

wymagane prawem (podobnie jak stosowanie
jednostek uktadu SI)



|Struna glowna |

STRUKTURA T DZIALAI NOSC

WYRAZANIE

NIEPEWNOSCI POMIARU.

PRZEWODNIK

|5tatuti regulamin |

|Kieruwnictwu |

Biura i samodzielne
stanowiska

|EE|I'|:FE||:I'5.|r i Laboratoria |
|Flan dzialalnosci GUM |
|Administracja miar |

OKREGOWE URZEDY
MIAR

Wzorce i jednostki
miar

PROBIERNICTWO

Administracja
probiercza

OKREGOWE URZEDY
PROBIERCZE

Dzienniki Urzedowe
alfit

Ksigzka ta, wydana w 1999 r, to polskie tlumaczenie Guide to the Expression of
Uncertainty in Measurement. lest to publikacja firmowana przez miedzynarodowe
organizacje: BIPM, IEC, IFCC, IS0, IUPALC, IUPAP, OIML.

Przewodnik przeznaczony jest dla pracownikdw:

administracji miar,

wyzZszych uczelni,

instytutow naukowych,

laboratoriow pomiarowych

oraz dla studentow i producentdw przyrzadow pomiarowych.

Pozycja skiada sie z nastepujacych rozdziatow:

Zakres,

Definicje,

Pojecia podstawowe,

Obliczanie niepewnosc standardowe],

Okreslanie zlozone] niepewnosc standardowej,
Okreslanie niepewnosc rozszerzoneg],

Podawanie niepewnosai,

Skracony przepis obliczania | wyrazania niepewnosai,

ponadto wyposazona jest w liczne aneksy (Zalecenia Grupy Roboczej | CIPM, Qgdlne

terminy metrologiczne,

Podstawowe terminy | pojecia statystyczne, Wartosc

"prawdziwa”, blad i niepewnosé, Motywacie | podstawy Zalecenia INC-1, Obliczanie

http://bip.gum.gov.pl



Regulacje prawne

miedzynarodowa norma (m. n.) zaleca
postugiwanie sie terminem niepewnosc
pomiarowa

w ramach m. n. termin ten definiuje sie jako
parametr charakteryzujacy watpliwosci
dotyczace wartosci wyniku pomiarowego

- sugerowang przez m. n. miarg niepewnosci
pomiarowej jest niepewnosc standardowa



Regulacje prawne

m. n. definiuje dwa sposoby szacowania
niepewnosci standardowej:

metoda typu A - wykorzystuje analize
statystyczng serii pomiarow

metoda typu B - bazuje na naukowym
osqdzie obserwatora



Oznaczenia

- zgodnie z m. n. niepewnosc standardowg
przyjeto oznacza¢ symbolem u
(od ang. uncertainty),

symbolu tego mozna uzywac na 3 sposoby:
u, u(x), u(stezenie molowe NacCl)

- opis stowny zalecany w przypadku
dokumentacji technicznych

przyktady:
u=2.0kg
u(l) =0.5m
u(natezenie prgdu) = 0.1 A



Metody okreslania u(x)

zgodnie z m. n. rozrozniamy dwie sytuacje
(rozniq sie one zarowno pod wzgledem natury
pomiaru jak rowniez w sposobie oceny
niepewnosci pomiaru):

- pomiary bezposrednie

- pomiary posrednie



Pomiary bezpo srednie




Niepewnosc¢ standardowa
pomiarow bezposrednich

- przypusé¢my, ze wykonalismy serie n-pomiarow
wielkosci fizycznej x otrzymujac wyniki:

X1, Xop veey X,

jesli wyniki pomiardw nie sg takie same wowczas za
najbardziej zblizong do wartosci prawdziwej
przyjmujemy srednig arytmetyczng ze wszystkich

pomiarow 1
X=X :_Z)(I
N

stwierdzenie powyzsze jest tym bardziej stuszne im
wieksza jest liczba przeprowadzonych pomiarow



Niepewnosc¢ standardowa
pomiarow bezposrednich

w celu okreslenia niepewnosci standardowej
postugujemy sie w tym przypadku sposobem
typu A przyjmujac niepewnosc standardowaq
dang jako odchylenie standardowe sredniej

n

> (% - %)
U(X) = \/g = I:1n(n_1)

- jezeli seria zawiera zbyt mato pomiarow (n < 11,
niekiedy n < 30), wynik dany powyzszym wzorem
nalezy ,poprawic” — pomnozyc¢ przez wspotczynnik
z rozktadu t-Studenta, wspotczynnik ten zalezy
od liczby pomiardw oraz przyjetego poziomu ufnosci



Rozktady statystyczne

a/ Rozklad Gaussa b/ Rozklad Studenta
o(x) A9(X)

hists fif?f‘ punkt przegiecia ¢

x-S- X X +S-

odchylenie standardowe w rozktadzie t-Studenta
jest t -razy wieksze od ochylenia standardowego
w rozktadzie normalnym (Gaussa)



Niepewnosc¢ standardowa
pomiarow bezposrednich

w przypadku ,ubogich” serii pomiarowych
(n < 11) niepewnosc¢ standardowg obliczamy

ze Wzoru : )
> (% -%)
u(x) :tm/s; =t '=1n(n_1)

parametr t, zalezy zarowno od licznosci serii
pomiarowej (sScisle: tzw. liczby stopni swobody)
jak rowniez od przyjetego tzw. poziomu ufnosci
wartosci parametru rozktadu t-Studenta dla
poziomu ufnosci rownego 0.683

t, 1,11 1,09 1,08 1,07 1,06 1,05



Niepewnosc¢ standardowa
pomiarow bezposrednich

jezeli wyniki pomiaru nie wykazujg rozrzutu
(czyli gdy x; = x, = ... = x,,) lub gdy istnieje
tylko jeden wynik pomiaru wowczas niepewnosc
standardowq szacujemy sposobem typu B,

czytaj: bazujemy na naszym ,subiektywnym?”
osqdzie naukowym

- ,Subiektywizm” jest tutaj regulowany!



Niepewnosc¢ standardowa
pomiarow bezposrednich

gdy dostepny jest tylko jeden wynik pomiaru
lub gdy wyniki nie wykazujq rozrzutu
niepewnosc¢ standardowg ocenia sie na podstawie:

a) niepewnosci wzorcowania przyrzadow
pomiarowych A,

b) i/lub niepewnosci eksperymentatora Ag
c) i/lub niepewnosci tablicowej A,

- niepewnosc¢ standardowg jednokrotnego pomiaru
wielkosci x wyraza sie wzorem:

u(x) =4, +Ag +A;



Niepewnosc¢ wzorcowania
przyrzadow analogowych

w przypadku przyrzadu analogowego o niepewnosci
wzorcowania Ay, w gtdwnej mierze stanowi
tzw. klasa przyrzadu

podawana jest ona przewaznie jako
procent maksymalnej wartosci mozliwej do
Zmierzenia na wybranym zakresie przyrzadu

w celu obliczania niepewnosci wzorcowania
postugujemy sie wzorem:

A = klasax zakres
" 100




Niepewnosc¢ wzorcowania
przyrzadow analogowych

- przy obliczaniu niepewnosci standardowej oprocz
podanej poprzednio niepewnosci nalezy uwzglednic
niepewnosc odczytu ze skali przyrzadu

- przyjmuje sie jga zwykle jako rowng jednej dziatce
elementarnej przyrzadu



Niepewnosc¢ wzorcowania
przyrzadow cyfrowych

- w przypadku elektronicznych przyrzadow cyfrowych
niepewnos¢ wzorcowania podawana jest przez producenta
w instrukcji obstugi

- jest ona przewaznie kilkukrotnie wieksza od dziafki
elementarnej, co wiecej - zalezy od zakresu pracy oraz
wartosci mierzonej wielkosci

informacja o niepewnosci wzorcowania przyrzadow
cyfrowych przewaznie podawana jest w postaci

A, =C,%xrdg+C, xdgt

rdg — od ang. reading, czytaj: aktualny odczyt
dgt - od ang. digit, czytaj: ostatnia wyswietlana cyfra

C,, C, — state charakteryzyjace przyrzad mierniczy,
podawane przez producenta



Niepewnosc¢ eksperymentatora

niepewnosc eksperymentatora A¢ jest waznym
przyczynkiem do niepewnosci pomiarow
jednokrotnych

jej wielkosc¢ eksperymentator okresla
samodzielnie, bazujgc na wtasnym
doswiadczeniu oraz wiedzy

przydatnymi sg tutaj obserwacje dotyczace
chociazby widocznosci czy tez stabilnosci pomiaru



Niepewnosc tablicowa

niepewnosciami obarczone sg rowniez wyniki
zaczerpniete z literatury, tablic fizycznych czy tez
kalkulatora

w przypadku braku jakichkolwiek informacji

0 niepewnosci tak pozyskanej danej, przyjmujemy,
ze niepewnosc tablicowa A; jest rowna dziesieciu
jednostkom ostatniego miejsca rozwiniecia
dziesietnego danej wielkosci

przyktady:
przyjmujgc do obliczen g = 9.81 m/s?
nalezy przyjac u(g) = 10 x 0.01 m/s? = 0,1 m/s?



Niepewnosc¢ standardowa
pomiarow bezposrednich

podsumowujac: niepewnosc¢ standardowg jednokrotnego
pomiaru wielkosci x obliczamy ze wzoru:

u(x) =4, +A; +A;



Uwagi (odstepstwa)

W przypadku pomiarow wielokrotnych, w sytuacji
gdy wystepuj q oba typy niepewnosci (zarowno
rozrzut wyni jak i niepewnosci zwigzane

Z wzorcowanlem/] eksperymentatorem/wartosciami
tablicowymi) i zadna z nich nie moze zostac
zaniedbana (czytaj: sa podobnego rzedu) wowczas
niepewnosc¢ standardowgq (catkowitg) oblicza sie ze

WZOru:
2 2 2
u(x) = \/ +AW +AE +AT
3 3 3

- dowodzi sie, iz zastosowanie powyzszego wzoru

daje 68.3% pewnos¢, ze rzeczywista wartosc
mierzonej wielkosci x miesci sie w przedziale

(X=u(x), X +u(x))



Uwagi (odstepstwa)

do oznaczania poszczegolnych sktadowych
niepewnosci czesto stosuje sie oznaczenia postaci

Ayx, Ax, Arx,

w celu zaakcentowania iz dana niepewnosc¢ dotyczy
wielkosci oznaczonej przez x



Przyktad 1. Pomiar jednokrotny

linijkg jednokrotnie zmierzono wysokosc h
oraz szerokosc d ksigzki
mierzac wysokosc przytozono linijke do dobrze
przycietej oktadki odczytujac h = 228 mm,
doktadnosc eksperymentatora oceniono na
Ach=1 mm (linijki dobrze przylegata do ksigzki),
niepewnosc wzorcowania linijki wynosi 4,h=1 mm
niepewnosc¢ standardowa pomiaru wysokosci dana
bedzie jako:

uth)=4h+A,h=1mm+ 1 mm=2mm
rezultat finalny pomiaru wysokosci

h =228 £2) mm




Przyktad 1. Pomiar jednokrotny

mierzac szerokosc¢ ksigzki uzyskano d = 165 mm

ze wzgledu na obty ksztatt grzbietu ksigzki
doktadnosc eksperymentatora w tym przypadku
oceniono na Ad = 2 mm

rezultat finalny pomiaru szerokosci ksigzki
d= (165 %+ 3) mm




Przyktad 2: Pomiar jednokrotny

za pomocg woltomierza dokonano pomiaru napiecia
baterii U

miernik (patrz informacja dostarczona przez
producenta) pozwala mierzy¢ z doktadnoscig

A, U=0.002 V
podczas pomiaru zaobserwowano iz wskutek
zaktocen ostatnia cyfra ,miga”, pozwalajac odczytac
U=1.56 V
wobec powyzszego przyjeto niepewnosc
eksperymentatora jako rowng
AU=0.01V

ostatecznie
U=(1.560 £ 0.012) Vv



Przyktad 3: Pomiar wielokrotny

przeprowadzono pomiary czasu spalania zapatek
uzyskano osiem wynikow:

T,=15s, T,=16 s, T3=13 s, T,=14 5,

Te=7s,Tg=155s, T,=17 s, Tg=16's

wstepna analiza rezultatéw pozwala odrzucic

rezultat pigty jako btad gruby

T,=15s, T,=16 s, T3=13 s, T,=14 5,

Ts=15s, T,=17 s, T,=16 s

wynikiem pomiaru bedzie zatem obliczona na bazie n=7
rezultatow sSrednia

1 n
N

T = T =15.1428s



Przyktad 3: Pomiar wielokrotny

za istotng uznajemy niepewnos¢ wzorcowania uzytego
przy pomiarze zegarka, przyjmujac A4,7=1 s

niepewnosc¢ standardowg obliczamy ze wzoru

_ o (BT
u(t)_\/%Jr 3

gdzie

(1 -Tf
. n(n-1)

jako iz préba byta uboga (n=7), ,poprawiamy”

wyznaczong wariancje (z tabeli rozktadu t-Studenta

odczytujemy t,=1.09)

przeprowadzajgc rachunki otrzymujemy ostatecznie
T=(15.14 £ 0.94) s




Pomiary po srednie




Niepewnosc¢ standardowa
pomiardéw posrednich

w przypadku pomiaréw posrednich wielkos¢ mierzong y
obliczamy korzystajac ze zwigzku funkcyjnego o ogolnej
postaci

Y= T4, X500 %)

symbolami x,, x,, ..., X, 0znaczono k-wielkosci fizycznych
mierzonych bezposrednio

zaktadamy, ze znane sg wyniki pomiarow tych wielkosci tj.

Xis X yeeey X
oraz ich niepewnosci standardowe tj.

(%), u(X;),--, U(X)



Niepewnosc¢ standardowa
pomiardéw posrednich

wynik koncowy oblicza sie wowczas ze wzoru

y=y=1(%,% %)

w przypadku pomiaréow posrednich nieskorelowanych (tzn. gdy kazdg
z wielkosci x,, X,, ..., X, mierzy sie niezaleznie) niepewnos¢ ztozong
wielkosci y oblicza sie za pomocg wzoru:

Uc(y) = Z g—;(z,iz,...,xk) u?(x;)

j

m. n. zaleca stosowanie indeksu ,,C” (od ang. complex) w celu podkreslenia
»,ztozonosci” tak obliczonej niepewnosci



Przykitad 4: Niepewnosc¢ ztozona

celem obliczenia energii kinetycznej wagonu kolejowego
dokonano pomiardow jego predkosci v oraz masy m

uzyskano: v = (31 £ 2) m/s,
m = (15.0 £ 0.5) t

obliczona wartos¢ energii kinetycznej wagonu

E, = % mv? = 7207500 J

niepewnosc¢ standardowg pomiaru energii kinetycznej
wagonu wyznaczamy stosujgc metode rozniczki zupetnej

Uc(Y) = Z{;ﬁ(xl,xz,...,xk):l u*(x;)

=1 0%



Przykitad 4: Niepewnosc¢ ztozona

w rozwazanym przypadku E, =E_ (m,V)

a zatem

uC(Ekm):\/[aaErI:]n (m,v)} u2(m)+[a§\'j” (m,v)} u’(v) =

4
= \/VZ u®(m) + m’v°u’(v) =523397.56 J

ostatecznie E,,,= (721 £ 52) - 10%J



Prezentacja wynikow
pomiarowych




Zapis wynikdw pomiaru

wyniki pomiaru zapisujemy tacznie z niepewnoscigq
oraz jednostkg

niepewnos¢ podajemy zawsze z doktadnoscig do
dwoch cyfr, zas liczbe cyfr znaczacych wyniku
dobieramy tak, aby ostatnia cyfra wyniku i
niepewnosci byty tego samego rzedu

zgodnie z m. n. dla niepewnosci standardowej
zalecany jest zapis z uzyciem nawiasow
okragtych ,,()”, zas dla tzw. niepewnosci
rozszerzonej zapis z uzyciem symbolu ,,+"”

zwyczajowo przyjeto stosowac symbol ,, 1"
przy zapisie niepewnosci standardowej




Zapis wynikdw pomiaru

prawidtowo zapisany wynik koncowy pomiaru
wymaga z reguty zaokraglenia

zasada przeprowadzania zaokraglenia jest
nastepujgca:

a) niepewnosc standardowqg u(x) pomiaru wielkosci
fizycznej x zaokrgaglamy do takiego miejsca, aby
pozostaty (maksymalnie) dwie cyfry znaczace

b) wynik pomiaru zaokraglamy do tego samego

miejsca dziesietnego do ktérego zostata zaokraglona
niepewnosc¢ standardowa u(x)




Zapis wynikdw pomiaru

w przypadku niepewnosci standardowej mozna
stosowac zaokraglenie ,,do gory”, dajemy w ten
sposob wyraz szczegodlnej trosce o poprawnosc
i pewnosC pomiaru
niekiedy (szczegdlnie w przypadku pomiarow
jednokrotnych) niepewnosc¢ standardowg zaokragla
sie pozostawiajac jedng cyfre znaczacq,
przyktad:

rezultat

d=(12.10+£0.06) mm
mozna zapisac jako
d=(12.1+0.1) mm



Zapis wynikdw pomiaru

dokonano pomiarow srednicy d metalowego preta
opracowujgc wyniki pomiarowe uzyskano:

d=0.00345478 m, u(d)=5.468789-10% m

rezultaty nalezy wstepnie zaokragli¢ oraz zapisac
W poprawnej (zwieztej i przystepnej) formie

przyktady mozliwych w tej sytuacji poprawnych
zapisow koncowych:

d = (3.45+0.55) - 103 m
d = (345+55) - 105 m
d = 345(55) - 105 m



Zapis wynikdw pomiaru

liczne przyktady poprawnej metody zapisu rezultatéow
pomiarowych mozna znalez¢ (chociazby) w tablicach fizycznych

tadunek elektronu
e = (1.60217653 = 0,00000014) - 101° C

stata Boltzmanna
k = R/N, = (1.3806505 = 0,0000024) - 1023 J/K

stata Faradaya
F = Nye = (96 485.3383 = 0,0083) C/mol

stata grawitacyjna
Gy = (6.6742 £ 0.0010) - 1011 m3/(kg - s?)



Zapis wynikdw pomiaru

przyktady poprawnego zapisu:

m=100.0214 g, u(m)=3.5 mg
m=100.0214 g, u(m)=0.0035 g
m=(100.0214 £ 0.0035) g

m=100.0214(35) g



Zapis wynikdw pomiaru

przyktady niepoprawnego zapisu:

m=100.0214 g
m=(100.021%0.0035) g
m=100.021 g, u(m)=3 mg

m=100.021(3) g



Zapis wynikdw pomiaru

przyktady niepoprawnego zapisu:

nie podano niepewnosci

m=100.0214 g —

/ ostatnie cyfry

m=(100.021%£0.0035) g fﬁj;'/etfvf-,uogg? iie Sq

tego samego rzedu
m=100.021 g, u(m)=3 mg

m=100.021(3) g \ przy zapisie
niepewnosci podano
zbyt mato cyfr



Prezentacja graficzna
rezultatow pomiarowych

- w celu udogodnienia analizy rezultatow pomiarowych
czesto sporzadza sie wykres zmierzonej zaleznosci
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Prezentacja graficzna
rezultatow pomiarowych

poprawnie niepoprawnie
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Regresja liniowa

w sytuacjach gdy przypuszczamy, ze pomiedzy
mierzonymi wielkosciami zachodzi zaleznosc
funkcyjna postaci

y=a-x+b
gdzie y oraz x sg mierzonymi wielkoSciami
regresja liniowa (ktorej jedng z realizacji jest
metoda najmniejszych kwadratow) pozwala
wyznaczy¢ wartosci wspotczynnikdéw a i b,

czytaj: znalez¢ rownanie najlepiej dopasowanej
prostej (prostej najlepiej opisujgcej
zaobserwowang eksperymentalnie zaleznosc)



Metoda najmniejszych kwadratow

- w praktyce catosc¢ sprowadza sie do zastosowania
WZOrow:



Metoda najmniejszych kwadratow

niepewnos¢ standardowg wspotczynnikow dopasowania
wyznacza sie z wzorow

_[s :Jz{‘_l[yi—(awb)]z
Y \n-2 n-2
u(a) =% u(b) = st/%+%




Metoda najmniejszych kwadratow

istotnym parametrem mowigcym o ,jakosci” uzyskanego
dopasowania jest tzw. wspotczynnik korelacji liniowej
Pearsona dany wzorem:

> (4 =% ~9)

J{Z(x —WHZ(M —W}

z definicji I U[—1]]

uzyskane dopasowanie jest tym ,lepsze” im wartosc
r2 jest blizsza jednosci



Metoda najmniejszych kwadratow
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zrodto: http://pl.wikipedia.org




Metoda najmniejszych kwadratow

przyktad:
przeprowadzono pomiar dtugosci fali dzwiekowej A [m]
w funkcji jej czestotliwosci f [Hz]
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Metoda najmniejszych kwadratow

- wiadomo, iz badane wielkosci winny by¢ zwigzane
zaleznoscig

v=—=ALFf
T

przeksztatcajgc

A:vi
f



Metoda najmniejszych kwadratow

ponownie wykreslono uzyskane dane pomiarowe, tym
razem w dtugosc fali A w funkcji odwrotnosci czestotliwosci
fali 1/f

jak widac (zgodnie z przewidywaniami) dane , uktadajq sie
w prostg, parametry prostej wyznaczono stosujgc metode
najmniejszych kwadratow
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Metoda najmniejszych kwadratow

przeprowadzone postepowanie pozwala stwierdzic, iz:

1) dtugosc fali dzwiekowej A jest zwigzana
z czestotliwosciq fali f zaleznoscig funkcyjng postaci
A=A+B/f

(o istnieniu korelacji swiadczy bliska jednosci
wartos¢ wspotczynnika korelacji R=0.99979)

2) predkosc propagacji badanej fali (patrz
wspoftczynnik proporcjonalnosci w obranym modelu)
ma wartosc

v = (4897+£35) m/s



Metoda najmniejszych kwadratow

przeprowadzone postepowanie pozwala stwierdzic, iz:

3) uzyskano zgodng z przewidywaniami (tj. zerowg)
wartosS¢ wspotczynnika przeciecia

A = (0.025+0.047) m

4) przeprowadzone pomiary potwierdzajg
(bynajmniej nie przeczq) teoretycznej zaleznosci
A=v/f

5) predkosc fali dzwiekowej w zakresie
czestotliwosci od 800 Hz do 7500 Hz jest stata
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