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Rozdzia l 1WSTE�PMetoda R-ma
ierzy nale_zy do najbardziej rozpowsze
hniony
h i efektywny
hmetod stosowany
h do opisu teorety
znego nierelatywisty
zny
h dwu
ia lowy
hpro
es�ow zderzeniowy
h w �zy
e atomowej i ja�drowej. Jej idea zosta la zaryso-wana w roku 1938 przez Kapura i Peierlsa [1℄ w pra
y po�swie�
onej pro
esomrezonansowym towarzysza�
ym zderzeniom ja�der atomowy
h przy niski
h ener-gia
h. Wykorzystali oni fakt, _ze przestrze�n kon�gura
yjna� uk ladu po
isk+tar
zamo_zna podzieli�
 na dwie 
ze��s
i. Obszar wewne�trzny (zwany tak_ze obszarem lubhiperobje�to�s
ia� reak
ji) odpowiada sytua
ji, w kt�orej wszystkie sk ladniki uk laduznajduja� sie� wewna�trz niewielkiej, sko�n
zonej obje�to�s
i w tr�ojwymiarowej prze-strzeni �zy
znej i oddzia luja� ze soba� silnie, tworza�
 ja�dro z lo_zone. Obszar ze-wne�trzny, odseparowany od obszaru wewne�trznego hiperpowierz
hnia� reak
ji, od-powiada sytua
ji, w kt�orej uk lad podzielony jest na 
ze��s
i ba�d�z swobodne, ba�d�zte_z oddzia luja�
e za po�sredni
twem d lugozasie�gowy
h si l o 
harakterze lokalnym.Autorzy pra
y [1℄ udowodnili, _ze ma
ierz rozpraszania, a w konsekwen
ji tak_zeprzekroje 
zynne 
harakteryzuja�
e pro
es zderzenia, mo_zna znale�z�
, je_zeli danajest baza ortogonalna w przestrzeni funk
ji okre�slony
h na hiperpowierz
hni reak-
ji i je�sli znana jest ma
ierz kwadratowa, zwana w obe
nej terminologii R-ma
ierza�Kapura{Peierlsa. Ma
ierz ta wia� _ze w sz
zeg�olny spos�ob sk ladowe funk
ji falowejw zadanej bazie ze sk ladowymi po
hodnej normalnej tej funk
ji na powierz
hnireak
ji. Kapur i Peierls pokazali, _ze R-ma
ierz jest zbudowana z element�ow ma
ie-rzowy
h operatora Greena dla niehermitowskiego zagadnienia w lasnego, na kt�oresk ladaja� sie�: niezale_zne od 
zasu r�ownanie S
hr�odingera dla uk ladu w obszarzewewne�trznym oraz niehermitowski, zale_zny od energii, mieszany warunek brze-gowy narzu
ony na rozwia�zania tego r�ownania na hiperpowierz
hni reak
ji. Role�warto�s
i w lasnej zagadnienia pe lni parametr energii w r�ownaniu S
hr�odingera. Ka-pur i Peierls otrzymali wyra_zenie dla R-ma
ierzy, znajduja�
 rozwinie�
ie spektralnefunk
ji Greena w bazie funk
ji w lasny
h rozpatrywanego zagadnienia brzegowegoi zagadnienia sprze� _zonego do niego w spos�ob hermitowski.W serii pra
 opublikowany
h w lata
h 1946{52 Wigner ze wsp�o lpra
ownikami[2{5℄ zmody�kowa l i udoskonali l metode� Kapura{Peierlsa, tworza�
 podstawy podnajbardziej dzi�s popularna� wersje� metody R-ma
ierzy wia�zana� z jego nazwiskiem.Pomys l Wignera polega l na zde�niowaniu R-ma
ierzy w taki spos�ob, aby jej wy-razy by ly elementami ma
ierzowymi operatora Greena dla zagadnienia w lasnegosk ladaja�
ego sie� z r�ownania S
hr�odingera, spe lnianego wewna�trz obszaru reak
ji,uzupe lnionego przez niezale_zny od energii hermitowski warunek brzegowy narzu-
ony na rozwia�zania r�ownania na hiperpowierz
hni ota
zaja�
ej ten obszar. Zaleta�podej�s
ia Wignera jest hermitowsko�s�
 R-ma
ierzy oraz zna
znie prostsza ni_z wmetodzie Kapura{Peierlsa zale_zno�s�
 jej element�ow od energii. Publika
je Wi-



6 1. Wste�pgnera oraz p�o�zniejsze pra
e przegla�dowe Lane'a i Thomasa [6℄, Breita [7℄ i Vogta[8℄ rozpropagowa ly metode� R-ma
ierzy i sprawi ly, _ze w lata
h pie��
dziesia�ty
h isze�s�
dziesia�ty
h naszego stule
ia sta la sie� ona jednym z naj
ze��s
iej u_zywany
hnarze�dzi dla parametryza
ji i analizy dany
h do�swiad
zalny
h w �zy
e reak
jija�drowy
h przy niski
h energia
h [6, 7℄.W drugiej po lowie lat sze�s�
dziesia�ty
h zainteresowanie metoda� R-ma
ierzy w�srodowisku �zyk�ow ja�drowy
h za
ze� lo male�
, le
z pod konie
 tej dekady pojawi lysie� sugestie, _ze metoda ta mo_ze stanowi�
 doskona le narze�dzie dla potrzeb �zyki ato-mowej [9℄. Za prze lomowy nale_zy uzna�
 rok 1971, kiedy Burke, Hibbert i Robb [10℄zaadaptowali metode� Wignera do teorii zderze�n elektron{atom. Wkr�ot
e potemkierowany przez Burke'a zesp�o l z Belfastu opublikowa l pakiet program�ow kom-puterowy
h, implementuja�
y
h metode� Wignera dla pro
es�ow atomowy
h [11℄.Kolejne wersje tego pakietu [12{14℄ by ly i sa� szeroko stosowane dla przeprowa-dzania obli
ze�n parametr�ow 
harakteryzuja�
y
h pro
esy z udzia lem elektron�ow,atom�ow i jon�ow atomowy
h. Po
za�wszy od po lowy lat siedemdziesia�ty
h, metodaR-ma
ierzy Wignera jest r�ownie_z intensywnie wykorzystywana w teorii zderze�nelektron�ow z uk ladami 
za�ste
zkowymi (patrz, na przyk lad, [15℄).Trudno jest prze
eni�
 role�, jaka� w �zy
e teorety
znej odgrywaja� metody wy-korzystuja�
e ra
hunek waria
yjny. Dlatego naturalne jest postawienie pytania:
zy mo_zliwe jest zastosowanie ra
hunku waria
yjnego w teorii R-ma
ierzy? Od-powied�z jest twierdza�
a. W jednej z pierwszy
h pra
 doty
za�
y
h waria
yjny
hmetod kwantowej teorii zderze�n Kohn [16℄ poda l zasade� waria
yjna�, kt�ora� p�o�zniejLane i Thomas [6℄ zidenty�kowali jako zasade� waria
yjna� dla odwrotno�s
i warto�s
iw lasny
h R-ma
ierzy. W roku 1951 Ja
kson [17℄ sformu lowa l zasade� waria
yjna�dla element�ow R-ma
ierzy. Zna
zenie pra
 Kohna oraz Ja
ksona zosta lo do
e-nione dopiero na prze lomie lat sze�s�
dziesia�ty
h i siedemdziesia�ty
h przez Lane'ai Robsona [18℄ oraz przez Chatwina i Pur
ella [19, 20℄. Dalszy rozw�oj metodwaria
yjny
h w teorii R-ma
ierzy, z nieli
znymi wyja�tkami [21{24℄, zwia�zany by lprzede wszystkim z zastosowaniami teorii w �zy
e atomowej. W roku 1973 Obe-roi i Nesbet [25, 26℄ zaproponowali zasade� waria
yjna� dla element�ow R-ma
ierzy,og�olniejsza� od zasady Ja
ksona. Dwa lata p�o�zniej Zvija
, Heller i Light [27℄ po-kazali, w jaki spos�ob mo_zna wykorzysta�
 zasade� Kohna do poprawienia wynik�owotrzymywany
h w opar
iu o zastosowanie metody Wignera. W roku 1977 Shi-mamura [28℄ uog�olni l zasade� Ja
ksona do posta
i umo_zliwiaja�
ej zastosowanieszerszej klasy funk
ji pr�obny
h, a Crawford [29℄, prezentuja�
 og�olna� metode� kon-struk
ji zasad waria
yjny
h kwantowej teorii zderze�n, przedstawi l r�ownie_z dyskusje�niekt�ory
h zasad zwia�zany
h z metoda� R-ma
ierzy. Przegla�d zastosowa�n te
hnikwaria
yjny
h w metodzie R-ma
ierzy w okresie od opublikowania pra
y Kohna[16℄ do ko�n
a dekady lat siedemdziesia�ty
h zawarty jest w monogra�i Nesbeta[30℄ po�swie�
onej waria
yjnym metodom w teorii zderze�n elektron{atom. Zna-
zenie metod waria
yjny
h w teorii R-ma
ierzy wzros lo w pierwszej po lowie latosiemdziesia�ty
h po ukazaniu sie� pra
 Greene'a [31, 32℄ oraz Le Rouzo i Ra�seeva[33{35℄, w kt�ory
h wskazano, _ze waria
yjna metoda R-ma
ierzy, oparta o zasade�Kohna, mo_ze by�
 z powodzeniem wykorzystywana w teorety
zny
h badania
h pro-
es�ow fotojoniza
ji atom�ow i 
za�ste
zek. Om�owieniu zastosowa�n waria
yjnej me-



1. Wste�p 7tody R-ma
ierzy do opisu fotoabsorp
ji i fotojoniza
ji atom�ow po�swie�
ony jestniedawny obszerny artyku l przegla�dowy Aymar, Greene'a i Lu
-Koenig [36℄. Ha-ma
her i Hinze [37, 38℄, a naste�pnie r�ownie_z Meyer, Greene i Bray [39℄, pokazali,_ze metoda Kohna mo_ze by�
 wykorzystana do opisu zderze�n elektron�ow z atomamii jonami atomowymi. R�o_zne zasady waria
yjne zwia�zane z metoda� R-ma
ierzyby ly dyskutowane w kontek�s
ie �zyki atomowej lub 
hemii kwantowej tak_ze przezAlti
ka [40℄, Manolopoulosa, D'Mello i Wyatta [41, 42℄, Meyera [43℄ oraz Lighta iwsp�o lpra
ownik�ow [44, 45℄. Nesbet [23, 24, 46℄ przedstawi l zasady waria
yjne dlaelement�ow R-ma
ierzy i jej odwrotno�s
i, r�o_znia�
e sie� istotnie od inny
h zasad, iprzedyskutowa l mo_zliwo�s
i zastosowania i
h w �zy
e 
ia la sta lego oraz do opisuzderze�n elektron�ow z 
za�ste
zkami.Czytelnik, kt�ory zapozna sie� z pra
ami doty
za�
ymi waria
yjny
h metod wteorii R-ma
ierzy stwierdzi, _ze w tematy
e, kt�orej pra
e te doty
za� panuje 
haos.Posz
zeg�olne zasady waria
yjne podane na przestrzeni ostatni
h pie��
dziesie�
iu latby ly znajdowane przy zastosowaniu szerokiego wa
hlarza metod ad ho
. Jedy-nie Crawford [29℄ w roku 1977 pokaza l, w jaki spos�ob mo_zna otrzyma�
 zasade�waria
yjna� dla element�ow R-ma
ierzy, startuja�
 z bardzo og�olnego funk
jona lu, aRau [47℄ w roku 1983 oraz Ra�seev [35℄ w roku 1985 zauwa_zyli, _ze zasade� waria
yjna�Kohna dla odwrotno�s
i warto�s
i w lasny
h R-ma
ierzy mo_zna wyprowadzi�
, po-s luguja�
 sie� og�olna� pro
edura� konstruk
ji zasad waria
yjny
h przedstawiona� wprzegla�dowej pra
y Gerjuoya, Rau i Spru
ha [48℄. Zar�owno pra
a Crawforda, jaki uwagi Rau oraz Ra�seeva, przesz ly jednak bez e
ha.Cho
ia_z zde
ydowana wie�kszo�s�
 z opublikowany
h doty
h
zas pra
 doty
zy lazastosowa�n metody R-ma
ierzy do badania uk lad�ow opisywany
h r�ownaniemS
hr�odingera, ukaza la sie� tak_ze pewna li
zba artyku l�ow po�swie�
ony
h metodzieR-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a. Ju_z w roku 1948 Goertzel [49℄ uog�olni l wynikiWignera na przypadek rozpraszania relatywisty
znej 
za�stki o spinie 12 . Poniewa_zw reak
ja
h ja�drowy
h za
hodza�
y
h przy niski
h energia
h efekty relatywisty
znenie odgrywaja� zna
za�
ej roli, w kontek�s
ie �zyki zderze�n ja�drowy
h kolejne dwiepra
e po�swie�
one teorii R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a zosta ly opublikowaneprzez Rosenthala [50℄ i Haldersona [51℄ dopiero w drugiej po lowie lat osiemdziesia�-ty
h. Przydatno�s�
 metody R-ma
ierzy w nierelatywisty
znej �zy
e atomowej, atak_ze wzrost zainteresowania efektami relatywisty
znymi towarzysza�
ymi zderze-niom elektron�ow z 
ie� _zkimi atomami i jonami oraz fotojoniza
ji ty
h tar
z, sk loni lyw po lowie lat siedemdziesia�ty
h Changa [52{54℄ do uog�olnienia wynik�ow Burke'a,Hibberta i Robba [10℄ na przypadek wieloelektronowego hamiltonianu Dira
a{Coulomba.1a Napisany przez Changa pakiet program�ow komputerowy
h JJMTRX,implementuja�
y relatywisty
zna� metode� R-ma
ierzy Wignera, jest systematy
znieudoskonalany i wykorzystywany przez Granta, Norringtona i wsp�o lpra
ownik�ow[55{66℄. Na po
za�tku lat dziewie��
dziesia�ty
h Thumm i Nor
ross [67{70℄ opubliko-wali serie� pra
, w kt�ory
h zastosowali relatywisty
zna� metode� R-ma
ierzy Wignerado opisu rozpraszania powolny
h elektron�ow na atoma
h 
ezu. W tym samym
zasie, Hama
her i Hinze [71℄ podali zasade� waria
yjna� dla odwrotno�s
i warto�s
i1a Przygotowuja�
 pra
e [52{54℄, Chang nie zna l artyku lu Goertzela [49℄.
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h relatywisty
znej R-ma
ierzy, analogi
zna� do zasady waria
yjnej Kohna[16℄.U_zyte
zno�s�
 metody R-ma
ierzy wykra
za poza �zyke� kwantowa�, o 
zym�swiad
za� jej zastosowania w akusty
e [72{74℄.W okresie sze�s�
dziesie�
iu lat od 
hwili swojego powstania, metoda R-ma
ierzydo
zeka la sie� kilkunastu obszerny
h om�owie�n i pra
 przegla�dowy
h. Pierwszeznane autorowi om�owienia metody R-ma
ierzy Wignera zawarte sa� w opubliko-wany
h w pierwszej po lowie lat pie��
dziesia�ty
h monogra�a
h Blatta i Weisskopfa[75℄ oraz Sa
hsa [76℄. Bardziej wy
zerpuja�
a prezenta
ja stanu teorii zosta la do-konana przez Blo
ha [77℄ w 
yklu wyk lad�ow wyg loszony
h w CEN{Sa
lay w la-ta
h 1955{56. Materia ly z ty
h wyk lad�ow zosta ly jednak udoste�pnione szerszemugronu �zyk�ow dopiero w roku 1975, po przedrukowaniu i
h w zbiorze pra
 Blo
ha[78℄. W roku 1958 Lane i Thomas [6℄, a wkr�ot
e r�ownie_z Breit [7℄, Brown [79℄ iVogt [8, 80℄, opublikowali obszerne pra
e doty
za�
e teorii R-ma
ierzy Wignera [6{8, 80℄ i Kapura{Peierlsa [79℄ oraz i
h zastosowaniom w �zy
e ja�drowej. W lata
hsze�s�
dziesia�ty
h teoria R-ma
ierzy sta la sie� ju_z na tyle znana, _ze jej om�owienieznalaz lo sie� w po�swie�
onej kwantowej teorii zderze�n ksia�_z
e Wu i Ohmury [81℄,a tak_ze w doty
za�
y
h teorii ja�dra atomowego i reak
ji ja�drowy
h monogra�a
hPrestona [82℄, Lynna [83℄ oraz Mahaux i Weidenm�ullera [84℄. Do pewnego stop-nia przegla�dowy 
harakter mia ly r�ownie_z, opublikowane w drugiej po lowie latsze�s�
dziesia�ty
h, dwie pra
e Lane'a i Robsona [85, 86℄. Zde
ydowana wie�kszo�s�
pra
 przegla�dowy
h opublikowany
h po roku 1970 doty
zy la natomiast zasto-sowa�n metody R-ma
ierzy w teorii zderze�n elektron�ow z atomami i 
za�ste
zkami[28, 87{109℄. Zna
zna 
ze��s�
 z ty
h publika
ji wysz la spod pi�ora Burke'a i jegowsp�o lpra
ownik�ow [87{89, 93, 96{99, 102, 107, 109℄. Z pra
 nie po�swie�
ony
hzderzeniom elektronowym, wspomnie�
 nale_zy, opublikowany w roku 1983, ob-szerny artyku l Barretta, Robsona i Tobo
mana [110℄, prezentuja�
y poste�p, jakidokona l sie� w zakresie rozwoju i zastosowa�n metody R-ma
ierzy w �zy
e zderze�nja�drowy
h w okresie po opublikowaniu pra
 [6, 7℄, a tak_ze publika
je� Greena [111℄oraz stosunkowo niedawny artyku l przegla�dowy Aymar, Greene'a i Lu
-Koenig [36℄omawiaja�
e zastosowania waria
yjnej metody R-ma
ierzy do opisu fotoabsorp
ji ifotojoniza
ji atom�ow. Dyskusji teorii R-ma
ierzy dla rozpraszania poten
jalnegopo�swie�
ony jest tak_ze jeden z podrozdzia l�ow wydanej niedawno ksia�_zki Burke'a iJoa
haina [112℄.Powy_zsza� liste� uzupe lni�
 nale_zy o ksia�_zke� Atomi
 and Mole
ular Pro
esses:an R-matrix Approa
h [113℄, wydana� w roku 1993 pod redak
ja� Burke'a i Ber-ringtona. Zawiera ona kr�otka� prezenta
je� teorii R-ma
ierzy i jej zastosowa�n w �-zy
e atomowej, om�owienie program�ow komputerowy
h implementuja�
y
h metode�,przedruk 27 najistotniejszy
h artyku l�ow oraz bibliogra�e� obejmuja�
a� lata 1938{93i wymieniaja�
a� 547 pozy
ji.Biora�
 pod uwage� popularno�s�
 i prakty
zne zna
zenie metody R-ma
ierzy, zado pewnego stopnia zaskakuja�
y nale_zy uzna�
 fakt, _ze pr�o
z wspomniany
h ksia� _zekWu i Ohmury [81℄ oraz Burke'a i Joa
haina [112℄, po�swie�
one kwantowej teoriizderze�n klasy
zne dzie la Goldbergera i Watsona [114℄, Joa
haina [115℄ 
zy Newtona[116℄, a tak_ze ksia�_zki Rodberga i Thallera [117℄ oraz Sitenki [118℄, poza 
o najwy_zej
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aja� metodzie uwagi.Na ile autorowi wiadomo, jedynymi publika
jami doste�pnymi do tej pory wje�zyku polskim i omawiaja�
ymi podstawy metody R-ma
ierzy sa� t luma
zeniaksia�_zek Sa
hsa [76℄ i Dawydowa [119℄.Olbrzymia li
zba pra
, zar�owno oryginalny
h, jak i przegla�dowy
h, doty
za�-
y
h teorii R-ma
ierzy i jej zastosowa�n mog laby sugerowa�
, i_z metoda ta jest ju_zdobrze opra
owana pod wzgle�dem matematy
znym i _ze wszelkie pr�oby u�s
i�sleniajej, 
zy te_z sformalizowania, be�da� nale_za ly do kategorii zada�n 
zysto matema-ty
zny
h, nie posiadaja�
y
h powa_zniejszy
h konsekwen
ji dla zastosowa�n teorii wprakty
e. Rudolf Peierls, wsp�o ltw�or
a metody R-ma
ierzy, da l wyraz przekonaniuo tym pisza�
 w roku 1991 w swojej ksia�_z
e More Surprises in Theoreti
al Physi
s[120℄: \: : : approa
hes : : : by Kapur and Peierls (1938) : : : and by Wigner andEisenbud (1947) : : : bring no parti
ular surprises". Zdanie Peierlsa wydaje sie�podziela�
 zde
ydowana wie�kszo�s�
 �zyk�ow stosuja�
y
h metode� R-ma
ierzy.W kontek�s
ie tytu lu ksia� _zki Peierlsa oraz roli, jaka� odegra l jej autor w stwo-rzeniu i rozwoju metody R-ma
ierzy, za ironie� losu nale_zy uzna�
 fakt, _ze metodakry la jednak w sobie niespodzianke�. Pierwsza� wskaz�owke�, _ze sformu lowanie me-tody R-ma
ierzy nie jest dopra
owane pod wzgle�dem matematy
znym zawiera lawspomniana ju_z pra
a Rosenthala [50℄ z roku 1987. Jej autor zwr�o
i l uwage�,_ze podane przez Goertzela [49℄ relatywisty
zne uog�olnienie metody R-ma
ierzyWignera musi zawiera�
 b la�d, gdy_z jest wewne�trznie sprze
zne. Rosenthal zaryzy-kowa l stwierdzenie, _ze nie jest w og�ole mo_zliwe sformu lowanie metody R-ma
ierzyWignera dla r�ownania Dira
a. Nie odwo luja�
 sie� jawnie do pra
y Rosenthala, zteza� ta� w roku 1988 polemizowa l Halderson [51℄. Jego rozwa_zania by ly jednaknie�s
is le, miejs
ami wre�
z niepoprawne, nie stanowi ly wie�
 dowodu mo_zliwo�s
isformu lowania metody R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a.Zawarta� w publika
ji Rosenthala [50℄ krytyke� artyku lu Goertzela [49℄ mo_znaw jednakowym stopniu odnie�s�
 do pra
y Changa [52℄, gdy_z wyniki zawarte wpra
a
h [49, 52℄ sa� podobne. Artyku l Rosenthala nie zosta l jednak zauwa_zonyw �srodowisku �zyk�ow zajmuja�
y
h sie� zastosowaniami relatywisty
znej metodyR-ma
ierzy w �zy
e atomowej.W roku 1994 autor rozprawy rozpo
za� l pra
e maja�
e doprowadzi�
 do powsta-nia pakietu program�ow komputerowy
h BEATRIX implementuja�
y
h, sformu lowana�w
ze�sniej przez Hama
hera i Hinzego [71℄, relatywisty
zna� waria
yjna� metode�R-ma
ierzy. Pakiet BEATRIX ma s lu_zy�
 jako narze�dzie do przeprowadzania nu-mery
zny
h obli
ze�n wielko�s
i 
harakteryzuja�
y
h pro
esy towarzysza�
e zderze-niom powolny
h elektron�ow z 
ie� _zkimi atomami i jonami atomowymi. Nie znaja�
pra
y Rosenthala [50℄ i be�da�
 pod wra_zeniem artyku l�ow przegla�dowy
h [6, 7, 89℄oraz ksia�_zki [113℄, autor nie spodziewa l sie� napotka�
 na jakiekolwiek trudno�s
imatematy
zne w trak
ie planowany
h pra
. Jednak_ze ju_z wste�pna analiza ar-tyku l�ow Goertzela [49℄ i Changa [52℄ ujawni la istnienie tej samej wewne�trznejsprze
zno�s
i zamiesz
zony
h w ni
h wynik�ow, na kt�ora� w przypadku pra
y Go-ertzela zwr�o
i l w
ze�sniej uwage� Rosenthal. Kieruja�
 sie� przekonaniem, _ze przy-
zyna sprze
zno�s
i musi le_ze�
 w b le�dzie pope lnionym niezale_znie przez Goertzelai przez Changa, nie za�s w niemo_zliwo�s
i sformu lowania metody R-ma
ierzy Wi-
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a, autor podja� l sz
zeg�o lowe studia nad metoda�. Pra
ete zosta ly uwie�n
zone 
ze��s
iowym suk
esem | w roku 1995 autorowi uda lo sie�zidenty�kowa�
 b la�d pope lniony przez Goertzela i Changa oraz przedstawi�
 ma-tematy
znie poprawne sformu lowanie metody R-ma
ierzy Wignera dla r�ownaniaDira
a w przypadku obje�to�s
i reak
ji o symetrii kulistej. Prezenta
ji otrzymany
hwynik�ow po�swie�
one by ly dwa artyku ly [121, 122℄, napisane wsp�olnie z ProfesoremJ�urgenem Hinze z Uniwersytetu w Bielefeld (Niem
y). Pra
e te pozostawia ly jed-nak w dalszym 
ia�gu otwarta� kwestie� sformu lowania metody R-ma
ierzy Wigneradla r�ownania Dira
a w przypadku obje�to�s
i reak
ji o dowolnym kszta l
ie.Kryty
zna analiza tre�s
i najwa_zniejszy
h pra
 po�swie�
ony
h metodzie R-ma-
ierzy oraz przekonania autora odno�snie kryteri�ow, jakie powinny spe lnia�
 metodystosowane w �zy
e teorety
znej, doprowadzi ly go do wniosku, _ze uporza�dkowanieteorii, warunkuja�
e jej dalszy rozw�oj, nie be�dzie mo_zliwe bez uprzedniego prze-formu lowania jej podstaw. Wskaz�owki, 
o do kierunku, w kt�orym powinna po-ste�powa�
 uni�ka
ja, zawiera ly dwie pra
e Nesbeta [23, 24℄ opublikowane w lata
hosiemdziesia�ty
h. I
h autor zwr�o
i l uwage�, _ze skoro (dla poten
ja l�ow lokalny
h)r�ownanie S
hr�odingera w przestrzeni kon�gura
yjnej jest r�ownaniem r�o_zni
zko-wym 
za�stkowym, R-ma
ierz nale_za loby zasta�pi�
 operatorem 
a lkowym zde�nio-wanym na zbiorze funk
ji okre�slony
h na powierz
hni reak
ji. Przej�s
ie od teoriioperatorowej do teorii ma
ierzowej wymaga jedynie wyboru bazy na powierz
hnireak
ji oraz obli
zenia w tej bazie element�ow ma
ierzowy
h odpowiedni
h ope-rator�ow. Sformu lowanie operatorowe ma te� przewage� nad ma
ierzowym, i_z jestniezale_zne od wyboru bazy i od kszta ltu powierz
hni reak
ji.Zadaniem, kt�ore w zaistnia lej sytua
ji autor rozprawy postawi l sobie za 
el,by lo sformu lowanie metody R-ma
ierzy dla rozpraszania poten
jalnego w je�zykuteorii operator�ow 
a lkowy
h, a naste�pnie wykorzystanie tego sformu lowania douporza�dkowania i uzupe lnienia metody. Wyniki otrzymane pod
zas realiza
ji tegozadania zosta ly opublikowane w trze
h artyku la
h [123{125℄. Operatorowe sfor-mu lowanie metody R-ma
ierzy Wignera dla r�owna�n S
hr�odingera i Dira
a dlaobje�to�s
i reak
ji o dowolnym kszta l
ie zaprezentowano w 
hronologi
znie ostatniejpra
y [125℄. Pra
a ta zamyka 
ykl, w sk lad kt�orego w
hodza� tak_ze w
ze�sniejszeartyku ly [121, 122℄. Publika
je [123, 124℄ sa� natomiast po�swie�
one zastosowaniuoperatorowego sformu lowania teorii R-ma
ierzy, w po la�
zeniu z jednolita� metoda�konstruk
ji zasad waria
yjny
h opisana� przez Gerjuoya, Rau i Spru
ha [48℄ (patrzr�ownie_z [126, 127℄), do wyprowadzenia sze�s
iu (w tym dw�o
h nowy
h) zasadwaria
yjny
h zwia�zany
h z metoda� R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingera orazdziesie�
iu (w tym dziewie�
iu nowy
h) zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z metoda� R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a, a tak_ze wykorzystaniu w ty
h zasada
h liniowy
hfunk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza, niezwykle popularny
h w �zy
e teorety
z-nej, 
hemii kwantowej oraz te
hni
zny
h zastosowania
h matematyki.Rozprawa oparta jest w du_zym stopniu na serii wymieniony
h wy_zej pra
 au-tora [121{125℄, nie stanowi jednak_ze tylko kompila
ji i
h zawarto�s
i. Cze��s�
 wy-nik�ow prezentowany
h w rozprawie zosta la otrzymana pod
zas jej przygotowywa-nia i nie by la do tej pory publikowana. Doty
zy to w sz
zeg�olno�s
i tre�s
i pod-rozdzia l�ow 3.2, 5.2 i 6.2, fragment�ow podrozdzia l�ow 3.3, 5.1, 5.4 i 6.1 oraz du_zej
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ze��s
i podrozdzia lu 6.3.W rozprawie mo_zna wyr�o_zni�
 trzy zasadni
ze 
ze��s
i. Cze��s�
 pierwsza obejmujerozdzia ly 2 i 3 po�swie�
one metodzie R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingera. Wrozdziale 2 pokazano zwia�zek R-ma
ierzy Rb(E; �) z ma
ierza� zderzeniowa� U(E)dla przypadku rozpraszania na poten
jale znikaja�
ym poza kula� o sko�n
zonympromieniu �. Rozdzia l 3 po�swie�
ony jest og�olnej teorii R-ma
ierzy dla r�ownaniaS
hr�odingera, sformu lowanej w je�zyku teorii operator�ow 
a lkowy
h dla sko�n
zonejobje�to�s
i o dowolnym kszta l
ie. W podrozdziale 3.1 zde�niowano i om�owionow lasno�s
i operatora po
hodnej logarytmi
znej B̂(E), odwrotnego do niego opera-tora R̂(E) oraz operatora R̂b̂(E) odwrotnego do operatora B̂(E) � b̂(E), gdzieb̂(E) jest dowolnym operatorem hermitowskim. Przedyskutowano zagadnieniaw lasne dla operator�ow B̂(E) i R̂(E), znaleziono rozwinie�
ia spektralne i
h ja�der
a lkowy
h, a tak_ze om�owiono zwia�zek pomie�dzy operatorowym i ma
ierzowymsformu lowaniem teorii R-ma
ierzy, pokazuja�
, _ze R-ma
ierz jest reprezenta
ja� ope-ratora R̂b̂(E) w ortogonalnej bazie funk
ji okre�slony
h na powierz
hni reak
ji.Podrozdzia l 3.2 omawia zwia�zki pomie�dzy ja�drami 
a lkowymi operator�ow R̂b̂(E)i B̂(E) oraz funk
jami Greena pewny
h zagadnie�n brzegowy
h. W naste�pnym pod-rozdziale przedstawiono zastosowanie metody Kapura{Peierlsa{Wignera do skon-struowania ja�dra 
a lkowego operatora R̂b̂(E). Ko�n
za�
y te� 
ze��s�
 rozprawy pod-rozdzia l 3.4 po�swie�
ony jest systematy
znej konstruk
ji zasad waria
yjny
h dlawarto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E) i R̂(E), dla element�ow ma
ierzowy
h opera-tor�ow B̂(E) i R̂b̂(E) oraz dla odwrotno�s
i ty
h element�ow.Druga 
ze��s�
 pra
y sk lada sie� z rozdzia l�ow 4 i 5, prezentuja�
y
h metode� R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a. Jej struktura jest podobna do struktury 
ze��s
ipierwszej. Rozdzia l 4 wprowadza dwie R-ma
ierze R(�)b (E; �) i omawia i
h zwia�zekz ma
ierza� rozpraszania U(E) dla relatywisty
znego odpowiednika przypadku dys-kutowanego w rozdziale 2. Rozdzia l 5 prezentuje og�olna� operatorowa� teorie� R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a dla dowolnej sko�n
zonej obje�to�s
i reak
ji. Podroz-dzia l 5.1 zawiera de�ni
je oraz dyskusje� w lasno�s
i operator�ow B̂(�)(E), R̂(�)(E)i R̂(�)b̂ (E), be�da�
y
h odpowiednikami operator�ow B̂(E), R̂(E) oraz R̂b̂(E) wy-ste�puja�
y
h w teorii nierelatywisty
znej. W sz
zeg�olno�s
i, om�owiono zagadnieniaw lasne dla operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E) oraz skonstruowano rozwinie�
ia spek-tralne i
h ja�der 
a lkowy
h. Przedyskutowano te_z zwia�zek pomie�dzy operatorowymsformu lowaniem metody a sz
zeg�olnym przypadkiem ma
ierzowym rozwa_zonymw rozdziale 4. W podrozdziale 5.2 pokazano, _ze ja�dra operator�ow B̂(�)(E) iR̂(�)b̂ (E) sa� blisko zwia�zane z ma
ierzami Greena pewny
h zagadnie�n brzegowy
hdla r�ownania Dira
a. Kolejny podrozdzia l po�swie�
ono dyskusji grani
y nierela-tywisty
znej g l�owny
h wynik�ow otrzymany
h w podrozdziale 5.1. Celem pod-rozdzia lu 5.4 jest przedstawienie metody konstruk
ji operatora R̂(�)b̂ (E), be�da�
ejuog�olnieniem metody Kapura{Peierlsa{Wignera stosowanej w teorii nierelatywi-sty
znej, a podrozdzia l 5.5 zawiera sz
zeg�o lowe om�owienie metod konstruk
ji zasadwaria
yjny
h dla warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E), dla element�owma
ierzowy
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) oraz dla odwrotno�s
i ty
h element�ow.Cze��s�
 trze
ia� rozprawy stanowi rozdzia l 6, w kt�orym pokazano, w jaki spos�ob
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 liniowe funk
je pr�obne typu Rayleigha{Ritza w zasada
h waria
yj-ny
h skonstruowany
h w podrozdzia la
h 3.4 i 5.5, w 
elu aproksymowania warto�s
iw lasny
h operator�ow B̂(E), R̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)(E), element�ow ma
ierzowy
hoperator�ow B̂(E), R̂b̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E), a tak_ze ja�der 
a lkowy
h ty
h opera-tor�ow.Rozprawe� ko�n
zy rozdzia l 7, zawieraja�
y podsumowanie przedstawiony
h wniej wynik�ow, oraz naste�puja�
e po nim 
ztery uzupe lnienia.Zanim Czytelnik zapozna sie� sz
zeg�o lowo z tre�s
ia� rozprawy, autor 
zuje sie�zobowia�zany do wyja�snienia, _ze, w zamierzeniu, poziom �s
is lo�s
i matematy
znejzawarty
h w rozprawie rozwa_za�n odpowiada standardowi narzu
onemu przez kla-sy
zne dzie lo Morse'a i Feshba
ha Methods of Theoreti
al Physi
s [128℄.



Rozdzia l 2NIERELATYWISTYCZNE ROZPRASZANIEPOTENCJALNE. R-MACIERZ Rb(E;�) I JEJ ZWIA�ZEKZ MACIERZA� ROZPRASZANIA U(E)Rozwa_zmy sta
jonarny pro
es, w kt�orym nierelatywisty
zne bezspinowe 
za�stkio masiem i energiiE > 0 ulegaja� spre� _zystemu rozproszeniu w polu si ly o poten
jaleV̂ . Pro
es mo_zna opisa�
 niezale_znym od 
zasu r�ownaniem S
hr�odingera[Ĥ �E℄	(E; r) = 0; (2.1)w kt�orym 	(E; r) jest funk
ja� falowa� 
za�stki, za�s Ĥ jest hamiltonianem S
hr�odin-gera Ĥ = � �h22mr2 + V̂ : (2.2)Be�dziemy zak ladali, _ze operator poten
ja lu V̂ mo_ze by�
 nielokalny i _ze jest hermi-towski, to zna
zy jego ja�dro 
a lkowe V (r; r0) posiada w lasno�s�
V (r; r0) = V �(r0; r): (2.3)Podzielmy przestrze�n �zy
zna� na dwie 
ze��s
i rozgrani
zone �k
yjna� powierz
hnia�sfery
zna� S� o promieniu � i �srodku w punk
ie O, stanowia�
ym po
za�tek sfery
z-nego uk ladu wsp�o lrze�dny
h (r; �; '). Kule� oto
zona� sfera� S� ozna
zymy przez V�.W dalszym 
ia�gu rozwa_za�n ograni
zymy sie� do rozpatrywania tylko taki
h ja�derV (r; r0), kt�ore mo_zna przedstawi�
 w posta
iV (r; r0) = V (r; r0)�V�(r)�V�(r0); (2.4)gdzie �V�(r) ozna
za tr�ojwymiarowa� funk
je� Heaviside'a zde�niowana� przez�V�(r) = � 1 dla r 2 V�0 dla r 2 R3 n V�: (2.5)Za lo_zenie (2.4) odno�snie posta
i dopusz
zalny
h poten
ja l�ow V̂ implikuje, _zeV̂	(E; r) = �V�(r) wV� d3r0 V (r; r0)	(E; r0): (2.6)Oddzia lywanie 
za�stki z polem jest wie�
 ograni
zone do obje�to�s
i V�, a w obszarzepo lo_zonym na zewna�trz V� 
za�stka jest swobodna.Rozpatrzmy teraz r�ownanie S
hr�odingera (2.1) \ob
ie�te" do obszaru R3 n V��� �h22mr2 �E��(E; r) = 0 (r 2 R3 n V�): (2.7)



14 2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ...R�ownanie (2.7) ma rozwia�zania sz
zeg�olne posta
i2a�inlml(E; r) = 1pv 1r P inl (E; r) ilYlml(r̂) (r 2 R3 n V�); (2.8)�outlml(E; r) = 1pv 1r P outl (E; r) ilYlml(r̂) (r 2 R3 n V�); (2.9)gdzie r̂ = r=r, v = r2Em (2.10)jest pre�dko�s
ia� 
za�stki w obszarze R3 n V�, funk
je fYlml(r̂)g, z indeksami l orazml moga�
ymi przyjmowa�
 odpowiednio warto�s
i l = 0; 1; 2; : : : oraz ml = �l;�l + 1; : : : ;+l, sa� znormalizowanymi harmonikami sfery
znymi zde�niowanymizgodnie z konwen
ja� fazowa� Condona i Shortleya [130, 131℄, natomiast funk
jefP in/outl (E; r)g sa� rozwia�zaniami radialnego r�ownania S
hr�odingera�� �h22m d2dr2 + �h22m l(l + 1)r2 �E�P in/outl (E; r) = 0 (r � �) (2.11)o posta
ia
h asymptoty
zny
hP inl (E; r) r!1�! exp ��i(kr � 12�l)� ; (2.12)P outl (E; r) r!1�! exp �+i(kr � 12�l)� ; (2.13)gdzie k = r2mE�h2 : (2.14)Z r�owna�n (2.11){(2.13) wynika, _ze funk
je fP inl (E; r)g i fP outl (E; r)g sa� wzajemniesprze� _zone �P in/outl (E; r)�� = P out/inl (E; r): (2.15)Poniewa_z wyzna
znik Wro�nskiego rozwia�za�n radialnego r�ownania S
hr�odingera(2.11) nie zale_zy od r, z posta
i asymptoty
zny
h funk
ji fP in/outl (E; r)g otrzy-mujemyW �P inl (E; r);P outl (E; r)�� P inl (E; r)dP outl (E; r)dr � P outl (E; r)dP inl (E; r)dr = 2ik: (2.16)2a Czynnik fazowy il wyodre�bnili�smy, gdy_z funk
ja ilYlml(r̂) posiada po_za�dana� w lasno�s�
transforma
yjna� ze wzgle�du na odwr�o
enie 
zasuT̂ [ilYlml (r̂)℄ = (�)l�ml [ilYl;�ml (r̂)℄ (2a.i)(T̂ | operator odwr�o
enia 
zasu, kt�ory w przypadku funk
ji skalarny
h jest operatoremsprze� _zenia zespolonego, T̂ = K̂). Korzy�s
i wynikaja�
e ze stosowania funk
ji w lasny
h opera-tor�ow momentu pe�du o taki
h w lasno�s
ia
h transforma
yjny
h omawia Huby [129℄.



2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ... 15Funk
je fP in/outl (E; r)g sa� w prosty spos�ob zwia�zane ze sfery
znymi funk
jamiRi

ati{Hankela [132, 133℄P inl (E; r) = �iĥ(2)l (kr); P outl (E; r) = +iĥ(1)l (kr): (2.17)Czynnik 1=pv pojawiaja�
y sie� w de�ni
ja
h (2.8) i (2.9) zapewnia, _ze funk-
je f�in/outlml (E; r)g sa� unormowane do jednostkowego pra�du prawdopodobie�nstwaprze
hodza�
ego przez dowolna� powierz
hnie� zamknie�ta� ota
zaja�
a� kule� V�. Rze-
zywi�s
ie, korzystaja�
 z de�ni
ji wektora ge�sto�s
i pra�du prawdopodobie�nstwaj(E; r) = �h2im���(E; r)r�(E; r)� �(E; r)r��(E; r)� (2.18)oraz z de�ni
ji funk
ji f�in/outlml (E; r)g, mamyr̂ � j in/outlml (E; r) = �h2imv jYlml(r̂)j2W �r�1P out/inl (E; r); r�1P in/outl (E; r)�; (2.19)ska�d, po uwzgle�dnieniu r�ownania (2.16), otrzymujemyr̂ � jinlml(E; r) = � 1r2 jYlml(r̂)j2; r̂ � joutlml(E; r) = + 1r2 jYlml(r̂)j2: (2.20)W konsekwen
ji, dla 
a lkowity
h pra�d�ow prawdopodobie�nstwa odpowiadaja�
y
hfunk
jom f�in/outlml (E; r)g i przep lywaja�
y
h przez sfere� o �srodku w po
za�tku uk la-du wsp�o lrze�dny
h i o promieniu r � � dostajemyJ inlml(E; r) = w4� d2r̂ r2r̂ � jinlml(E; r) = �1; (2.21)Joutlml(E; r) = w4� d2r̂ r2r̂ � joutlml(E; r) = +1: (2.22)Biora�
 za punkt wyj�s
ia r�ownanie S
hr�odingera (2.7), w standardowy spos�obmo_zna pokaza�
, _ze div jin/outlml (E; r) = 0: (2.23)Ca lkuja�
 to r�ownanie po obje�to�s
i ograni
zonej z jednej strony sfera� o �srodkuw po
za�tku uk ladu wsp�o lrze�dny
h i o promieniu r � �, z drugiej za�s dowolna�inna� powierz
hnia� ota
zaja�
a� obszar V�, po zastosowaniu twierdzenia 
a lkowegoGaussa oraz po uwzgle�dnieniu r�owna�n (2.21) i (2.22) otrzymujemy, _ze 
a lkowitypra�d prze
hodza�
y przez dowolna� powierz
hnie� zamknie�ta� ota
zaja�
a� obszar V�jest r�owny �1 w przypadku funk
ji f�inlml(E; r)g oraz +1 w przypadku funk
jif�outlml(E; r)g.Cho
ia_z funk
je f�inlml(E; r)g oraz f�outlml(E; r)g sa� rozwia�zaniami sz
zeg�olnymi\ob
ie�tego" r�ownania S
hr�odingera (2.7), w og�olno�s
i nie sa� one rozwia�zaniamisz
zeg�olnymi \pe lnego" r�ownania S
hr�odingera (2.1) w obszarze R3 n V�, gdy_z nasferze S� nie da sie� zszy�
 i
h w g ladki spos�ob z rozwia�zaniami r�ownania (2.1) w



16 2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ...obszarze V�. Rozwia�zaniami sz
zeg�olnymi r�ownania (2.1) w obszarze R3 n V� sa�natomiast naste�puja�
e kombina
je liniowe funk
ji f�inlml(E; r)g i f�outlml(E; r)g	inlml(E; r) = �inlml(E; r)�Xl0m0l �outl0m0l(E; r)U inl0m0l;lml(E) (r 2 R3 n V�); (2.24)	outlml(E; r) = �outlml(E; r)�Xl0m0l �inl0m0l(E; r)Uoutl0m0l;lml(E) (r 2 R3 n V�); (2.25)z zespolonymi wsp�o l
zynnikami fU inlml;l0m0l(E)g oraz fUoutlml;l0m0l(E)g zale_znymi odkonkretnej posta
i ja�dra 
a lkowego V (r; r0), to zna
zy od 
harakteru oddzia lywa-nia pomie�dzy 
za�stka� a polem rozpraszaja�
ym w obszarze V�. Dowolne rozwia�zanie	(E; r) r�ownania S
hr�odingera (2.1) w obszarze zewne�trznym mo_zna przedstawi�
w posta
i kombina
ji liniowy
h	(E; r) =Xlml ainlml(E)	inlml(E; r) (r 2 R3 n V�); (2.26)	(E; r) =Xlml aoutlml(E)	outlml(E; r) (r 2 R3 n V�); (2.27)ze wsp�o l
zynnikami fain/outlml (E)g zale_znymi od pro
esu �zy
znego, kt�ory 
h
emyopisa�
 za pomo
a� funk
ji falowej 	(E; r). Wsp�o l
zynniki fU in/outlml;l0m0l(E)g de�niuja�ma
ierze kwadratowe Uin/out(E), natomiast wsp�o l
zynniki fain/outlml (E)g de�niuja�ma
ierze jednokolumnowe ain/out(E). Korzystaja�
 z r�owna�n (2.24){(2.27), mo_zna latwo pokaza�
, _ze ma
ierze Uin(E) i Uout(E) sa� wzajemnie odwrotne,Uout(E) = �Uin(E)��1; (2.28)za�s ma
ierze ain(E) i aout(E) sa� zwia�zane rela
ja�aout(E) = �Uin(E)ain(E): (2.29)We wste�pie do tego rozdzia lu za lo_zyli�smy, _ze interesowa�
 nas be�dzie pro
es roz-praszania. W pro
esie tego typu na po
za�tku mamy 
za�stki w dobrze okre�slonymstanie, za�s informa
je� o stana
h 
za�stek po rozproszeniu 
h
emy dopiero uzy-ska�
, analizuja�
 rozwia�zania r�ownania (2.1). Ozna
za to, _ze w opisie teorety
z-nym wsp�o l
zynniki fainlml(E)g mo_zemy uwa_za�
 za zadane, poszukiwa�
 za�s nale_zywsp�o l
zynnik�ow faoutlml(E)g lub te_z, r�ownowa_znie, ma
ierzy Uin(E).Dla przejrzysto�s
i nota
ji be�dziemy od tej pory opusz
zali indeks \in" przywsp�o l
zynnika
hfU inlml;l0m0l(E)g oraz fainlml(E)gUlml;l0m0l(E) � U inlml;l0m0l(E); alml(E) � ainlml(E): (2.30)



2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ... 17Zesp�o l wsp�o l
zynnik�ow fUlml;l0m0l(E)g de�niuje zale_zna� od energii ma
ierz rozpra-szania U(E), w kt�orej zawiera sie� 
a la informa
ja o przebiegu pro
esu zderzenia.2bZnajomo�s�
 ma
ierzy rozpraszania pozwala, mie�dzy innymi, na znalezienie r�o_zni
z-kowego (�dif(E; k̂; r̂)) i 
a lkowitego (�tot(E)) przekroju 
zynnego dla pro
esu, wkt�orym po
za�tkowo r�ownoleg la wia�zka 
za�stek o wektorze falowym k ulega roz-proszeniu w polu V̂ [115℄�dif(E; k̂; r̂) = 4�2k2 ���� Xlml;l0m0l Ylml(r̂)�Æll0Æmlm0l � Ulml;l0m0l(E)�Y �l0m0l(k̂)����2; (2.31)�tot(E) = �k2 Xlml;l0m0l ��Æll0Æmlm0l � Ulml;l0m0l(E)��2: (2.32)Wprowadzimy teraz szereg ozna
ze�n, kt�ore w dalszym 
ia�gu rozwa_za�n pozwola�nam upro�s
i�
 nota
je�. Nie
h symbol 
 ozna
za pare� indeks�ow (l;ml). Uwzgle�-dniaja�
 de�ni
je� (2.24) oraz ozna
zaja�
Æ

0 = Æll0Æmlm0l ; (2.33)mo_zemy przepisa�
 r�ownanie (2.26) w posta
i	(E; r) = X

0 ��in
 (E; r)Æ

0 � �out
 (E; r)U

0(E)� a
0(E) (r 2 R3 n V�):(2.34)Nie
h dalej �T (r) be�dzie ma
ierza� jednowierszowa� z wyrazami�
(r) = 1r ilYlml(r̂) (2.35)i nie
h P(E; r) oraz D(E; r) be�da� ma
ierzami jednokolumnowymi z elementamiP
(E; r) = w4� d2r̂ r2� �
 (r)	(E; r) (r � �); (2.36)D
(E; r) = w4� d2r̂ r2� �
 (r)r̂ �r	(E; r) (r � �): (2.37)W�ow
zas funk
je� 	(E; r) oraz jej po
hodna� radialna� mo_zemy zapisa�
 jako	(E; r) = �T (r)P(E; r) (r 2 R3 n V�); (2.38)r̂ �r	(E; r) = �T (r)D(E; r) (r 2 R3 n V�): (2.39)Zde�niujemy tak_ze diagonalne ma
ierze kwadratowe Pin(E; r) i Pout(E; r) z ele-mentami fP in/out

0 (E; r) = P in/outl (E; r)Æll0Æmlm0lg, diagonalne ma
ierze kwadra-towe Din(E; r) i Dout(E; r) z elementamiDin/out

0 (E; r) = rd�r�1P in/outl (E; r)�dr Æll0Æmlm0l (2.40)2b Pr�o
z terminu ma
ierz rozpraszania zamiennie u_zywa sie� okre�slenia ma
ierz zderzeniowa[76℄, a zamiast ozna
zenia U(E) 
ze�sto stosuje sie� te_z ozna
zenie S(E).



18 2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ...oraz ma
ierz jednokolumnowa� a(E) z elementami fa
(E) = alml(E)g. W nota
jima
ierzowej r�ownanie (2.34) przyjmuje posta�
	(E; r) = �T (r)�Pin(E; r) � Pout(E; r)U(E)�a(E) (r 2 R3 n V�); (2.41)za�s r�ownanie dla po
hodnej radialnej funk
ji 	(E; r) ma posta�
r̂ �r	(E; r) = �T (r)�Din(E; r)�Dout(E; r)U(E)�a(E) (r 2 R3 nV�): (2.42)Ze wzor�ow (2.38), (2.39), (2.41) oraz (2.42) wynika, _zeP(E; r) = �Pin(E; r)� Pout(E; r)U(E)�a(E); (2.43)D(E; r) = �Din(E; r) � Dout(E; r)U(E)�a(E): (2.44)R�ownania (2.38), (2.39) oraz (2.41){(2.44) sa� s luszne w sz
zeg�olno�s
i na sferze S�.Za l�o_zmy teraz, _ze istnieje taka ma
ierz kwadratowa Rb(E; �), _ze dla dowolnegorozwia�zania 	(E; r) r�ownania S
hr�odingera (2.1) na powierz
hni S� za
hodziP(E; �) = Rb(E; �)�D(E; �)� b(E)P(E; �)�; (2.45)gdzie b(E) jest dana� ma
ierza� kwadratowa�, kt�ora w sz
zeg�olno�s
i mo_ze by�
 oso-bliwa lub r�owna zero. Ma
ierz Rb(E; �) nosi nazwe� R-ma
ierzy dla r�ownaniaS
hr�odingera (2.1).2
 R-ma
ierze odpowiadaja�
e r�o_znym ma
ierzom b(E) sa� zesoba� powia�zane. Z de�ni
ji (2.45) wynika bowiem, _ze dla dw�o
h dowolny
h ma
ie-rzy b(E) i b0(E) oraz odpowiadaja�
y
h im R-ma
ierzy Rb(E; �) i Rb0(E; �) za
hodziP(E; �) = �I+ Rb(E; �)b(E)��1Rb(E; �)D(E; �); (2.46)P(E; �) = �I+ Rb0(E; �)b0(E)��1Rb0(E; �)D(E; �): (2.47)(Tutaj i dalej I ozna
za ma
ierz jednostkowa� z wyrazami fIij = Æijg.) R�ownania(2.46) i (2.47) implikuja��I+ Rb(E; �)b(E)��1Rb(E; �) = �I+ Rb0(E; �)b0(E)��1Rb0(E; �); (2.48)ska�d, po prosty
h przekszta l
enia
h, otrzymujemyR�1b (E; �) + b(E) = R�1(E; �) = R�1b0 (E; �) + b0(E); (2.49)gdzie przez R(E; �) ozna
zyli�smy R-ma
ierz dla przypadku b(E) = 0.Ma
ierze Rb(E; �) posiadaja� naste�puja�
a� w lasno�s�
 symetriiRyb(E; �) = Rby(E; �); (2.50)z kt�orej wynika w sz
zeg�olno�s
i, _ze R-ma
ierze odpowiadaja�
e hermitowskim ma-
ierzom b(E) sa� hermitowskie. Dow�od w lasno�s
i (2.50) za
zniemy od wykazania2
 �S
i�sle rze
z biora�
, pe lna nazwa ma
ierzy Rb(E; �) jest naste�puja�
a: R-ma
ierz w bazief�
 (�)g, na powierz
hni S�, dla r�ownania S
hr�odingera (2.1) i dla ma
ierzy b(E).



2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ... 19hermitowsko�s
i ma
ierzy R(E; �). Nasze rozumowanie oprzemy na fak
ie, _ze, zewzgle�du na sta
jonarno�s�
 rozwa_zanego pro
esu oraz hermitowsko�s�
 operatora po-ten
ja lu V̂ , 
a lkowity pra�d prawdopodobie�nstwa odpowiadaja�
y funk
ji 	(E; r) iprze
hodza�
y przez powierz
hnie� S� jest r�owny zero�hm w4� d2r̂ r2 Im �	�(E; r)r̂ �r	(E; r)����r=� = 0: (2.51)Podstawiaja�
 do wzoru (2.51) rela
je (2.38) oraz (2.39) i wykorzystuja�
 ortonor-malno�s�
 funk
ji f�
(�)g na powierz
hni S�, otrzymujemyImP y(E; �)D(E; �) = 0; (2.52)ska�d, po uwzgle�dnieniu de�ni
ji ma
ierzy R(E; �), wynika, _zeImP y(E; �)R�1(E; �)P(E; �) = 0: (2.53)R�ownanie (2.53) jest o
zywi�s
ie r�ownowa_zne rela
jiP y(E; �)hR�1(E; �)� �R�1(E; �)�yiP(E; �) = 0: (2.54)Poniewa_z ostatnie r�ownanie jest spe lnione dla ka_zdej ma
ierzy P(E; �), wniosku-jemy, _ze ma
ierz R�1(E; �)��R�1(E; �)�y musi by�
 ma
ierza� zerowa�. Implikuje to,_ze ma
ierz R�1(E; �) (a w konsekwen
ji tak_ze ma
ierz R(E; �)) jest hermitowska.Korzystaja�
 z tego rezultatu oraz z r�ownania (2.49), mamyR�1by (E; �) + by(E) = R�1(E; �) = �R�1(E; �)�y = �R�1b (E; �)�y + by(E); (2.55)ska�d naty
hmiast wynika prawdziwo�s�
 r�ownania (2.50).Znajdziemy teraz zwia�zek pomie�dzy ma
ierzami Rb(E; �) oraz U(E). Korzysta-ja�
 z r�owna�n (2.43) i (2.44), mo_zemy przepisa�
 wz�or (2.45) w naste�puja�
ej posta
i�Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E)�a(E) = Rb(E; �)h�Din(E; �)� Dout(E; �)U(E)�� b(E)�Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E)�ia(E): (2.56)Powy_zsza rela
ja musi by�
 spe lniona dla dowolnego wektora a(E), 
o ozna
za, _zemusi za
hodzi�
Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E) = Rb(E; �)�Din(E; �)� Dout(E; �)U(E)�� Rb(E; �)b(E)�Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E)�: (2.57)Rozwia�zuja�
 r�ownanie (2.57) ze wzgle�du na U(E), otrzymujemyU(E) = �Pout(E; �)��1�I� Rb(E; �)Loutb (E; �)��1�I� Rb(E; �)Linb (E; �)�Pin(E; �);(2.58)



20 2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ...gdzie Lin/outb (E; �) sa� ma
ierzami kwadratowymi zde�niowanymi naste�puja�
oLin/outb (E; �) = �Pin/out(E; �)��1Din/out(E; �)� b(E): (2.59)Uwzgle�dniaja�
 fakt, _ze z r�ownania (2.16) wynika, i_zPin(E; �)Dout(E; �)� Pout(E; �)Din(E; �) = W �Pin(E; �);Pout(E; �)� = 2ikI;(2.60)r�ownanie (2.58) mo_zna przekszta l
i�
 do posta
iU(E) = �Pout(E; �)��1Pin(E; �)+ 2ik�Pout(E; �)��1�R�1b (E; �)� Loutb (E; �)��1�Pout(E; �)��1: (2.61)R�ownania (2.58) i (2.61) sprowadzaja� zagadnienie znalezienia ma
ierzy roz-praszania U(E) dla poten
ja lu V̂ do problemu znalezienia ma
ierzy Rb(E; �) zde�-niowanej r�ownaniem (2.45) lub te_z, r�ownowa_znie, do problemu znalezienia takiegooperatora 
a lkowego R̂b̂(E), kt�orego reprezenta
ja� ma
ierzowa� w bazie f�
(�)g napowierz
hni S� jest ma
ierz Rb(E; �). Prakty
zne metody konstruk
ji operatoraR̂b̂(E) om�owimy w rozdzia la
h 3 i 6.Na zako�n
zenie tego rozdzia lu zwr�o
imy jesz
ze uwage� na fakt, _ze je_zeli wybie-rzemy ma
ierz b(E) naste�puja�
ob(E) = �Pout(E; �)��1Dout(E; �); (2.62)w�ow
zas Loutb (E; �) = 0 (2.63)i r�ownanie (2.61) przyjmuje sz
zeg�olnie prosta� posta�
U(E) = �Pout(E; �)��1Pin(E; �) + 2ik�Pout(E; �)��1Rb(E; �)�Pout(E; �)��1;(2.64)podana� po raz pierwszy przez Kapura i Peierlsa [1℄. Jakkolwiek wz�or (2.64) jestistotny z teorety
znego punktu widzenia i odegra l wa_zna� role� w rozwoju kwantowejteorii zderze�n [79, 134℄, wada� wyboru ma
ierzy b(E) w posta
i (2.62) jest to,_ze jest ona niehermitowska, a konstruk
ja ma
ierzy Rb(E; �) dla b(E) 6= by(E)napotyka na prakty
zne trudno�s
i. Dlatego, zgodnie z sugestia� Wignera [2{5℄,w zastosowania
h, zamiast wzoru (2.64), stosuje sie� wz�or (2.61) z hermitowska�ma
ierza� b(E).Ograni
zaja�
 sie� do hermitowski
h ma
ierzy b(E), musimy udzieli�
 odpowiedzina pytanie: skoro, jak wynika z r�owna�n (2.49), (2.59) oraz (2.61), ma
ierz U(E) niezale_zy od konkretnego wyboru b(E), po 
o rozpatrywa�
 og�olna� teorie� z dowolna�hermitowska� ma
ierza� b(E), zamiast ograni
zy�
 sie� do rozwa_zenia najprostszegoprzypadku b(E) = 0? Przy
zyny sa� dwie. Po pierwsze, w opisanej w podrozdziale3.3 metodzie Kapura{Peierlsa{Wignera konstruk
ji operatora R̂b̂(E) otrzymujesie� ja�dro tego operatora w posta
i pewnego szeregu. Okazuje sie�, _ze szybko�s�
,z jaka� szereg ten zbiega, jest w prakty
e uzale_zniona od posta
i operatora b̂(E),



2. Nierelatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierz Rb(E; �) ... 21kt�orego reprezenta
ja� ma
ierzowa� w bazie f�
(�)g na powierz
hni S� jest ma
ierzb(E); optymalny wyb�or nie musi odpowiada�
 sytua
ji, gdy b̂(E) = 0̂, gdzie 0̂jest operatorem zerowym. Po drugie, rozpatrzenie og�olnego przypadku b(E) 6= 0uprasz
za p�o�zniejsze powia�zanie teorii R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingera zgrani
a� nierelatywisty
zna� odpowiadaja�
ej jej teorii dla r�ownania Dira
a (patrzpodrozdzia l 5.3).



Rozdzia l 3TEORIA R-MACIERZY DLA R�OWNANIASCHR�ODINGERAW tym rozdziale przedstawimy og�olne sformu lowanie teorii R-ma
ierzy dlar�ownania S
hr�odingera. Rozwa_zania przeprowadzimy dla przypadku obje�to�s
i re-ak
ji o dowolnym kszta l
ie, wykorzystuja�
 w tym 
elu formalizm operator�ow 
a l-kowy
h. W kolejny
h podrozdzia la
h wprowadzimy R-operator R̂b̂(E), kt�oregoreprezenta
ja� ma
ierzowa� w pewnej bazie jest R-ma
ierz Rb(E), wyka_zemy zwia�zekja�dra 
a lkowego operatora R̂b̂(E) z funk
ja� Greena pewnego zagadnienia brzego-wego, om�owimy sz
zeg�o lowo metode� Kapura{Peierlsa{Wignera konstruk
ji ja�draoperatora R̂b̂(E) oraz poka_zemy, w jaki spos�ob mo_zna otrzyma�
 szereg zasad wa-ria
yjny
h zwia�zany
h z teoria� R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingera.3.1 Operatory B̂(E), R̂(E) i R̂b̂(E)3.1.1 WprowadzenieNie
h dana be�dzie sko�n
zona obje�to�s�
 V � R3 ograni
zona odpowiednio g ladka�i poza tym dowolna� powierz
hnia� S. Zgodnie z terminologia� przyje�ta� w teorii R-ma
ierzy, w dalszym 
ia�gu obje�to�s�
 V be�dziemy nazywali \obszarem reak
ji", apowierz
hnie� S | \powierz
hnia� reak
ji". Przez r ozna
za�
 be�dziemy wektorpo lo_zenia punktu nale_za�
ego do wne�trza obszaru V , � be�dzie wektorem po lo_zeniapunktu znajduja�
ego sie� na powierz
hni S, a n(�) be�dzie ozna
za l wektor jed-nostkowy normalny do powierz
hni S w punk
ie � i skierowany na zewna�trz tejpowierz
hni. Dla dowolny
h odpowiednio regularny
h funk
ji �(r) i �0(r) de�-niujemy i
h ilo
zyny skalarne obje�to�s
iowy i powierz
hniowy naste�puja�
o
����0� � wV d3r ��(r)�0(r); �����0� � wS d2� ��(�)�0(�); (3.1.1)gdzie symbol � ozna
za sprze� _zenie zespolone. W r�ownaniu (3.1.1) d3r jest in�ni-tezymalnym elementem obje�to�s
i V wok�o l punktu r, a d2� jest in�nitezymalnymskalarnym elementem powierz
hni S wok�o l punktu �.Przez L2( j )(S) ozna
za�
 be�dziemy przestrze�n Hilberta funk
ji 
a lkowalny
h zkwadratem na powierz
hni S, to zna
zy taki
h, _ze dla dowolnej funk
ji �(�) 2L2( j )(S) za
hodzi ������ <1: (3.1.2)Podobnie, przez L2h j i(V) ozna
zymy przestrze�n Hilberta funk
ji 
a lkowalny
h zkwadratem w obje�to�s
i V , to zna
zy taki
h, _ze dla dowolnej funk
ji �(r) 2 L2h j i(V)za
hodzi 
����� <1: (3.1.3)



3.1. Operatory B̂(E), R̂(E) i R̂b̂(E) 233.1.2 Operator B̂(E)Rozwa_zmy nierelatywisty
zna� bezspinowa� 
za�stke� punktowa� o masiem i energiiE. W obszarze V niezale_zne od 
zasu r�ownanie S
hr�odingera dla 
za�stki ma posta�
[Ĥ �E℄	(E; r) = 0 (r 2 V); (3.1.4)gdzie Ĥ jest nierelatywisty
znym operatorem Hamiltona zde�niowanym przezĤ = � �h22mr2 + V̂ ; (3.1.5)przy 
zym V̂ jest hermitowskim, w og�olno�s
i nielokalnym, operatorem poten
ja luo ja�drze 
a lkowym V (r; r0) = V �(r0; r). Be�dziemy zak lada�
, _ze nielokalno�s�
 po-ten
ja lu V̂ jest ograni
zona do obszaru V , to zna
zy, _zeV̂	(E; r) = wV d3r0 V (r; r0)	(E; r0) (r 2 V) (3.1.6)(zwra
amy uwage�, _ze 
a lkowanie w powy_zszym wzorze przebiega wy la�
znie poobje�to�s
i V , nie za�s po 
a lej przestrzeni R3). Ru
h 
za�stki nie jest ograni
zonydo wne�trza obszaru V : 
za�stka mo_ze przekra
za�
 jego powierz
hnie� S, w
hodza�
do wne�trza lub te_z wy
hodza�
 z niego. Ozna
za to, _ze na powierz
hni S nienarzu
amy _zadny
h warunk�ow brzegowy
h na rozwia�zania r�ownania S
hr�odingera(3.1.4).W dalszym 
ia�gu przez DV(E) ozna
zymy zbi�or ty
h wszystki
h funk
jif	(E; r)g, kt�ore dla pewnej ustalonej rze
zywistej warto�s
i energii E sa� rozwia�za-niami r�ownania S
hr�odingera (3.1.4) w obje�to�s
i V . (Przypomnijmy, _ze r�ownanier�o_zni
zkowo-
a lkowe 
za�stkowe typu (3.1.4) bez narzu
ony
h warunk�ow brzego-wy
h ma niesko�n
zenie wiele rozwia�za�n.) Podobnie, przez DS(E) ozna
zymy zbi�orpowierz
hniowy
h 
ze��s
i funk
ji nale_za�
y
h do zbioru DV(E).Rozwa_zmy dwie funk
je falowe 	(E; r) i 	0(E; r) ze zbioru DV(E). Mno_za�
r�ownanie spe lniane przez funk
je� 	(E; r) z lewej strony przez 	0�(E; r), a sprze� _ze-nie zespolone r�ownania dla funk
ji 	0(E; r) przez 	(E; r), odejmuja�
 otrzymaner�ownania stronami, 
a lkuja�
 wynik po obje�to�s
i V i korzystaja�
 z twierdzenia
a lkowego Greena, otrzymujemy
Ĥ	0��	�� 
	0��Ĥ	� = �h22m�	0��rn	�� �h22m�rn	0��	�; (3.1.7)gdzie rn	(E;�) � n(�) �r	(E; r)��r=� (3.1.8)ozna
za zewne�trzna� po
hodna� normalna� funk
ji 	(E; r) w punk
ie � na powierz-
hni S. Na mo
y r�ownania (3.1.4) oraz z rze
zywisto�s
i energii E wynika, _ze lewastrona r�ownania (3.1.7) jest r�owna zero. W konsekwen
ji, mamy�	0��rn	� = �rn	0��	�: (3.1.9)



24 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraWprowadzimy teraz zale_zny od energii liniowy 
a lkowy operator hermitowskiB̂(E) okre�slony na przestrzeni L2( j )(S) taki, _ze3arn	(E;�) = B̂(E)	(E;�) (3.1.10)dla dowolnego rozwia�zania r�ownania (3.1.4) dla energiiE. Wykorzystuja�
 operatorB̂(E), mo_zemy przepisa�
 rela
je� (3.1.9) w posta
i�	0��B̂	� = �B̂	0��	�: (3.1.11)R�ownanie (3.1.11) ozna
za, _ze operator B̂(E) jest hermitowski na zbiorze funk
jiDS(E) wzgle�dem powierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j ). Operator B̂(E), kt�orymo_zna nazwa�
 \operatorem po
hodnej logarytmi
znej", jest reprezentowany przezja�dro 
a lkowe B(E;�;�0), z pomo
a� kt�orego r�ownanie (3.1.10) mo_zna zapisa�
 wposta
i rn	(E;�) = wS d2�0 B(E;�;�0)	(E;�0) (3.1.12)dla dowolnej funk
ji 	(E; r) 2 DV(E). Warunek hermitowsko�s
i operatora B̂(E),wynikaja�
y z rela
ji (3.1.11), implikuje, _ze ja�dro B(E;�;�0) spe lnia rela
je� symetriiB(E;�;�0) = B�(E;�0;�): (3.1.13)Znajdziemy rozwinie�
ie spektralne ja�dra B(E;�;�0). W tym 
elu rozpatrzmyzbi�or taki
h funk
ji f	i(E; r)g, kt�ore w obje�to�s
i V spe lniaja� r�ownanie S
hr�odin-gera (3.1.4) przy pewnej ustalonej rze
zywistej energii E[Ĥ �E℄	i(E; r) = 0; (3.1.14)a na powierz
hni S maja� sta le warto�s
i normalnej po
hodnej logarytmi
znejrn	i(E;�) = bi(E)	i(E;�) (3.1.15)(z wyja�tkiem mo_zliwy
h przypadkowy
h degenera
ji, w og�olno�s
i sta le bi(E) be�da�mia ly r�o_zne warto�s
i dla r�o_zny
h funk
ji 	i(E; r)). Zbi�or funk
ji f	i(E; r)gjest o
zywi�s
ie podzbiorem zbioru DV(E). Biora�
 pod uwage� de�ni
je� (3.1.10),r�ownanie (3.1.15) mo_zna przepisa�
 w posta
iB̂(E)	i(E;�) = bi(E)	i(E;�): (3.1.16)3a Aby unikna��
 w dalszym 
ia�gu nieporozumie�n, podkre�slamy, _ze operatory rn i B̂(E) nie sa�identy
zne. Z rozwinie�
ia spektralnego (3.1.20) wynika bowiem, _ze ja�dro operatora B̂(E) mo_znazde�niowa�
 wy la�
znie poprzez funk
je okre�slone na powierz
hni S, natomiast dzia lanie operatorarn jest zde�niowane poprzez przej�s
ie grani
zne r�ownaniem [135℄rn�(�) � lim"!0 �(�+ "n(�)) � �(�)" ; (3a.i)w kt�orym argument pierwszego sk ladnika li
znika jest w og�olno�s
i wektorem le_za�
ym we wne�trzuobje�to�s
i V, to zna
zy poza powierz
hnia� S.



3.1. Operatory B̂(E), R̂(E) i R̂b̂(E) 25R�ownanie to mo_zna interpretowa�
 w ten spos�ob, _ze funk
je f	i(E;�)g sa� funk-
jami w lasnymi operatora 
a lkowego B̂(E), a fbi(E)g sa� odpowiadaja�
ymi imwarto�s
iami w lasnymi. Ze wzgle�du na hermitowsko�s�
 operatora B̂(E) (por�ownaj(3.1.11)), wszystkie warto�s
i w lasne fbi(E)g sa� rze
zywiste, a funk
je w lasne od-powiadaja�
e r�o_znym warto�s
iom w lasnym tworza� zbi�or ortogonalny wzgle�dem po-wierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j ). W dalszym 
ia�gu rozwa_za�n, bez utratyog�olno�s
i, be�dziemy zak ladali, _ze funk
je w lasne f	i(E;�)g zosta ly unormowanedo jedno�s
i wzgle�dem ilo
zynu skalarnego ( j ) oraz _ze funk
je w lasne odpowiadaja�-
e zdegenerowanym warto�s
iom w lasnym (je_zeli takie istnieja�) sa� tak_ze wzajemnieortogonalne. W�ow
zas dla dw�o
h dowolny
h funk
ji w lasny
h operatora B̂(E)za
hodzi �	i��	j� = Æij : (3.1.17)Za lo_zymy r�ownie_z, _ze funk
je w lasne f	i(E;�)g tworza� uk lad zupe lny w prze-strzeni L2( j )(S) i _ze odpowiednia rela
ja zupe lno�s
i ma posta�
3bXi 	i(E;�)	�i (E;�0) = Æ(2)(�� �0); (3.1.18)gdzie Æ(2)(� � �0) jest powierz
hniowa� funk
ja� delta Dira
a zde�niowana� w uzu-pe lnieniu A. R�ownanie (3.1.16) mo_zna przepisa�
 w posta
i 
a lkowejwS d2�0 B(E;�;�0)	i(E;�0) = bi(E)	i(E;�); (3.1.19)z kt�orej, biora�
 pod uwage� rela
je� zupe lno�s
i (3.1.18) i warunek normaliza
yjny(3.1.17), wynika reprezenta
ja spektralna ja�dra B(E;�;�0)B(E;�;�0) = Xi 	i(E;�)bi(E)	�i (E;�0): (3.1.20)Zagadnienie zale_zno�s
i warto�s
i w lasny
h fbi(E)g operatora B̂(E) od energiiom�owimy w uzupe lnieniu C.Na zako�n
zenie tego podrozdzia lu zwr�o
imy jesz
ze uwage�, _ze, po skorzystaniuz r�ownania (3.1.15), rela
je� ortonormalno�s
i (3.1.17) mo_zna przepisa�
 w posta
i�rn	i��rn	j� = b2i (E) Æij ; (3.1.21)za�s rela
je� zupe lno�s
i (3.1.18) oraz rozwinie�
ie spektralne (3.1.20) odpowiednio wposta
i Xi rn	i(E;�)b�2i (E)rn	�i (E;�0) = Æ(2)(�� �0) (3.1.22)i B(E;�;�0) =Xi rn	i(E;�)b�1i (E)rn	�i (E;�0): (3.1.23)3b Niestety, podanie dowodu zupe lno�s
i uk ladu funk
ji f	i(E;�)g dla dowolnego operatorapoten
ja lu V̂ i dla powierz
hni S o dowolnym kszta l
ie przekra
za mo_zliwo�s
i matematy
zneautora. Dow�od dla sz
zeg�olnego przypadku, gdy poten
ja l V̂ jest lokalny i sfery
znie symetry
zny,a powierz
hnia S jest sfera� o �srodku w 
entrum poten
ja lu, przedstawiono w uzupe lnieniu B.



26 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingera3.1.3 Operatory R̂b̂(E) i R̂(E)Po powy_zszym wste�pie jeste�smy przygotowani do wprowadzenia operatora 
a l-kowego R̂b̂(E) zde�niowanego na przestrzeni L2( j )(S) i okre�slonego przez ja�dro
a lkowe Rb̂(E;�;�0). Reprezenta
ja ma
ierzowa R-operatora R̂b̂(E) odgrywaklu
zowa� role� w teorii R-ma
ierzy. Nie
h b̂(E) be�dzie pewnym liniowym hermi-towskim operatorem 
a lkowym zde�niowanym na przestrzeni L2( j )(S) i okre�slonympoprzez ja�dro 
a lkowe b(E;�;�0). Operator R̂b̂(E) jest zde�niowany jako operatorodwrotny do operatora B̂(E)� b̂(E) w sensieR̂b̂(E)�B̂(E)� b̂(E)� = �B̂(E)� b̂(E)�R̂b̂(E) = Î; (3.1.24)gdzie Î jest operatorem jednostkowym w przestrzeni L2( j )(S) z ja�drem 
a lkowymÆ(2)(� � �0). Hermitowski operator b̂(E) u_zyty w de�ni
ji (3.1.24) mo_ze by�
 do-wolny (w sz
zeg�olno�s
i mo_ze by�
 sta la� funk
ja� energii E) i jedynym ograni
zeniem,kt�ore nak ladamy na niego, jest to, by operator R̂b̂(E) istnia l. Zauwa_zmy, _ze skorooperatory B̂(E) i b̂(E) sa� hermitowskie, operator R̂b̂(E) r�ownie_z musi by�
 hermi-towski. Ozna
za to, _ze jego ja�dro 
a lkowe musi spe lnia�
 rela
je�Rb̂(E;�;�0) = R�̂b(E;�0;�): (3.1.25)Wykorzystuja�
 operator R̂b̂(E), rela
je� (3.1.10) mo_zna przepisa�
 w abstrak
yjnejposta
i 	(E;�) = R̂b̂(E)�rn � b̂(E)�	(E;�) (3.1.26)lub w posta
i jawnej, wykorzystuja�
 ja�dro Rb̂(E;�;�0),	(E;�) = wS d2�0 Rb̂(E;�;�0)�rn � b̂(E)�	(E;�0): (3.1.27)W sz
zeg�olnym przypadku, gdy b̂(E) jest operatorem zerowym, b̂(E) = 0̂,operator R̂0̂(E) i jego ja�dro R0̂(E;�;�0) be�dziemy ozna
zali odpowiednio przezR̂(E) i R(E;�;�0). Jak wynika z de�ni
ji (3.1.24), operator R̂(E) jest operatoremodwrotnym do operatora B̂(E)R̂(E)B̂(E) = B̂(E)R̂(E) = Î; (3.1.28)a ja�dra B(E;�;�0) i R(E;�;�0) sa� ja�drami odwrotnymi w sensiewS d�00 R(E;�;�00)B(E;�00;�0) = wS d�00 B(E;�;�00)R(E;�00;�0) = Æ(2)(�� �0):(3.1.29)W konsekwen
ji, funk
je w lasne operatora B̂(E) sa� jedno
zesnymi funk
jami w las-nymi operatora R̂(E), a warto�s
i w lasne operatora R̂(E) sa� odwrotno�s
iami od-powiedni
h warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E)R̂(E)	i(E;�) = b�1i (E)	i(E;�); (3.1.30)



3.1. Operatory B̂(E), R̂(E) i R̂b̂(E) 27wS d2�0 R(E;�;�0)	i(E;�0) = b�1i (E)	i(E;�): (3.1.31)Sta�d oraz z warunk�ow (3.1.17) i (3.1.18) wynika naste�puja�
a posta�
 rozwinie�
iaspektralnego ja�dra R(E;�;�0)R(E;�;�0) =Xi 	i(E;�)b�1i (E)	�i (E;�0): (3.1.32)Korzystaja�
 z r�ownania w lasnego (3.1.15), rozwinie�
ie (3.1.32) mo_zna przepisa�
 wposta
i R(E;�;�0) = Xi rn	i(E;�)b�3i (E)rn	�i (E;�0): (3.1.33)3.1.4 Zwia�zek pomie�dzy operatorowym i ma
ierzowym sformu lowaniem teoriiAby powia�za�
 ze soba� operatorowe i ma
ierzowe sformu lowania teorii, za l�o_zmy,_ze na powierz
hni S zadany jest pewien zbi�or funk
ji powierz
hniowy
h f�i(�)gtworza�
y
h baze� ortonormalna� w L2( j )(S). W bazie tej ja�dra B(E;�;�0), b(E;�;�0)oraz Rb̂(E;�;�0) posiadaja� rozwinie�
ia bilinioweB(E;�;�0) =Xi;j �i(�)��i��B̂�j)��j (�0�; (3.1.34)b(E;�;�0) =Xi;j �i(�)��i��b̂�j���j (�0); (3.1.35)Rb̂(E;�;�0) =Xi;j �i(�)��i��R̂b̂�j���j (�0); (3.1.36)przy 
zym wsp�o l
zynniki��i��B̂�j� � wS d2� wS d2�0 ��i (�)B(E;�;�0)�j(�0); (3.1.37)��i��b̂�j� � wS d2� wS d2�0 ��i (�)b(E;�;�0)�j(�0); (3.1.38)��i��R̂b̂�j� � wS d2�wS d2�0 ��i (�)Rb̂(E;�;�0)�j(�0); (3.1.39)be�da�
e elementami ma
ierzowymi operator�ow odpowiednio B̂(E), b̂(E) orazR̂b̂(E) pomie�dzy funk
jami bazowymi f�i(�)g, tworza� ma
ierze B(E), b(E) orazRb(E) zwia�zane rela
ja�Rb(E)�B(E) � b(E)� = �B(E) � b(E)�Rb(E) = I: (3.1.40)W powy_zszym r�ownaniu I ozna
za ma
ierz jednostkowa� z elementami fIij = Æijg.Ma
ierz Rb(E) nosi nazwe� R-ma
ierzy w reprezenta
ji f�i(�)g.



28 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraW przypadku, gdy operator b̂(E) jest operatorem zerowym, ma
ierz b(E) jestma
ierza� zerowa�, b(E) = 0. R-ma
ierz R0(E) be�dziemy w dalszym 
ia�gu ozna
zaliprzez R(E). Jak wynika z r�ownania (3.1.40), jest ona odwrotno�s
ia� ma
ierzy B(E)R(E)B(E) = B(E)R(E) = I: (3.1.41)Reprezenta
je� ma
ierzowa� r�ownania (3.1.26) otrzymujemy, rzutuja�
 to r�owna-nie z lewej strony na funk
je bazowe f�i(�)gP(E) = Rb(E)�D(E)� b(E)P(E)�; (3.1.42)gdzie P(E) i D(E) sa� ma
ierzami jednokolumnowymi z elementami odpowiedniofPi(E) = ��i��	�g i fDi(E) = ��i��rn	�g.Rozwa_zmy teraz sz
zeg�olny przypadek, gdy powierz
hnia S jest sfera� o �srodkuw po
za�tku uk ladu wsp�o lrze�dny
h i o promieniu � i wybierzmy na tej powierz
hnibaze� f�i(�)g z elementami �i(�) = �lml(�); (3.1.43)gdzie funk
je f�lml(�)g zosta ly zde�niowane r�ownaniem (2.35). W tym przy-padku ma
ierze P(E) i D(E) sa� o
zywi�s
ie identy
zne z ma
ierzami P(E; �) iD(E; �) pojawiaja�
ymi sie� w rozdziale 2. Je_zeli uto_zsamimy ma
ierz b(E) o ele-menta
h (3.1.38) z ozna
zona� w ten sam spos�ob ma
ierza� z rozdzia lu 2, w�ow
zas, zwyja�tkiem nieistotny
h r�o_zni
 w nota
ji, wz�or (3.1.42) jest identy
zny ze wzorem(2.45). W ten spos�ob powia�zali�smy og�olne sformu lowanie teorii R-ma
ierzy dlar�ownania S
hr�odingera ze sz
zeg�olnym przypadkiem dyskutowanym w rozdziale2.3.2 Zwia�zek ja�der 
a lkowy
h Rb̂(E;�;�0) i B(E;�;�0) z funk
jamiGreenaRozwa_zmy zagadnienie brzegowe, na kt�ore sk ladaja� sie�: jednorodne r�ownanieS
hr�odingera �� �h22mr2 + V̂ �E�	(E; r) = 0 (r 2 V) (3.2.1)oraz niejednorodny warunek brzegowyrn	(E;�)� b̂(E)	(E;�) = �(�) (� 2 S) (3.2.2)narzu
ony na rozwia�zania r�ownania (3.2.1). Zak ladamy, _ze E jest li
zba� rze
zywi-sta� i _ze funk
ja �(�), be�da�
a niejednorodno�s
ia� w warunku (3.2.2), jest dowolna�odpowiednio regularna� funk
ja� zde�niowana� na powierz
hni S. Hermitowski ope-rator b̂(E) zosta l okre�slony w podrozdziale 3.1. Funk
ja Greena Gb̂(E; r; r0) dlatego zagadnienia jest zde�niowana jako rozwia�zanie r�ownania niejednorodnego�� �h22mr2 + V̂ �E�Gb̂(E; r; r0) = Æ(3)(r � r0) (r, r0 2 V ; r0 ustalone);(3.2.3)



3.2. Zwia�zek ja�der 
a lkowy
h Rb̂(E;�;�0) i B(E;�;�0) z funk
jami Greena 29spe lniaja�
e na powierz
hni S jednorodny warunek brzegowy (por�ownaj (3.2.2))rnGb̂(E;�; r0)� b̂(E)Gb̂(E;�; r0) = 0 (� 2 S, r0 2 V): (3.2.4)Funk
ja Æ(3)(r� r0), wyste�puja�
a po prawej stronie r�ownania (3.2.3), jest tr�ojwy-miarowa� funk
ja� delta Dira
a zde�niowana� w uzupe lnieniu A. Poniewa_z zagad-nienie brzegowe (3.2.1) i (3.2.2) z �(�) = 0 jest hermitowskie, funk
ja Gb̂(E; r; r0)jest hermitowska� funk
ja� argument�ow r oraz r0Gb̂(E; r; r0) = G�̂b(E; r0; r): (3.2.5)Skorzystamy teraz z 
a lkowego wzoru GreenawV d3r ��(r)r2�0(r)� �0(r)r2�(r)� = wS d2� ��(�)rn�0(�)� �0(�)rn�(�)�;(3.2.6)przyjmuja�
 w nim �(r) = 	(E; r); �0(r) = G�̂b(E; r; r0); (3.2.7)gdzie funk
ja 	(E; r) jest dowolnym rozwia�zaniem zagadnienia brzegowego (3.2.1)i (3.2.2). OtrzymujemywV d3r �	(E; r)r2G�̂b(E; r; r0)� G�̂b(E; r; r0)r2	(E; r)�= wS d2� �	(E;�)rnG�̂b(E;�; r0)� G�̂b(E;�; r0)rn	(E;�)�: (3.2.8)Przekszta l
aja�
 lewa� strone� rela
ji (3.2.8) z pomo
a� r�owna�n (3.2.1) i (3.2.3) orazkorzystaja�
 z hermitowsko�s
i operatora V̂ , otrzymujemy�2m�h2 wV d3r 	(E; r)Æ(3)(r � r0)= wS d2� �	(E;�)rnG�̂b(E;�; r0)� G�̂b(E;�; r0)rn	(E;�)�: (3.2.9)Lewa strona r�ownania (3.2.9) jest o
zywi�s
ie r�owna (�2m=�h2)	(E; r0), natomiastprawa� mo_zna przekszta l
i�
, wykorzystuja�
 warunek brzegowy (3.2.4) dla funk
jiGreena oraz korzystaja�
 z hermitowsko�s
i operatora b̂(E). W rezulta
ie mamy�2m�h2 	(E; r0) = wS d2� G�̂b(E;�; r0)�b̂(E)	(E;�)�rn	(E;�)�: (3.2.10)Uwzgle�dniaja�
 w lasno�s�
 (3.2.5) hermitowsko�s
i funk
ji Greena oraz dokonuja�
 wr�ownaniu (3.2.10) zamiany ozna
ze�n r0 ; r i �; �0, otrzymujemy	(E; r) = �h22m wS d2�0 Gb̂(E; r;�0)�rn � b̂(E)�	(E;�0) (r 2 V): (3.2.11)



30 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraPowy_zszy zwia�zek jest prawdziwy dla dowolnego punktu r nale_za�
ego do obje�to�s
iV , w sz
zeg�olno�s
i jest on s luszny dla punkt�ow le_za�
y
h na powierz
hni S. Prze-
hodza�
 w r�ownaniu (3.2.11) do grani
y r ! �, mamy	(E;�) = �h22m wS d2�0 Gb̂(E;�;�0)�rn � b̂(E)�	(E;�0) (� 2 S): (3.2.12)Por�ownuja�
 ten wynik ze znaleziona� przez nas w
ze�sniej w podrozdziale 3.1 rela
ja�(3.1.27), otrzymujemy zwia�zek pomie�dzy ja�drem operatora R̂b̂(E) a funk
ja� Gree-na na powierz
hni SRb̂(E;�;�0) = �h22mGb̂(E;�;�0) (�;�0 2 S): (3.2.13)Rozpatrzmy z kolei zagadnienie brzegowe, kt�ore tworza�: jednorodne r�ownanieS
hr�odingera w obje�to�s
i V�� �h22mr2 + V̂ �E�	(E; r) = 0 (r 2 V) (3.2.14)i niejednorodny warunek brzegowy Diri
hleta narzu
ony na powierz
hni S	(E;�) = �0(�) (� 2 S); (3.2.15)gdzie �0(�) jest odpowiednio regularna� funk
ja� okre�slona� na powierz
hni S.3
Funk
ja Greena G1(E; r; r0) dla tego zagadnienia jest rozwia�zaniem r�ownania�� �h22mr2 + V̂ �E�G1(E; r; r0) = Æ(3)(r � r0) (r; r0 2 V ; r0 ustalone)(3.2.16)spe lniaja�
ym na powierz
hni S jednorodny warunek brzegowy Diri
hleta (por�ow-naj (3.2.15)) G1(E;�; r0) = 0; (� 2 S, r0 2 V): (3.2.17)Z hermitowsko�s
i jednorodnego odpowiednika zagadnienia brzegowego (3.2.14) i(3.2.15) wynika, _ze funk
ja G1(E; r; r0) jest hermitowska� funk
ja� argument�ow roraz r0 G1(E; r; r0) = G�1(E; r0; r): (3.2.18)Korzystaja�
 z 
a lkowego wzoru Greena (3.2.6) i przyjmuja�
 w nim�(r) = 	(E; r); �0(r) = G�1(E; r; r0); (3.2.19)3
 Warunek (3.2.15) mo_zna otrzyma�
 z warunku (3.2.2), przyjmuja�
 w tym ostatnimb̂�1(E) = 0̂ (3
.i)i ozna
zaja�
 �0(�) = limb̂�1(E)!0̂ b̂�1(E)�(�): (3
.ii)



3.3. Konstruk
ja operatora R̂b̂(E): metoda Kapura{Peierlsa{Wignera 31gdzie 	(E; r) jest dowolnym spo�sr�od rozwia�za�n zagadnienia brzegowego (3.2.14) i(3.2.15), otrzymujemy to_zsamo�s�
wV d3r �	(E; r)r2G�1(E; r; r0)� G�1(E; r; r0)r2	(E; r)�= wS d2� �	(E;�)rnG�1(E;�; r0)� G�1(E;�; r0)rn	(E;�)�: (3.2.20)Rozumowanie identy
zne z przeprowadzonym w przypadku dyskutowanym powy-_zej prowadzi do wniosku, _ze lewa strona r�ownania (3.2.20) jest r�owna (�2m=�h2)�	(E; r0). Z kolei po prawej stronie r�ownania (3.2.20), na mo
y warunku brze-gowego (3.2.17), znika drugi 
z lon pod 
a lka� powierz
hniowa�. Dokonuja�
 zamianyozna
ze�n r0 ; r i �; �0, mamy	(E; r) = � �h22m wS d2�0 r0nG1(E; r;�0)	(E;�0) (r 2 V): (3.2.21)Obli
zaja�
 po
hodna� normalna� obu stron tego r�ownania w punk
ie r = � napowierz
hni S, otrzymujemyrn	(E;�) = � �h22m wS d2�0 rnr0nG1(E;�;�0)	(E;�0) (� 2 S); (3.2.22)ska�d, przez por�ownanie z (3.1.12), znajdujemy rela
je� pomie�dzy ja�drem operatoraB̂(E) a mieszana� druga� po
hodna� normalna� funk
ji Greena na powierz
hni SB(E;�;�0) = � �h22mrnr0nG1(E;�;�0) (�;�0 2 S): (3.2.23)3.3 Konstruk
ja operatora R̂b̂(E): metoda Kapura{Peierlsa{WigneraBezpo�sredni zwia�zek ja�dra operatora R̂b̂(E) z funk
ja� Greena jednorodnego za-gadnienia brzegowego (3.2.1) i (3.2.2), wyra_zony r�ownaniem (3.2.13), sugeruje, _zedo znalezienia ja�dra Rb̂(E;�;�0) mo_zna zastosowa�
 metody znane z teorii funk
jiGreena. Jeden ze sposob�ow konstruk
ji funk
ji Gb̂(E; r; r0) polega na rozwinie�
iutej funk
ji w biliniowy szereg funk
ji w lasny
h jednorodnego zagadnienia brzego-wego (3.2.1) i (3.2.2) z parametrem energii w r�ownaniu r�o_zni
zkowym (le
z niew warunku brzegowym) wybranym jako warto�s�
 w lasna. Do znalezienia repre-zenta
ji ma
ierzowej operatora R̂b̂(E) dla niezale_znego od energii hermitowskiegooperatora b̂, takie rozwia�zanie zosta lo po raz pierwszy zastosowane przez Wignera[2{4℄, kt�ory wykorzysta l idee zawarte we w
ze�sniejszej pra
y Kapura i Peierlsa [1℄.Celem tego podrozdzia lu be�dzie otrzymanie ja�dra Rb̂(E;�;�0) w posta
i szeregubiliniowego w opar
iu o metode� Kapura{Peierlsa{Wignera. Odpowiemy przy tympozytywnie na wa_zne z prakty
znego punktu widzenia, le
z na og�o l ignorowane wliteraturze przedmiotu, pytanie o zbie_zno�s�
 otrzymanego szeregu.



32 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraW dalszym 
ia�gu rozwa_za�n be�dziemy wykorzystywali zbi�or funk
ji f	b̂k(E; r)gzde�niowany
h jako rozwia�zania zagadnienia w lasnego, na kt�ore sk ladaja� sie�: r�ow-nanie S
hr�odingera �Ĥ �Eb̂k(E)�	b̂k(E; r) = 0 (r 2 V); (3.3.1)z hamiltonianem Ĥ zde�niowanym r�ownaniem (3.1.5), oraz warunek brzegowyrn	b̂k(E;�) = b̂(E)	b̂k(E;�) (� 2 S): (3.3.2)Operator b̂(E) pojawiaja�
y sie� w warunku (3.3.2) jest tym samym operatorem,kt�ory wyste�puje w de�ni
ji (3.1.24) operatora R̂b̂(E), natomiast li
zby fEb̂k(E)gsa� warto�s
iami w lasnymi postawionego zagadnienia. Poniewa_z obje�to�s�
 V jestsko�n
zona, widmo rozpatrywanego zagadnienia jest dyskretne. Ponadto, ze wzgle�-du na posta�
 hamiltonianu Ĥ oraz na hermitowsko�s�
 operatora b̂(E) wzgle�dempowierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j ), zagadnienie (3.3.1) i (3.3.2) jest sa-mosprze� _zone wzgle�dem obje�to�s
iowego ilo
zynu skalarnego h j i. W konsekwen
ji,wszystkie warto�s
i w lasne fEb̂k(E)g sa� rze
zywiste, a funk
je w lasne nale_za�
e dor�o_zny
h warto�s
i w lasny
h sa� ortogonalne w sensie
	b̂k��	b̂k0� = 0 �Eb̂k(E) 6= Eb̂k0(E)�: (3.3.3)W dalszym 
ia�gu be�dziemy zak ladali, _ze funk
je w lasne nale_za�
e do zdegenero-wany
h warto�s
i w lasny
h (o ile takie wyste�puja�) zosta ly r�ownie_z zortogonalizo-wane oraz _ze wszystkie funk
je w lasne zosta ly znormalizowane do jedno�s
i. Mamyw�ow
zas 
	b̂k��	b̂k0� = Ækk0 : (3.3.4)Za lo_zymy dalej, _ze operator b̂(E) wyste�puja�
y w warunku brzegowym (3.3.2) jesttaki, _ze zbi�or funk
ji w lasny
h f	b̂k(E; r)g jest zupe lny w przestrzeni L2h j i(V).Odpowiednia rela
ja zupe lno�s
i ma posta�
Xk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E; r0) = Æ(3)(r � r0) (r; r0 2 V n S): (3.3.5)Zauwa_zmy, _ze poniewa_z na funk
je f	b̂k(E; r)g zosta l narzu
ony warunek brze-gowy (3.3.2), nie wiemy a priori 
zy rela
ja (3.3.5) jest r�ownie_z spe lniona dlapunkt�ow r i r0 le_za�
y
h na powierz
hni S ograni
zaja�
ej obszar V , 
zy te_z nie.Problem ten rozwa_zymy w dalszym 
ia�gu tego podrozdzia lu.Na mo
y za lo_zenia o zupe lno�s
i zbioru funk
ji f	b̂k(E; r)g, funk
je te mo_znawykorzysta�
 jako baze� do rozwinie�
ia w szereg funk
ji falowej 	(E; r) stanowia�
ejrozwia�zanie r�ownania S
hr�odingera (3.1.4). Ozna
zaja�
 grani
e� szeregu przez	b̂(E; r), mamy 	b̂(E; r) = Xk 	b̂k(E; r)
	b̂k��	� (3.3.6)lub jawnie 	b̂(E; r) = wV d3r0 nXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E; r0)o	(E; r0): (3.3.7)



3.3. Konstruk
ja operatora R̂b̂(E): metoda Kapura{Peierlsa{Wignera 33Wsp�o l
zynniki rozwinie�
ia 
	b̂k��	� wyste�puja�
e w r�ownaniu (3.3.6) mo_zna zna-le�z�
 w naste�puja�
y spos�ob: r�ownanie (3.1.4) mno_zymy przez 	�̂bk(E; r), sprze� _zeniezespolone r�ownania (3.3.1) mno_zymy przez 	(E; r), odejmujemy otrzymane r�ow-nania stronami i 
a lkujemy wynik po obje�to�s
i V , dostaja�

Ĥ	b̂k��	�� 
	b̂k��Ĥ	� = �Eb̂k(E)�E�
	b̂k��	�: (3.3.8)Korzystaja�
 z posta
i (3.1.5) hamiltonianu Ĥ oraz z za lo_zonej hermitowsko�s
ioperatora poten
ja lu V̂ , r�ownanie (3.3.8) mo_zemy przepisa�
 w posta
i�h22m
	b̂k��r2	�� �h22m
r2	b̂k��	� = �Eb̂k(E)�E�
	b̂k��	�: (3.3.9)Lewa� strone� powy_zszego r�ownania mo_zna upro�s
i�
, korzystaja�
 z twierdzenia 
a l-kowego Greena
	b̂k��r2	�� 
r2	b̂k��	� = �	b̂k��rn	�� �rn	b̂k��	�: (3.3.10)Przekszta l
aja�
 druga� 
a lke� powierz
hniowa� po prawej stronie r�ownania (3.3.10)z pomo
a� warunku brzegowego (3.3.2) i podstawiaja�
 wynik do r�ownania (3.3.9),otrzymujemy 
	b̂k��	� = �h22m �	b̂k��[rn � b̂℄	�Eb̂k(E) �E ; (3.3.11)ska�d wynika, _ze 	b̂(E; r) = �h22mXk 	b̂k(E; r)�	b̂k��[rn � b̂℄	�Eb̂k(E)�E : (3.3.12)Ze wzgle�du na p�o�zniejsze zastosowania, wygodnie jest przepisa�
 ostatnie r�ownaniew jawnej posta
i	b̂(E; r) = wS d2�0 �h22mXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E �rn � b̂(E)�	(E;�0): (3.3.13)R�ownanie (3.3.13) jest prawdziwe dla dowolnego punktu r w obje�to�s
i V , wsz
zeg�olno�s
i jest ono s luszne dla wszystki
h punkt�ow po lo_zony
h na powierz
hniS 	b̂(E;�) = wS d2�0 �h22mXk 	b̂k(E;�)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E �rn � b̂(E)�	(E;�0): (3.3.14)Zde�niujemy operator 
a lkowy R̂b̂(E) wia�_za�
y ze soba� funk
je powierz
hniowe	(E;�), rn	(E;�) oraz 	b̂(E;�) w naste�puja�
y spos�ob	b̂(E;�) = R̂b̂(E)�rn � b̂(E)�	(E;�): (3.3.15)



34 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraOperator R̂b̂(E) jest reprezentowany przez ja�dro 
a lkowe Rb̂(E;�;�0), kt�ore, jakwynika z r�owna�n (3.3.14) i (3.3.15), ma posta�
Rb̂(E;�;�0) = �h22mXk 	b̂k(E;�)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E : (3.3.16)Rozwa_zmy teraz problem zbie_zno�s
i rozwinie�
ia 	b̂(E; r). Je�sli punkt r le_zywe wne�trzu obje�to�s
i V , na mo
y rela
ji zupe lno�s
i (3.3.5) i r�ownania (3.3.7) mamy	b̂(E; r) = wV d3r0 nXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E; r0)o	(E; r0) = 	(E; r) (r 2 V n S):(3.3.17)Wykorzystuja�
 ten wynik w r�ownaniu (3.3.13), znajdujemy	(E; r) = wS d2�0 �h22mXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E �rn�b̂(E)�	(E;�0) (r 2 VnS):(3.3.18)Rela
ja (3.3.18) jest s luszna dla punkt�ow r le_za�
y
h dowolnie blisko powierz
hniS. Funk
ja 	(E; r) spe lnia r�ownanie r�o_zni
zkowo-
a lkowe drugiego rze�du (3.1.4)i w zwia�zku z tym jest 
ia�g la przy przekra
zaniu powierz
hni S. Dlatego musiza
hodzi�
	(E;�) = limr!� wS d2�0 �h22mXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E �rn � b̂(E)�	(E;�0)(r 2 V n S): (3.3.19)Por�ownanie (3.1.27) z (3.3.19) prowadzi do naste�puja�
ej reprezenta
ji ja�dra 
a lko-wego Rb̂(E;�;�0)Rb̂(E;�;�0) = limr!�( �h22mXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E ) : (3.3.20)Analiza posta
i r�ownania (3.3.20) prowadzi do naste�puja�
ego naturalnego py-tania: 
zy mo_zna w tym r�ownaniu dokona�
 zamiany kolejno�s
i opera
ji limr!� iPk? Innymi s lowy: 
zy ja�dra 
a lkowe Rb̂(E;�;�0) i Rb̂(E;�;�0) sa� identy
zne?Poka_zemy, _ze w nierelatywisty
znej teorii dyskutowanej w tej 
ze��s
i pra
y od-powied�z na tak postawione pytanie jest twierdza�
a. W tym 
elu zauwa_zmy, _zepowy_zszy problem jest blisko zwia�zany z pytaniem: jaka� posta�
 przyjmuje rela-
ja zupe lno�s
i (3.3.5) dla funk
ji f	b̂k(E; r)g w przypadku, gdy kt�orykolwiek zpunkt�ow r, r0 le_zy na powierz
hni S? Na podstawie analizy r�ownania (3.3.5) orazpierwszego z r�owna�n (A.5) za lo_zymy, _ze spe lnione sa� naste�puja�
e rela
jeXk 	b̂k(E;�)	�̂bk(E; r0) = Ab̂(E;�;�0)Æ(1)S (r0) (r0 2 V); (3.3.21)
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ja operatora R̂b̂(E): metoda Kapura{Peierlsa{Wignera 35Xk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0) = Ab̂(E;�;�0)Æ(1)S (r) (r 2 V); (3.3.22)gdzie funk
ja delta Dira
a Æ(1)S (r) jest zde�niowana w uzupe lnieniu A, a hermi-towskie ja�dro Ab̂(E;�;�0), de�niuja�
e powierz
hniowy operator 
a lkowy Âb̂(E),nale_zy znale�z�
. Z de�ni
ji (3.3.7) oraz (3.3.21) wynika, _ze ja�dro Ab̂(E;�;�0) wia�_zeze soba� funk
je powierz
hniowe 	b̂(E;�) i 	(E;�) rela
ja�	b̂(E;�) = wS d2�0 Ab̂(E;�;�0)	(E;�0): (3.3.23)R�ownanie (3.3.23) mo_zna zapisa�
 r�ownowa_znie w posta
i abstrak
yjnej	b̂(E;�) = Âb̂(E)	(E;�): (3.3.24)Poni_zej przedstawimy dwie metody znalezienia ja�dra Ab̂(E;�;�0).Metoda IPrzemn�o_zmy ja�dro Xk0 	b̂k0(E;�)	�̂bk0 (E; r0)z prawej strony przez dowolna� funk
je� w lasna� z bazy f	b̂k(E; r0)g i s
a lkujmywynik po obje�to�s
i V . Z jednej strony, na mo
y rela
ji ortonormalno�s
i (3.3.4),otrzymujemywV d3r0 nXk0 	b̂k0 (E;�)	�̂bk0(E; r0)o	b̂k(E; r0) = 	b̂k(E;�): (3.3.25)Z drugiej strony, z r�ownania (3.3.21) mamywV d3r0 nXk0 	b̂k0(E;�)	�̂bk0(E; r0)o	b̂k(E; r0) = Âb̂(E)	b̂k(E;�): (3.3.26)Z r�owna�n (3.3.25) i (3.3.26) znajdujemy, _zeÂb̂(E)	b̂k(E;�) = 	b̂k(E;�): (3.3.27)Poniewa_z zwia�zek (3.3.27) za
hodzi dla dowolnej z funk
ji f	b̂kg, wnioskujemysta�d, i_z Âb̂(E) = Î , Ab̂(E;�;�0) = Æ(2)(�� �0) (3.3.28)(Î ozna
za tutaj operator jednostkowy w przestrzeni L2( j )(S)). Sta�d oraz z r�ow-nania (3.3.24) wynika, _ze 	b̂(E;�) = 	(E;�); (3.3.29)to zna
zy szereg funk
ji w lasny
h (3.3.12) zbiega do funk
ji 	(E; r) r�ownie_z napowierz
hni S.
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraMetoda IIZnajdziemy r�ownanie r�o_zni
zkowe spe lniane w obje�to�s
i V przez funk
je�	b̂(E; r). Dzia laja�
 na obie strony r�ownania (3.3.12) operatorem Ĥ � E, otrzy-mujemy [Ĥ �E℄	b̂(E; r) = �h22mXk 	b̂k(E; r)�	b̂k��[rn � b̂℄	� (3.3.30)lub w posta
i jawnej�� �h22mr2 + V̂ �E�	b̂(E; r)= �h22m wS d2�0 nXk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0)o�rn � b̂(E)�	(E;�0): (3.3.31)Uwzgle�dniaja�
 de�ni
je� (3.3.22) ja�dra Ab̂(E;�;�0), mo_zemy zapisa�
 r�ownanie(3.3.31) w naste�puja�
y spos�ob�� �h22mr2 + V̂ �E�	b̂(E; r) = Æ(1)S (r) �h22m wS d2�0Ab̂(E;�;�0)�rn�b̂(E)�	(E;�0)(3.3.32)lub r�ownowa_znie�� �h22mr2 + V̂ �E�	b̂(E; r) = Æ(1)S (r) �h22mÂb̂(E)�rn � b̂(E)�	(E;�): (3.3.33)Tworzymy teraz niesko�n
zenie ma ly wale
 o wysoko�s
i " i polu podstawy d2�, przy
zym jedna podstawa wal
a jest sty
zna do powierz
hni S w punk
ie �, a drugapodstawa le_zy wewna�trz obje�to�s
i V . Ca lkuja�
 r�ownanie (3.3.33) po obje�to�s
iwal
a, korzystaja�
 z twierdzenia Gaussa, zmniejszaja�
 naste�pnie wysoko�s�
 wal
ado zera, uwzgle�dniaja�
 fakt, _ze we wne�trzu obje�to�s
i V szereg 	b̂(E; r) zbiega dofunk
ji 	(E; r) i dziela�
 wynik przez pole powierz
hni podstawy wal
a, otrzymu-jemy� �h22m�rn	b̂(E;�)�rn	(E;�)� = �h22mÂb̂(E)�rn � b̂(E)�	(E;�): (3.3.34)Z r�ownania (3.3.34) wida�
, _ze po
hodna normalna funk
ji�b̂(E; r) = 	b̂(E; r)�	(E; r) (3.3.35)w dowolnym punk
ie � le_za�
ym na powierz
hni S jest sko�n
zona, 
o implikuje,_ze funk
ja �b̂(E; r) musi by�
 w punk
ie � 
ia�g la. Poniewa_z jednak wewna�trzobje�to�s
i V funk
ja ta znika (patrz dyskusja naste�puja�
a po r�ownaniu (3.3.16)),znajdujemy sta�d, _ze na powierz
hni S	b̂(E;�) = 	(E;�); (3.3.36)
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o, w po la�
zeniu z r�ownaniem (3.3.24), prowadzi do wyniku (3.3.28), to zna
zy downiosku, _ze, niezale_znie od warto�s
i energii E, operator Âb̂(E) jest operatoremjednostkowym.Wynik zawarty w r�ownania
h (3.3.29) oraz (3.3.36) pozwala nam na przepisanier�ownania (3.3.15) w posta
i	(E;�) = R̂b̂(E)�rn � b̂(E)�	(E;�): (3.3.37)Z por�ownania (3.1.26) z (3.3.37) wynika, _ze operatory R̂b̂(E) i R̂b̂(E) sa� identy
zneR̂b̂(E) = R̂b̂(E): (3.3.38)Ozna
za to, _ze ja�dra obu operator�ow musza� by�
 takie same i po skorzystaniu zr�ownania (3.3.16) otrzymujemy naste�puja�
a� reprezenta
je�3d ja�dra Rb̂(E;�;�0)Rb̂(E;�;�0) = �h22mXk 	b̂k(E;�)	�̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E : (3.3.39)R�ownanie (3.3.39) ozna
za, _ze opera
je Pk i limr!� w r�ownaniu (3.3.20) rze-
zywi�s
ie komutuja�. Dodajmy jesz
ze, _ze ze wzoru (3.3.39) oraz z rze
zywi-sto�s
i warto�s
i w lasny
h fEb̂k(E)g zagadnienia (3.3.1) i (3.3.2) wynika, _ze ja�droRb̂(E;�;�0) posiada w lasno�s�
 symetriiRb̂(E;�;�0) = R�̂b(E;�0;�); (3.3.40)
o zgadza sie� z naszym w
ze�sniejszym stwierdzeniem (patrz argumenta
ja prowa-dza�
a do r�ownania (3.1.25)), _ze operator R̂b̂(E) jest hermitowski.Znaja�
 posta�
 ja�dra Rb̂(E;�;�0), mo_zemy znale�z�
 ma
ierz Rb(E). Rzutuja�
r�ownanie (3.3.39) z lewej i z prawej strony na powierz
hniowe funk
je bazowef�i(�)g, otrzymujemy dobrze znany wynik dla Rb(E) (patrz, na przyk lad, [89℄)Rb(E) = �h22mXk Pbk(E)Pybk(E)Ebk(E)�E ; (3.3.41)gdzie fPbk(E)g sa� ma
ierzami jednokolumnowymi z elementami fPi;bk(E) =��i��	b̂k�g, a fPybk(E)g sa� ma
ierzami jednowierszowymi z elementami fP �i;bk(E) =�	b̂k���i�g. Nale_zy zazna
zy�
, _ze szybko�s�
, z jaka� szeregi stoja�
e po prawej stronier�owna�n (3.3.39) i (3.3.41) zbiegaja� do swy
h grani
, mo_ze zale_ze�
 w spos�ob istotnyzar�owno od warto�s
i energii E, jak i od konkretnego wyboru operatora b̂(E).Na zako�n
zenie tej 
ze��s
i naszy
h rozwa_za�n zwr�o
imy jesz
ze uwage�, _ze zr�owna�n (3.3.21), (3.3.22) oraz z drugiego z r�owna�n (3.3.28) otrzymuje sie� naste�-puja�
e rozszerzenie rela
ji zupe lno�s
i (3.3.5) na przypadek, gdy jeden z punkt�owle_zy na powierz
hni SXk 	b̂k(E;�0)	�̂bk(E; r) =Xk 	b̂k(E; r)	�̂bk(E;�0) = Æ(3)(r � �0)(r 2 V , �0 2 S): (3.3.42)3d Reprezenta
ja (3.3.39) nie jest reprezenta
ja� spektralna� ja�dra Rb̂(E;�;�0)!
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingera3.4 Konstruk
ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z nierelatywisty
zna�teoria� R-ma
ierzyZ teorii ra
hunku waria
yjnego wiadomo [136℄, _ze warto�s
i w lasne liniowegooperatora hermitowskiego mo_zna zde�niowa�
 jako warto�s
i sta
jonarne pewnegofunk
jona lu przyjmuja�
ego warto�s
i rze
zywiste dla dowolnej funk
ji pr�obnej, przy
zym funk
jona l jest sta
jonarny dla funk
ji pr�obny
h be�da�
y
h funk
jami w lasny-mi danego operatora. Bazuja�
 na jednolitej metodzie konstruk
ji zasad waria
yj-ny
h om�owionej w pra
a
h Pomraninga [126℄, Gerjuoya, Rau i Spru
ha [48℄ orazSta
eya [127℄, w podrozdzia la
h 3.4.1 i 3.4.2 poka_zemy, w jaki spos�ob przebiegakonstruk
ja odpowiedni
h funk
jona l�ow dla warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E) iR̂(E). Opieraja�
 sie� na tej samej metodzie, w podrozdzia la
h 3.4.3{3.4.5 om�owimysz
zeg�o lowo konstruk
je� biliniowy
h zasad waria
yjny
h dla element�ow ma
ierzo-wy
h operator�ow B̂(E) i R̂b̂(E) oraz ilorazowy
h biliniowy
h zasad waria
yjny
hdla odwrotno�s
i ty
h element�ow ma
ierzowy
h.3.4.1 Zasada waria
yjna dla warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E)W tym podrozdziale za 
el postawimy sobie skonstruowanie zasady waria
yj-nej dla warto�s
i w lasny
h fbi(E)g operatora B̂(E), kt�ore sa� li
zbami rze
zywistymizde�niowanymi bezpo�srednio r�ownaniami (3.1.15) i (3.1.16) oraz po�srednio (gdy_zwymienione r�ownania zawieraja� 	i(E;�) lub rn	i(E;�)) r�ownaniem (3.1.14). Zpunktu widzenia teorii ra
hunku waria
yjnego, jest to zagadnienie waria
yjne zwie�zami. Tego typu zadania rozwia�zuje sie�, wykorzystuja�
 metode� nieozna
zo-ny
h wsp�o l
zynnik�ow lub funk
ji Lagrange'a [137℄. Poste�puja�
 zgodnie z sugestia�Ra�seeva [35℄, zastosujemy przepis podany przez Gerjuoya, Rau i Spru
ha [48℄(patrz r�ownie_z [126, 127℄) i utworzymy funk
jona l3eF [b; �;�;	℄ = b+ ����rn	� b	�+ 
���[Ĥ �E℄	�: (3.4.1)W r�ownaniu (3.4.1) b jest pewna� li
zba� (niekonie
znie rze
zywista�), �(�) jestdowolna� odpowiednio regularna� funk
ja� zde�niowana� na powierz
hni S, a 	(r)oraz �(r) sa� dowolnymi odpowiednio regularnymi funk
jami zde�niowanymi wobje�to�s
i V . Pomo
ni
ze funk
je �(�) i �(r) pe lnia� role� nieozna
zony
h funk
jiLagrange'a uwzgle�dniaja�
y
h wie�zy odpowiednio (3.1.15) i (3.1.14). Je�sli funk
ja	(r) jest r�owna jednej z funk
ji w lasny
h 	(E; r) operatora B̂(E) i je_zeli jedno-
ze�snie li
zba b jest r�owna odpowiedniej warto�s
i w lasnej b(E), w�ow
zasF [b(E); �;�;	℄ = b(E); (3.4.2)niezale_znie od posta
i funk
ji Lagrange'a �(�) i �(r). Z og�olnej teorii konstruk
jizasad waria
yjny
h wiadomo [48℄, _ze istnieja� takie funk
je �(�) i �(r), i_z funk
jona l(3.4.1) jest sta
jonarny dla in�nitezymalnie ma ly
h waria
ji parametru b i funk
ji	(r) wok�o l b(E) i 	(E; r),Æb = b� b(E); Æ	(r) = 	(r)�	(E; r); (3.4.3)3e Dla przejrzysto�s
i, w dalszym 
ia�gu tego podrozdzia lu be�dziemy opusz
zali indeksynumeruja�
e warto�s
i w lasne i funk
je w lasne operatora B̂(E) oraz zwia�zane z nimi wielko�s
i.
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h waria
ji funk
ji Lagrange'a �(�) i �(r) wok�o lfunk
ji �(�) i �(r),Æ�(�) = �(�)� �(�); Æ�(r) = �(r)� �(r); (3.4.4)to zna
zy ÆF [b; �;�;	℄ = 0: (3.4.5)Znajdziemy teraz funk
je �(�) oraz �(r) i poka_zemy, _ze sa� one blisko zwia�zanez funk
ja� 	(E; r). Wariuja�
 r�ownanie (3.4.1), mamyÆF [b; �;�;	℄ = Æb+ �Æ���rn	� b	�� Æb����	�+ ����rnÆ	� bÆ	�+ 
Æ���[Ĥ �E℄	�+ 
���[Ĥ �E℄Æ	�: (3.4.6)Ze wzgle�du na r�ownania (3.1.15) i (3.1.14), drugi i pia�ty wyraz po prawej stroniesa� r�owne zero i w konsekwen
ji r�ownanie (3.4.6) uprasz
za sie� do posta
iÆF [b; �;�;	℄ = Æb�1� ����	��+ ����rnÆ	� bÆ	�+ 
���[Ĥ �E℄Æ	�: (3.4.7)Wykorzystuja�
 twierdzenie 
a lkowe Greena, ostatni 
z lon po prawej stronie po-wy_zszego r�ownania mo_zna przekszta l
i�
 w naste�puja�
y spos�ob
���[Ĥ �E℄Æ	� = 
[Ĥ �E℄���Æ	�+ �h22m�rn���Æ	�� �h22m����rnÆ	�; (3.4.8)
o pozwala nam przepisa�
 pierwsza� waria
je� funk
jona lu (3.4.1) w posta
iÆF [b; �;�;	℄ = Æb�1� ����	��+� �h22mrn�� b����� Æ	�+��� �h22m�����rnÆ	�+ 
[Ĥ �E℄���Æ	�: (3.4.9)Warunkiem wystar
zaja�
ym na to, by spe lniona by la rela
ja (3.4.5) jest, by za-
hodzi ly zwia�zki 1� ����	� = 0; (3.4.10)[Ĥ �E℄�(r) = 0 (r 2 V); (3.4.11)�(�)� �h22m�(�) = 0 (� 2 S); (3.4.12)�h22mrn�(�)� b(E)�(�) = 0 (� 2 S): (3.4.13)Z ostatni
h dw�o
h r�owna�n wynika, _zern�(�)� b(E)�(�) = 0; (3.4.14)�(�) = �h22m�(�): (3.4.15)
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraPor�ownanie (3.4.11) i (3.4.14) z (3.1.14) i (3.1.15) prowadzi do wniosku, _ze funk
ja�(r) spe lnia dok ladnie to samo liniowe r�ownanie r�o_zni
zkowo-
a lkowe w obje�to�s
iV oraz dok ladnie ten sam warunek brzegowy na powierz
hni S, 
o funk
ja 	(E; r).W zwia�zku z tym mo_zemy przyja��
�(r) = �	(E; r); (3.4.16)gdzie � jest sta la�, kt�ora� nale_zy wyzna
zy�
. Aby znale�z�
 �, wykorzystamy r�ownanie(3.4.15) oraz warunek (3.4.10), otrzymuja�
� = 2m�h2 1�	��	� ; (3.4.17)ska�d wynika, _ze �(r) = 2m�h2 1�	��	�	(E; r) (3.4.18)i �(�) = 1�	��	�	(E;�): (3.4.19)Zale_zno�s
i (3.4.18) i (3.4.19) pozwalaja� nam zmniejszy�
 li
zbe� argument�ow funk-
jona lu (3.4.1). W tym 
elu w dalszym 
ia�gu ograni
zymy sie� do rozwa_zania tylkotaki
h funk
ji Lagrange'a �(r) i �(�), kt�ore zwia�zane sa� z funk
ja� 	(r) rela
jami�(r) = 2m�h2 1�	��	�	(r); (3.4.20)�(�) = 1�	��	�	(�); (3.4.21)analogi
znymi do rela
ji (3.4.18) i (3.4.19) wia� _za�
y
h funk
je �(r), �(�) i 	(E; r).Uwzgle�dniaja�
 rela
je (3.4.20) i (3.4.21), otrzymujemy naste�puja�
a� posta�
 funk-
jona lu (3.4.1) F [	℄ = �	��rn	��	��	� + 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��	��	� : (3.4.22)Nale_zy zauwa_zy�
, _ze pomimo i_z nie 
zynili�smy _zadny
h za lo_ze�n 
o do zwia�zkupomie�dzy li
zba� b a funk
ja� 	(r), funk
jona l (3.4.22) nie zale_zy od b.Jak wynika z przedstawionej wy_zej metody konstruk
ji, funk
jona l (3.4.22) jeststa
jonarny dla dowolny
h in�nitezymalnie ma ly
h waria
ji 	(r) wok�o l 	(E; r),a warto�s�
 sta
jonarna tego funk
jona lu, osia�gana dla 	(r) = 	(E; r), jest r�ownawarto�s
i w lasnej b(E) operatora B̂(E) odpowiadaja�
ej funk
ji w lasnej 	(E;�).Zauwa_zmy ponadto, _ze zastosowanie twierdzenia 
a lkowego Greena do 
a lki obje�-to�s
iowej po prawej stronie r�ownania (3.4.22) przekszta l
a to r�ownanie do posta
iF [	℄ = �rn	��	��	��	� + 2m�h2 
[Ĥ �E℄	��	��	��	� : (3.4.23)
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yjny
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h z nierelatywisty
zna� teoria� ... 41Por�ownanie (3.4.23) z (3.4.22) prowadzi do wniosku, _zeF [	℄ = F �[	℄; (3.4.24)
o ozna
za, _ze funk
jona l (3.4.22) jest rze
zywisty dla dowolnej funk
ji pr�obnej	(r). Jest to 
e
ha po_za�dana, gdy_z warto�s
i przyjmowane przez ten funk
jona l sa�osza
owaniami rze
zywisty
h warto�s
i w lasny
h b(E).Podsumowuja�
 wyniki uzyskane w tym podrozdziale, stwierdzamy, _ze skonstru-owali�smy naste�puja�
a zasade� waria
yjna� dla warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E)b(E) = stat	 (�	��rn	��	��	� + 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��	��	� ) ; (3.4.25)przy 
zym od funk
ji pr�obny
h 	(r) wymagamy jedynie, aby by ly 
ia�g le wraz zpierwszymi po
hodnymi w obje�to�s
i V (w sz
zeg�olno�s
i, funk
je 	(r) nie musza�by�
 unormowane).Zasada waria
yjna (3.4.25) zosta la po raz pierwszy podana (bez opisu konstruk-
ji) przez Kohna [16℄. Zasada ta, uog�olniona do posta
i daja�
ej sie� zastosowa�
 douk lad�ow wieloelektronowy
h, jest intensywnie wykorzystywana w �zy
e atomowej,przede wszystkim w badania
h fotojoniza
ji i fotoabsorp
ji uk lad�ow atomowy
h[36℄.Zasada (3.4.25) jest najprostsza�, ale nie jedyna�, spo�sr�od zasad dla warto�s
iw lasny
h operatora B̂(E). Przyk ladem alternatywnej zasady waria
yjnej, r�ownie_zprowadza�
ej do rze
zywisty
h osza
owa�n warto�s
i w lasny
h, jest zasadab(E) = stat	 (�rn	��rn	��	��rn	� " �	��rn	��rn	��rn	� + 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��rn	��rn	� # �rn	��rn	��rn	��	� ) ;(3.4.26)kt�ora� mo_zna otrzyma�
, biora�
 za punkt wyj�s
ia, zamiast funk
jona lu (3.4.1), funk-
jona l F [b; �;�;	℄ = b+ ����b�1rn	�	�+ 
���[Ĥ �E℄	� (3.4.27)i szukaja�
 naste�pnie optymalny
h zale_zno�s
i pomie�dzy b, �(�), �(r) i 	(r) wspos�ob analogi
zny do przedstawionego powy_zej. Por�ownanie obu zasad (3.4.25) i(3.4.26) prowadzi jednak do naty
hmiastowego wniosku, _ze zde
ydowanie prostsza,a wie�
 i przydatniejsza w zastosowania
h, jest zasada (3.4.25).W rozdziale 6 rozwa_zymy mo_zliwo�s�
 wykorzystania funk
ji pr�obny
h typuRayleigha{Ritza do znajdowania przybli_zony
h warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E)w opar
iu o zasade� waria
yjna� (3.4.25).3.4.2 Zasada waria
yjna dla warto�s
i w lasny
h operatora R̂(E)W tym podrozdziale skonstruujemy funk
jona l, kt�orego warto�s
i sta
jonarnesa� warto�s
iami w lasnymi operatora R̂(E). Punktem wyj�s
ia naszy
h rozwa_za�nbe�dzie obserwa
ja, _ze warto�s
i w lasne operatora R̂(E) sa� odwrotno�s
iami warto�s
i
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraw lasny
h operatora B̂(E) i _ze warunek brzegowy (3.1.15) mo_ze zosta�
 przepisanyw posta
i3f rn	(E;�)� �b�1(E)��1	(E;�) = 0: (3.4.28)Rozwa_zmy funk
jona lF [b�1; �;�;	℄ = b�1 + ����rn	� (b�1)�1	�+ 
���[Ĥ �E℄	�; (3.4.29)w kt�orym b�1 jest pewna� li
zba� (niekonie
znie rze
zywista�), �(�) jest odpowiednioregularna� funk
ja� zde�niowana� na powierz
hni S, a �(r) oraz 	(r) sa� odpowied-nio regularnymi funk
jami zde�niowanymi w obje�to�s
i V . Pomo
ni
ze funk
je�(�) i �(r) sa� funk
jami Lagrange'a dla rozpatrywanego przez nas zagadnieniai uwzgle�dniaja� odpowiednio warunki (3.4.28) oraz (3.1.14) de�niuja�
e warto�s
iw lasne b(E) i funk
je 	(E; r). Pierwsza waria
ja funk
jona lu (3.4.29), be�da�
awynikiem in�nitezymalnie ma ly
h waria
ji jego argument�ow odpowiednio wok�o lb�1(E), �(�), �(r) oraz 	(E; r), gdzie �(�) i �(r) sa� pewnymi, na razie dowol-nymi, funk
jami, jest r�ownaÆF [b�1; �;�;	℄ = Æb�1+Æb�1b2����	�+����rnÆ	�bÆ	�+
���[Ĥ�E℄Æ	� (3.4.30)(zar�owno tutaj, jak i poni_zej, Æb�1 ozna
za Æ(b�1), a nie (Æb)�1). R�ownanie(3.4.30), po zastosowaniu wzoru 
a lkowego Greena, mo_ze zosta�
 przepisane w po-sta
i ÆF [b�1; �;�;	℄ = Æb�1�1 + b2����	��+� �h22mrn�� b����� Æ	�+��� �h22m�����rnÆ	�+ 
[Ĥ �E℄���Æ	�: (3.4.31)Dobierzemy teraz funk
je �(�) i �(r) w taki spos�ob, aby funk
jona l (3.4.29) by lsta
jonarny dla in�nitezymalnie ma ly
h waria
ji jego argument�ow wok�o l b�1(E),�(�), �(r) oraz 	(E; r) ÆF [b�1; �;�;	℄ = 0: (3.4.32)Z posta
i r�ownania (3.4.31) wida�
, _ze w tym 
elu wystar
zy przyja��
1 + b2(E)����	� = 0; (3.4.33)[Ĥ �E℄�(r) = 0 (r 2 V); (3.4.34)�h22mrn�(�)� b(E)�(�) = 0 (� 2 S); (3.4.35)�(�)� �h22m�(�) = 0 (� 2 S): (3.4.36)3f Dla przejrzysto�s
i, w tym podrozdziale be�dziemy opusz
zali indeksy przy warto�s
ia
hw lasny
h i funk
ja
h w lasny
h operatora R̂(E) oraz przy zwia�zany
h z nimi wielko�s
ia
h.
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zna� teoria� ... 43Z r�owna�n (3.4.35) i (3.4.36) wynika warunek brzegowy spe lniany na powierz
hniS przez funk
je� �(r) rn�(�)� b(E)�(�) = 0 (3.4.37)oraz rela
ja pomie�dzy funk
ja� �(�) a po
hodna� normalna� funk
ji �(r) na po-wierz
hni S �(�) = �h22mb�1(E)rn�(�): (3.4.38)Z por�ownania (3.4.34) i (3.4.37) z (3.1.14) i (3.1.15) wnioskujemy, _ze funk
je� La-grange'a �(r) mo_zna wybra�
 w posta
i�(r) = �	(E; r); (3.4.39)gdzie sta la� � nale_zy wyzna
zy�
. Wykorzystuja�
 r�ownania (3.4.33), (3.4.36) oraz(3.4.39), znajdujemy� = �2m�h2 b�2(E) 1�	��	� = �2m�h2 1�rn	��rn	� ; (3.4.40)ska�d wynika, _ze �(r) = �2m�h2 1�rn	��rn	�	(E; r) (3.4.41)oraz, po skorzystaniu z r�owna�n (3.4.38) i (3.4.41),�(�) = � �	��	��	��rn	��rn	��rn	�rn	(E;�): (3.4.42)Przy wyprowadzeniu r�ownania (3.4.42) uwzgle�dnili�smy, _zeb�1(E) = �	��	��	��rn	� = �	��	��rn	��	� : (3.4.43)W dalszy
h rozwa_zania
h za lo_zymy, _ze li
zba b�1 jest zwia�zana z funk
ja� 	(r)rela
ja� (por�ownaj (3.4.43)) b�1 = �	��	��rn	��	� (3.4.44)i ograni
zymy sie� do rozpatrywania tylko taki
h funk
ji Lagrange'a �(�) i �(r),kt�ore mo_zna zapisa�
 w posta
ia
h (por�ownaj odpowiednio (3.4.42) oraz (3.4.41))�(�) = � �	��	��	��rn	��rn	��rn	�rn	(�); (3.4.45)�(r) = �2m�h2 1�rn	��rn	�	(r): (3.4.46)



44 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraW tym miejs
u nale_zy u
zyni�
 dwie uwagi. Po pierwsze, osza
owanie (3.4.44)dla b�1(E) w og�olno�s
i nie be�dzie rze
zywiste, 
ho
ia_z b�1(E) jest li
zba� rze
zy-wista�. Po drugie, je�sli funk
ja pr�obna 	(r) r�o_zni sie� od funk
ji 	(E; r) o wielko�s�
ma la� pierwszego rze�du (innymi s lowy, je_zeli 	(r) jest rozsa�dnym osza
owaniemfunk
ji w lasnej 	(E; r)), w�ow
zas o
zywi�s
ie li
zba b�1 oraz funk
je �(�) i �(r)zde�niowane powy_zej r�ownie_z be�da� r�o_zni ly sie� od b�1(E), �(�) i �(r), zde�nio-wany
h odpowiednio r�ownaniami (3.4.43), (3.4.42) i (3.4.41), o wielko�s
i ma lepierwszego rze�du.Podstawienie sz
zeg�olny
h posta
i b�1, �(�) oraz �(r) dany
h r�ownaniami(3.4.44){(3.4.46) do wzoru (3.4.29) prowadzi do naste�puja�
ej posta
i funk
jona luF [	℄, zale_znej jedynie od funk
ji 	(r)F [	℄ = �rn	��	��rn	��rn	� � 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��rn	��rn	� : (3.4.47)Ten sam funk
jona l mo_zna otrzyma�
, je_zeli zamiast b�1 zde�niowanego r�ownaniem(3.4.44) u_zy�
 b�1 = �rn	��	��rn	��rn	� ; (3.4.48)pozostawiaja�
 przy tym bez zmian funk
je Lagrange'a (3.4.45) i (3.4.46).Wykorzystuja�
 twierdzenie Greena do przekszta l
enia prawej strony r�ownania(3.4.47), znajdujemyF [	℄ = �	��rn	��rn	��rn	� � 2m�h2 
[Ĥ �E℄	��	��rn	��rn	� : (3.4.49)Por�ownanie tego wyniku z (3.4.47) pokazuje, _ze funk
jona l F [	℄, podobnie jakfunk
jona l (3.4.22), jest rze
zywisty dla dowolnej funk
ji pr�obnej 	(r),F [	℄ = F �[	℄: (3.4.50)Podsumowuja�
, znale�zli�smy naste�puja�
a� zasade� waria
yjna� dla warto�s
i w la-sny
h operatora R̂(E) (r�ownowa_znie | dla odwrotno�s
i warto�s
i w lasny
h opera-tora B̂(E))b�1(E) = stat	 ( �rn	��	��rn	��rn	� � 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��rn	��rn	� ) ; (3.4.51)przy 
zym warto�s
i sta
jonarne sa� przyjmowane dla ty
h funk
ji 	(r), kt�ore sa�funk
jami w lasnymi operatora R̂(E). Zasada (3.4.51) jest analogi
zna do zasadywaria
yjnej Kohna (3.4.25) dla warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E).W zako�n
zeniu podrozdzia lu 3.4.1 wspomnieli�smy, _ze zasada Kohna (3.4.25)jest najprostsza�, ale nie jedyna�, zasada� waria
yjna� dla warto�s
i w lasny
h operatoraB̂(E) i podali�smy przyk lad innej, bardziej z lo_zonej, zasady daja�
ej r�ownie_z rze-
zywiste osza
owania b(E). Podobnie, pr�o
z zasady (3.4.51) istnieje niesko�n
zenie
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yjny
h dla warto�s
i w lasny
h operatora R̂(E). Na przyk lad,przyjmuja�
 jako punkt wyj�s
ia, zamiast funk
jona lu (3.4.29), funk
jona lF [b�1; �;�;	℄ = b�1 + �� ���b�1rn	�	�+ 
���[Ĥ �E℄	�; (3.4.52)otrzymuje sie� naste�puja�
a� zasade� waria
yjna�b�1(E) = stat	 ( �	��	��	��rn	� "�rn	��	��	��	� � 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��	��	� # �	��	��rn	��	�) ;(3.4.53)r�ownie_z prowadza�
a� do rze
zywisty
h osza
owa�n warto�s
i b�1(E). Zasada (3.4.51)ma jednak te� przewage� nad zasada� (3.4.53) i nad innymi zasadami, i_z u_zyty w niejfunk
jona l ma najprostsza� mo_zliwa� posta�
.W rozdziale 6 przedyskutujemy zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza do znajdowania przybli_zony
h warto�s
i w lasny
h operatora R̂(E), wykorzy-stuja�
 zasade� waria
yjna� (3.4.51).3.4.3 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operatora R̂b̂(E)i i
h odwrotno�s
iW tym podrozdziale om�owimy sposoby konstruk
ji zasad waria
yjny
h dla ele-ment�ow ma
ierzowy
h ����R̂b̂�0� operatora R̂b̂(E) pomie�dzy dwiema dowolnymiodpowiednio regularnymi funk
jami �(�) i �0(�) zde�niowanymi na powierz
hniS oraz dla odwrotno�s
i ty
h element�ow ma
ierzowy
h, ����R̂b̂�0��1. Podkre�slamy,_ze nie wymagamy, aby funk
je �(�) i �0(�) by ly ortogonalne wzgle�dem powierz
h-niowego ilo
zynu skalarnego ( j ).Konstruk
je� rozpo
zniemy od wprowadzenia dw�o
h funk
ji 	(E; r) i 	0(E; r)nale_za�
y
h do zbioru DV(E) (patrz de�ni
ja naste�puja�
a po r�ownaniu (3.1.6)) ispe lniaja�
y
h na powierz
hni S niejednorodne mieszane warunki brzegowe3g�rn � b̂(E)�	(E;�) = �(�); �rn � b̂(E)�	0(E;�) = �0(�): (3.4.54)Poniewa_z z za lo_zenia funk
je 	(E; r) i 	0(E; r) nale_za� do DV(E), korzystaja�
z r�owna�n (3.1.10) oraz (3.1.24), rela
je (3.4.54) mo_zna r�ownowa_znie przepisa�
 wposta
i 	(E;�) = R̂b̂(E)�(�); 	0(E;�) = R̂b̂(E)�0(�): (3.4.55)W pierwszej kolejno�s
i naszym 
elem be�dzie skonstruowanie funk
jona lu, kt�o-rego warto�s�
 sta
jonarna jest r�owna warto�s
i elementu ma
ierzowego ����R̂b̂�0�.Potraktujemy r�ownania (3.1.4), (3.4.54) i (3.4.55) jako wie�zy i be�dziemy szukalifunk
jona lu w posta
iF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = ����R̂b̂�0�+ ����	0 � R̂b̂�0�+ ����rn	0 � b̂	0 � �0�+ 
���[Ĥ �E℄	0�: (3.4.56)3g Funk
je 	(E;�) u_zywane w tym podrozdziale nie sa�, w og�olno�s
i, funk
jami w lasnymi opera-tor�ow B̂(E) oraz R̂(E), do ozna
zania kt�ory
h w dw�o
h poprzedni
h podrozdzia la
h u_zywali�smytego samego symbolu.
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraW r�ownaniu (3.4.56) R̂b̂ jest pewnym operatorem 
a lkowym3h (niekonie
znie her-mitowskim) dzia laja�
ym na funk
je zde�niowane na powierz
hni S, �(�) oraz �(�)sa� odpowiednio regularnymi i poza tym 
a lkowi
ie dowolnymi funk
jami zde�nio-wanymi na powierz
hni S, pod
zas gdy 	0(r) i �(r) sa� dowolnymi odpowiednioregularnymi funk
jami zde�niowanymi w obje�to�s
i V . Funk
je �(�), �(�) i �(r) sa�funk
jami Lagrange'a dla rozwa_zanego przez nas zagadnienia. Przypu�s�
my teraz,_ze funk
jona l (3.4.56) zostaje poddany in�nitezymalnie ma lym waria
jom jego ar-gument�ow R̂b̂, �(�), �(�), �(r), 	0(r) wok�o l R̂b̂(E), �(�), �(�), �(r), 	0(E; r),gdzie �(�), �(�) i �(r) sa� pewnymi, jak na razie dowolnymi, funk
jami. Pierwszawaria
ja funk
jona lu jest r�ownaÆF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = ����ÆR̂b̂�0�+ ����Æ	0 � ÆR̂b̂�0�+ ����rnÆ	0 � b̂Æ	0�+ 
���[Ĥ �E℄Æ	0�; (3.4.57)gdzie wykorzystali�smy fakt, _ze 
z lony zawieraja�
e waria
je Æ�(�), Æ�(�) i Æ�(r)musza� znika�
, aby spe lnione by ly warunki (3.1.4), (3.4.54) oraz (3.4.55). Za-stosowanie twierdzenia 
a lkowego Greena do ostatniego 
z lonu po prawej stronier�ownania (3.4.57) pozwala przepisa�
 to r�ownanie w posta
iÆF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = ��� ���ÆR̂b̂�0�+��� b̂�+ �h22mrn����� Æ	0�+��� �h22m�����rnÆ	0�+ 
[Ĥ �E℄���Æ	0�: (3.4.58)Dobierzemy teraz w taki spos�ob funk
je �(�), �(�) oraz �(r), aby znika la pierwszawaria
ja funk
jona lu (3.4.56), to zna
zyÆF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = 0: (3.4.59)Jak wynika z posta
i prawej strony r�ownania (3.4.58), warunkiem dostate
znymza
hodzenia (3.4.59) jest, aby spe lnione by ly naste�puja�
e rela
je[Ĥ �E℄�(r) = 0 (r 2 V); (3.4.60)�(�)� �(�) = 0 (� 2 S); (3.4.61)�(�)� b̂(E)�(�) + �h22mrn�(�) = 0 (� 2 S) (3.4.62)oraz �(�)� �h22m�(�) = 0 (� 2 S): (3.4.63)Jako konsekwen
je� r�owna�n (3.4.61){(3.4.63), otrzymujemy�(�) = �(�); (3.4.64)3h Operatora R̂b̂ nie nale_zy myli�
 z operatorem R̂b̂(E) o ja�drze zde�niowanym r�ownaniem(3.3.16).
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zna� teoria� ... 47�rn � b̂(E)��(�) = �2m�h2 �(�): (3.4.65)Z r�owna�n (3.4.60) i (3.1.4) wynika, _ze w obje�to�s
i V funk
ja �(r) jest rozwia�zaniemtego samego r�ownania, 
o funk
ja falowa 	(E; r). Na powierz
hni S funk
ja�(r) spe lnia natomiast niejednorodny mieszany warunek brzegowy (3.4.65), kt�oryr�o_zni sie� od warunku (3.4.54) narzu
onego na funk
je� 	(E; r) jedynie 
zynnikiem�2m=�h2 w 
z lonie niejednorodnym. Ozna
za to, _ze mo_zemy przyja��
�(r) = �2m�h2 	(E; r); (3.4.66)ska�d wynika, _ze �(�) = �	(E;�) (3.4.67)(por�ownaj (3.4.63)).W dalszym 
ia�gu dyskusji ograni
zymy sie� do rozwa_zania jedynie taki
h funk-
ji Lagrange'a �(�), �(�) oraz �(r), kt�ore zwia�zane sa� z funk
jami �(�) i 	(r)rela
jami analogi
znymi do zwia�zk�ow (3.4.64), (3.4.66) i (3.4.67)  la�
za�
y
h �(�),�(�), �(r) z �(�) i 	(E; r) �(�) = �(�); (3.4.68)�(�) = �	(�); (3.4.69)�(r) = �2m�h2 	(r): (3.4.70)O
zywi�s
ie, je_zeli funk
ja 	(r) r�o_zni sie� od funk
ji 	(E; r) o wielko�s�
 ma la� pierw-szego rze�du, funk
je Lagrange'a �(�) i �(r) okre�slone powy_zej be�da� r�o_zni ly sie�od �(�) i �(r) zde�niowany
h odpowiednio r�ownaniami (3.4.67) i (3.4.66) tak_ze owielko�s
i ma le pierwszego rze�du.Podstawiaja�
 wybrane przez nas sz
zeg�olne posta
ie funk
ji Lagrange'a (3.4.68){(3.4.70) do r�ownania (3.4.56), otrzymujemy funk
jona lF [�;�0; 	;	0℄ = ����	0�+ �	���0�� �	��[rn� b̂℄	0�� 2m�h2 
	��[Ĥ�E℄	0� (3.4.71)niezale_zny od operatora R̂b̂. Stosuja�
 twierdzenie Greena do 
a lki obje�to�s
iowejstoja�
ej po prawej stronie powy_zszego r�ownania, mo_zna sprawdzi�
, _ze funk
jona l(3.4.71) posiada w lasno�s�
 symetriiF [�;�0; 	;	0℄ = F �[�0;�; 	0;	℄: (3.4.72)W lasno�s�
 ta jest po_za�dana, gdy_z warto�s
i li
zbowe funk
jona l�ow F [�;�0; 	;	0℄oraz F [�0;�; 	0;	℄ sa� osza
owaniami element�ow ma
ierzowy
h odpowiednio����R̂b̂�0� oraz ��0��R̂b̂�� = ����R̂b̂�0�� dla hermitowskiego operatora R̂b̂(E).Funk
jona l (3.4.71) jest sta
jonarny dla in�nitezymalnie ma ly
h, g ladki
h ipoza tym dowolny
h waria
ji funk
ji 	(r) i 	0(r) odpowiednio wok�o l funk
ji



48 3. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania S
hr�odingera	(E; r) i 	0(E; r) zde�niowany
h r�ownaniami (3.1.4) i (3.4.54), a jego warto�s�
sta
jonarna jest r�owna ����R̂b̂�0�. Otrzymujemy wobe
 tego zasade� waria
yjna�����R̂b̂�0� = stat	;	0�����	0�+ �	���0�� �	��[rn � b̂℄	0�� 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�� :(3.4.73)Zasada (3.4.73) zosta la znaleziona, w spos�ob odmienny od przedstawionego powy-_zej, przez Shimamure� [28℄.Mo_zemy r�ownie_z skonstruowa�
 zasade� waria
yjna� dla ����R̂b̂�0��1. W tym
elu potraktujemy r�ownania (3.1.4), (3.4.54) i (3.4.55) jako wie�zy i rozwa_zymyfunk
jona lF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = 1����R̂b̂�0� + ����	0 � R̂b̂�0�+ ����rn	0 � b̂	0 � �0�+ 
���[Ĥ �E℄	0�: (3.4.74)Tak jak w przypadku om�owionej powy_zej metody konstruk
ji zasady (3.4.73), po-szukamy taki
h sz
zeg�olny
h posta
i �(�), �(�) i �(r) funk
ji Lagrange'a �(�),�(�) i �(r), aby pierwsza waria
ja funk
jona lu (3.4.74) odpowiadaja�
a in�nitezy-malnym waria
jom R̂b̂, �(�), �(�), �(r), 	0(r) wok�o l R̂b̂(E), �(�), �(�), �(r),	0(E; r) by la r�owna zero. MamyÆF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = �����ÆR̂b̂�0�����R̂b̂�0�2 + ����Æ	0 � ÆR̂b̂�0�+ ����rnÆ	0 � b̂Æ	0�+ 
���[Ĥ �E℄Æ	0� (3.4.75)i dalej, po zastosowaniu twierdzenia Greena,ÆF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = �"����ÆR̂b̂�0�����R̂b̂�0�2 + ����ÆR̂b̂�0�#+��� b̂�+ �h22mrn����� Æ	0�+��� �h22m�����rnÆ	0�+ 
[Ĥ �E℄���Æ	0�:(3.4.76)Jak wynika z r�ownania (3.4.76), aby spe lniony by l warunekÆF [�;�0; R̂b̂; �; �;�;	0℄ = 0; (3.4.77)wystar
zy za_za�da�
 [Ĥ �E℄�(r) = 0 (r 2 V); (3.4.78)1�R̂b̂�0����2 �(�) + �(�) = 0 (� 2 S); (3.4.79)



3.4. Konstruk
ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z nierelatywisty
zna� teoria� ... 49�(�)� b̂(E)�(�) + �h22mrn�(�) = 0 (� 2 S) (3.4.80)oraz �(�)� �h22m�(�) = 0 (� 2 S): (3.4.81)Z r�owna�n (3.4.79){(3.4.81) znajdujemy�(�) = � 1�R̂b̂�0����2�(�); (3.4.82)�rn � b̂(E)��(�) = 2m�h2 1�R̂b̂�0����2�(�): (3.4.83)Korzystaja�
 z warunk�ow brzegowy
h (3.4.55) oraz z hermitowsko�s
i operatoraR̂b̂(E), przepiszemy r�ownania (3.4.82) i (3.4.83) w wygodniejszej posta
i�(�) = � 1�	0�����R̂b̂�0�����(�); (3.4.84)�rn � b̂(E)��(�) = 2m�h2 1��0��	��	0�����(�): (3.4.85)Por�ownanie (3.4.78) i (3.4.85) z (3.1.4) i (3.4.54) pokazuje, _ze mo_zemy przyja��
, i_z�(r) = 2m�h2 1��0��	��	0����	(E; r); (3.4.86)a w konsekwen
ji (por�ownaj (3.4.81))�(�) = 1��0��	��	0����	(E;�): (3.4.87)Znalezione zale_zno�s
i pomie�dzy szukanymi sz
zeg�olnymi posta
iami funk
ji La-grange'a �(�), �(�) i �(r) oraz �s
is lymi rozwia�zaniami 	(E; r) i 	0(E; r) zagad-nie�n brzegowy
h (3.1.4) i (3.4.54) sugeruja�, aby ograni
zy�
 sie� do naste�puja�
y
hposta
i funk
ji �(�), �(�) i �(r)�(�) = � 1�	0�����R̂b̂�0�����(�); (3.4.88)�(�) = 1��0��	��	0����	(�); (3.4.89)�(r) = 2m�h2 1��0��	��	0����	(r): (3.4.90)
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraUwzgle�dnienie r�owna�n (3.4.88){(3.4.90) w de�ni
ji (3.4.74) prowadzi do funk-
jona lu F [�;�0; 	;	0℄ = �	��[rn � b̂℄	0�����	0��	���0� + 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�����	0��	���0� ; (3.4.91)posiadaja�
ego, jak  latwo pokaza�
, w lasno�s�
 symetrii (3.4.72). Szukana zasadawaria
yjna dla element�ow ma
ierzowy
h operatora R̂b̂(E) ma posta�
����R̂b̂�0��1 = stat	;	0(�	��[rn � b̂℄	0�����	0��	���0� + 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�����	0��	���0� ) : (3.4.92)Z powy_zszego wynika r�ownie_z naste�puja�
a zasada waria
yjna dla element�ow ma-
ierzowy
h ����R̂b̂�0�����R̂b̂�0� = stat	;	0( ����	0��	���0��	��[rn � b̂℄	0�+ (2m=�h2)
	��[Ĥ �E℄	0�) ; (3.4.93)r�o_znia�
a sie� istotnie od zasady (3.4.73). Nale_zy podkre�sli�
, _ze zasady (3.4.92) i(3.4.93) sa� niezale_zne od normaliza
ji u_zyty
h funk
ji pr�obny
h 	(r) i 	0(r): funk-
jona ly u_zyte w ty
h zasada
h osia�gaja� warto�s
i sta
jonarne dla 	(r) = �	(E; r)i 	0(r) = �0	0(E; r), gdzie � i �0 sa� dowolnymi li
zbami zespolonymi r�o_znymiod zera, za�s 	(E; r) i 	0(E; r) sa� rozwia�zaniami r�ownania S
hr�odingera (3.1.4)spe lniaja�
ymi warunki brzegowe (3.4.54).Sz
zeg�olna posta�
 zasady waria
yjnej (3.4.92), dla przypadku, gdy b̂(E) jestoperatorem zerowym oraz �(�) = �0(�) i 	(r) = 	0(r), by la rozwa_zana przezNesbeta [23, 24℄.W rozdziale 6 poka_zemy, w jaki spos�ob mo_zna zastosowa�
 funk
je pr�obne typuRayleigha{Ritza do znajdowania przybli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
hoperatora R̂b̂(E), opieraja�
 sie� na zasada
h waria
yjny
h (3.4.73) i (3.4.92).3.4.4 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operatora B̂(E)i i
h odwrotno�s
iMo_zemy wresz
ie skonstruowa�
 zasady waria
yjne dla elementu ma
ierzowego����B̂�0� oraz dla jego odwrotno�s
i, ����B̂�0��1, gdzie B̂(E) jest operatorem 
a l-kowym zde�niowanym w podrozdziale 3.1, a �(�) i �0(�) sa� dwiema dowolnymiodpowiednio regularnymi funk
jami okre�slonymi na powierz
hni S. Wprowad�zmydwie pomo
ni
ze funk
je 	(E; r) oraz 	0(E; r), nale_za�
e do DV(E) i spe lniaja�
ena powierz
hni S niejednorodne warunki brzegowe Diri
hleta	(E;�) = �(�); 	0(E;�) = �0(�): (3.4.94)Dzia laja�
 na obie strony r�owna�n (3.4.94) operatorem B̂(E) i wykorzystuja�
 r�ow-nanie (3.1.10), mo_zemy przepisa�
 powy_zsze warunki brzegowe w posta
irn	(E;�) = B̂(E)�(�); rn	0(E;�) = B̂(E)�0(�): (3.4.95)



3.4. Konstruk
ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z nierelatywisty
zna� teoria� ... 51Aby skonstruowa�
 zasade� waria
yjna� dla elementu ma
ierzowego ����B̂�0�, po-traktujemy r�ownania (3.1.4), (3.4.94) oraz (3.4.95) jako wie�zy i rozwa_zymy funk-
jona l F [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = ����B̂�0�+ ����rn	0 � B̂�0�+ ����	0 � �0�+ 
���[Ĥ �E℄	0�: (3.4.96)W r�ownaniu (3.4.96) B̂ jest liniowym operatorem 
a lkowym, w og�olno�s
i niehermi-towskim, dzia laja�
ym na funk
je okre�slone na powierz
hni S, �(�) i �(�) sa� pew-nymi wystar
zaja�
o regularnymi funk
jami okre�slonymi na S, a �(r) oraz 	0(r)sa� odpowiednio regularnymi funk
jami zde�niowanymi w obje�to�s
i V . Pierwsza�waria
je� funk
jona lu (3.4.96)ÆF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = ����ÆB̂�0�+ ����rnÆ	� ÆB̂�0�+ ����Æ	0�+ 
���[Ĥ �E℄Æ	0�; (3.4.97)wywo lana� waria
jami B̂, �(�), �(�), �(r) oraz 	0(r) odpowiednio wok�o l B̂(E),�(�), �(�), �(r) oraz 	0(E; r), gdzie �(�), �(�) i �(r) sa� pewnymi, na ra-zie dowolnymi, funk
jami, mo_zna, po zastosowaniu twierdzenia Greena do 
a lkiobje�to�s
iowej wyste�puja�
ej po prawej stronie r�ownania (3.4.97), przepisa�
 w po-sta
i ÆF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = ��� ���ÆB̂�0�+��+ �h22mrn����� Æ	0�+��� �h22m�����rnÆ	0�+ 
[Ĥ �E℄���Æ	0�: (3.4.98)Znajdziemy teraz takie posta
ie funk
ji Lagrange'a �(�), �(�) oraz �(r), dlakt�ory
h za
hodzi ÆF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = 0: (3.4.99)Z r�owna�n (3.4.98) i (3.4.99) oraz z niezale_zno�s
i posz
zeg�olny
h waria
ji wynika,_ze w tym 
elu wystar
zy za lo_zy�
, i_z[Ĥ �E℄�(r) = 0 (r 2 V); (3.4.100)�(�)� �(�) = 0 (� 2 S); (3.4.101)�(�) + �h22mrn�(�) = 0 (� 2 S); (3.4.102)�(�)� �h22m�(�) = 0 (� 2 S): (3.4.103)R�ownania (3.4.101) i (3.4.103) implikuja��(�) = �(�) (3.4.104)
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraoraz �(�) = 2m�h2 �(�): (3.4.105)Por�ownanie (3.4.100) i (3.4.105) z (3.1.4) i (3.4.94) pokazuje, _ze mo_zemy przyja��
�(r) = 2m�h2 	(E; r); (3.4.106)a w konsekwen
ji (por�ownaj (3.4.102))�(�) = �rn	(E;�): (3.4.107)Znalezione przez nas zale_zno�s
i (3.4.104), (3.4.107) i (3.4.106) pomie�dzy funk
jamiLagrange'a �(�), �(�), �(r) a funk
jami 	(E; r) i 	0(E; r) sugeruja� naste�puja�
ynaturalny wyb�or funk
ji �(�), �(�) oraz �(r)�(�) = �(�); (3.4.108)�(�) = �rn	(�); (3.4.109)�(r) = 2m�h2 	(r): (3.4.110)Przyjmuja�
 w de�ni
ji (3.4.96) funk
je �(�), �(�) i �(r) w posta
ia
h (3.4.108){(3.4.110), otrzymujemy funk
jona lF [�;�0; 	;	0℄ = ����rn	0�+�rn	���0���rn	��	0�+ 2m�h2 
	��[Ĥ�E℄	0�; (3.4.111)kt�ory nie zale_zy od operatora B̂. Stosuja�
 twierdzenie Greena do 
a lki obje�to�s
io-wej po prawej stronie r�ownania (3.4.111), mo_zna pokaza�
, _ze funk
jona l (3.4.111)spe lnia rela
je� symetrii (3.4.72). Podsumowuja�
, mamy zasade� waria
yjna�����B̂�0� = stat	;	0�����rn	0�+ �rn	���0�� �rn	��	0�+ 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�� ;(3.4.112)w kt�orej warto�s�
 sta
jonarna jest osia�gana dla ty
h funk
ji 	(r) oraz 	0(r), kt�orew obje�to�s
i V sa� rozwia�zaniami r�ownania S
hr�odingera (3.1.4) spe lniaja�
ymi napowierz
hni S niejednorodne warunki brzegowe Diri
hleta (3.4.94).Pozostaje skonstruowa�
 zasade� waria
yjna� dla ����B̂�0��1. Traktujemy r�owna-nia (3.1.4), (3.4.94) oraz (3.4.95) jako wie�zy i rozpatrujemy funk
jona lF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = 1����B̂�0� + ����rn	0 � B̂�0�+ ����	0 � �0�+ 
���[Ĥ �E℄	0�: (3.4.113)



3.4. Konstruk
ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z nierelatywisty
zna� teoria� ... 53Be�dziemy szukali taki
h posta
i �(�), �(�) oraz �(r) funk
ji Lagrange'a �(�),�(�) i �(r), aby znika la pierwsza waria
ja funk
jona lu (3.4.113),ÆF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = �����ÆB̂�0�����B̂�0�2 + ����rnÆ	0 � ÆB̂�0�+ ����Æ	0�+ 
���[Ĥ �E℄Æ	0�; (3.4.114)wywo lana waria
jami B̂, �(�), �(�), �(r), 	0(r) odpowiednio wok�o l B̂(E), �(�),�(�), �(r), 	0(E; r). Poniewa_z, przekszta l
aja�
 
a lke� obje�to�s
iowa� znajduja�
a� sie�po prawej stronie r�ownania (3.4.114), otrzymujemyÆF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = �"����ÆB̂�0�����B̂�0�2 + ����ÆB̂�0�#+��+ �h22mrn����� Æ	0�+��� �h22m�����rnÆ	0�+ 
[Ĥ �E℄���Æ	0�; (3.4.115)narzu
ony przez nas warunekÆF [�;�0; B̂; �; �;�;	0℄ = 0 (3.4.116)be�dzie spe lniony, gdy [Ĥ �E℄�(r) = 0 (r 2 V); (3.4.117)1�B̂�0����2�(�) + �(�) = 0 (� 2 S); (3.4.118)�(�) + �h22mrn�(�) = 0 (� 2 S); (3.4.119)�(�)� �h22m�(�) = 0 (� 2 S): (3.4.120)Z r�owna�n (3.4.118) i (3.4.120) dostajemy�(�) = � 1�B̂�0����2�(�) (3.4.121)oraz �(�) = �2m�h2 1�B̂�0����2 �(�): (3.4.122)Wykorzystuja�
 warunki brzegowe (3.4.95) i w lasno�s�
 hermitowsko�s
i operatoraB̂(E), wygodnie jest przepisa�
 r�ownania (3.4.121) i (3.4.122) w posta
ia
h�(�) = � 1�rn	0�����B̂�0�����(�) (3.4.123)
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraoraz �(�) = �2m�h2 1��0��rn	��rn	0�����(�): (3.4.124)Por�ownuja�
 (3.4.117) i (3.4.124) odpowiednio z (3.1.4) i (3.4.94), do
hodzimy downiosku, _ze funk
ja �(r) mo_ze zosta�
 wybrana w posta
i�(r) = �2m�h2 1��0��rn	��rn	0����	(E; r): (3.4.125)W konsekwen
ji (por�ownaj (3.4.119)) dla �(�) dostajemy naste�puja�
e wyra_zenie�(�) = 1��0��rn	��rn	0����rn	(E;�): (3.4.126)R�ownania (3.4.123), (3.4.126) oraz (3.4.125) sugeruja� naste�puja�
y optymalny wy-b�or funk
ji Lagrange'a �(�), �(�) oraz �(r) w funk
jonale (3.4.113)�(�) = � 1�rn	0�����B̂�0�����(�); (3.4.127)�(�) = 1��0��rn	��rn	0����rn	(�); (3.4.128)�(r) = �2m�h2 1��0��rn	��rn	0����	(r); (3.4.129)prowadza�
y do naste�puja�
ej symetry
znej (w sensie r�ownania (3.4.72)) posta
itego funk
jona luF [�;�0; 	;	0℄ = �rn	��	0�����rn	0��rn	���0� � 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�����rn	0��rn	���0� : (3.4.130)Skonstruowana przez nas zasada waria
yjna dla odwrotno�s
i element�ow ma
ierzo-wy
h operatora B̂(E) ma posta�
����B̂�0��1 = stat	;	0( �rn	��	0�����rn	0��rn	���0� � 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�����rn	0��rn	���0�) : (3.4.131)Z r�ownania (3.4.131) wynika r�ownie_z naste�puja�
a zasada waria
yjna dla element�owma
ierzowy
h ����B̂�0�����B̂�0� = stat	;	0( ����rn	0��rn	���0��rn	��	0�� (2m=�h2)
	��[Ĥ �E℄	0�) ; (3.4.132)otrzymana w
ze�sniej, w odmienny spos�ob, przez Nesbeta [24℄. Na podkre�sleniezas luguje fakt, _ze zasady (3.4.131) oraz (3.4.132) sa� niezale_zne od normaliza
jiu_zyty
h w ni
h funk
ji pr�obny
h 	(r) i 	0(r). Funk
jona ly wykorzystane w
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ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z nierelatywisty
zna� teoria� ... 55obu zasada
h przyjmuja� warto�s
i sta
jonarne dla 	(r) = �	(E; r) oraz 	0(r) =�0	0(E; r), gdzie � i �0 sa� dowolnymi li
zbami zespolonymi r�o_znymi od zera,za�s funk
je 	(E; r) i 	0(E; r) sa� rozwia�zaniami r�ownania S
hr�odingera (3.1.4)spe lniaja�
ymi na powierz
hni S warunki brzegowe Diri
hleta (3.4.94).W rozdziale 6 om�owimy zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritzaoraz zasad waria
yjny
h (3.4.112) i (3.4.131) do znajdowania przybli_zony
h war-to�s
i element�ow ma
ierzowy
h operatora B̂(E).3.4.5 Zasady waria
yjne z wie�zami na lo_zonymi na funk
je pr�obnePod
zas konstruk
ji zasad waria
yjny
h w podrozdzia la
h 3.4.3 i 3.4.4, na funk-
je pr�obne 	(r) oraz 	0(r) nie nak ladali�smy _zadny
h wie�z�ow pr�o
z rozsa�dnegoza lo_zenia, _ze sa� one 
ia�g le wraz z pierwszymi po
hodnymi w obje�to�s
i V . Wydajesie� interesuja�
ym zbadanie, jak na posta�
 niekt�ory
h z otrzymany
h przez nas za-sad wp lynie narzu
enie na funk
je 	(r) i 	0(r) pewny
h dodatkowy
h ograni
ze�n.W pierwszej kolejno�s
i rozwa_zymy otrzymana� w podrozdziale 3.4.3 zasade�waria
yjna� (3.4.73) dla elementu ma
ierzowego ����R̂b̂�0�. Pokazali�smy tam, _zefunk
jona lF [�;�0; 	;	0℄ = ����	0�+�	���0���	��[rn� b̂℄	0�� 2m�h2 
	��[Ĥ�E℄	0� (3.4.133)jest sta
jonarny ze wzgle�du na ma le, g ladkie i poza tym dowolne waria
je funk-
ji pr�obny
h 	(r) i 	0(r) odpowiednio wok�o l 	(E; r) i 	0(E; r), przy 
zymdwie ostatnie funk
je sa� zde�niowane jako te sz
zeg�olne rozwia�zania r�ownaniaS
hr�odingera (3.1.4) w obje�to�s
i V , kt�ore na ograni
zaja�
ej te� obje�to�s�
 powierz
hniS spe lniaja� niejednorodne mieszane warunki brzegowe�rn � b̂(E)�	(E;�) = �(�); �rn � b̂(E)�	0(E;�) = �0(�): (3.4.134)Warto�s
ia� sta
jonarna� funk
jona lu (3.4.133) jest warto�s�
 elementu ma
ierzowego����R̂b̂�0�. Podkre�slamy, _ze w dyskusji przeprowadzonej w podrozdziale 3.4.3 odfunk
ji pr�obny
h 	(r) i 	0(r) nie wymagali�smy, aby spe lnia ly na powierz
hni Swarunki brzegowe narzu
one na �s
is le rozwia�zania 	(E; r) i 	0(E; r). Dopu�s�
myteraz jednak do rozwa_za�n tylko taka� klase� funk
ji pr�obny
h 	(r) i 	0(r), dlakt�ory
h�rn � b̂(E)�	(�) = �(�); �rn � b̂(E)�	0(�) = �0(�): (3.4.135)W takim przypadku drugi i trze
i 
z lon po prawej stronie r�ownania (3.4.133)znosza� sie� wzajemnie i funk
jona l przyjmuje posta�
F [�;�0; 	;	0℄ = ����	0�� 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�; (3.4.136)z kt�orej wynika zasada waria
yjna Ja
ksona [17℄����R̂�0� = stat	;	0�����	0�� 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�� : (3.4.137)
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ierzy dla r�ownania S
hr�odingeraJesz
ze raz zwra
amy uwage�, _ze w zasadzie waria
yjnej (3.4.137), w odr�o_znieniuod zasady (3.4.73), funk
je pr�obne 	(r) i 	0(r) musza� spe lnia�
 warunki brzegowe(3.4.135).Podobne rozwa_zania mo_zna przeprowadzi�
 w przypadku zasady waria
yjnej(3.4.112) dla elementu ma
ierzowego ����B̂�0�, skonstruowanej w podrozdziale3.4.4. Je�sli w tej zasadzie ograni
zymy klase� dopusz
zalny
h funk
ji pr�obny
h	(r) i 	0(r) do taki
h, kt�ore na powierz
hni S spe lniaja� niejednorodne warunkibrzegowe Diri
hleta 	(�) = �(�); 	0(�) = �0(�); (3.4.138)otrzymamy naste�puja�
a� zasade� waria
yjna� [40, 42℄����B̂�0� = stat	;	0�����rn	0�+ 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	0�� ; (3.4.139)analogi
zna� do zasady waria
yjnej Ja
ksona (3.4.137).



Rozdzia l 4RELATYWISTYCZNE ROZPRASZANIE POTENCJALNE.R-MACIERZE R(�)b (E;�) I ICH ZWIA�ZEK Z MACIERZA�ROZPRASZANIA U(E)Zajmiemy sie� teraz opisem sta
jonarnego pro
esu, w kt�orym 
za�stki Dira
ao spinie 12 , masie spo
zynkowej m i energii 
a lkowitej E (be�dziemy zak ladali,_ze jEj > m
2, gdzie 
 ozna
za szybko�s�
 �swiat la w pr�o_zni) sa� rozpraszane spre� _zy�s
iew polu poten
ja lu V̂ . Do opisu rozwa_zanego pro
esu zastosujemy niezale_zne od
zasu r�ownanie Dira
a [Ĥ �E℄	(E; r) = 0; (4.1)w kt�orym 	(E; r) jest 
zterosk ladnikowa� funk
ja� falowa� 
za�stki, a hamiltonian Ĥma posta�
 Ĥ = �i
�h� �r+ �m
2 + V̂ : (4.2)Ma
ierze Dira
a � = [�x; �y; �z℄ i � o wymiara
h 4� 4 de�niujemy standardowo[138℄ jako � = � O �� O � ; � = � I OO �I � ; (4.3)gdzie O jest ma
ierza� zerowa� o wymiara
h 2 � 2, I jest ma
ierza� jednostkowa� owymiara
h 2�2, a � = [�x; �y; �z ℄ jest wektorem zbudowanym z ma
ierzy Pauliego�x = � 0 11 0 � ; �y = � 0 �ii 0 � ; �z = � 1 00 �1 � : (4.4)Za lo_zenia, kt�ore po
zynimy odno�snie poten
ja lu V̂ , sa� podobne do ty
h, kt�orewprowadzili�smy w rozdziale 2 przy okazji omawiania zagadnienia nierelatywisty
z-nego: przyjmiemy, _ze operator V̂ jest hermitowski i _ze mo_ze by�
 nielokalny. Po-niewa_z w teorii relatywisty
znej ja�dro V (r; r0) operatora V̂ jest ma
ierza� kwadra-towa� o rozmiara
h 4� 4, za lo_zenie o hermitowsko�s
i operatora V̂ narzu
a na jegoja�dro warunek V (r; r0) = V y(r0; r); (4.5)zaste�puja�
y warunek (2.3) z teorii nierelatywisty
znej. Tak jak w rozdziale 2,ograni
zymy nasze rozwa_zania do poten
ja l�ow kr�otkozasie�gowy
h znikaja�
y
h to_z-samo�s
iowo na zewna�trz kuli V� o promieniu �, ograni
zonej sfera� S�, to zna
zyza lo_zymy, _ze V (r; r0) = V (r; r0)�V�(r)�V�(r0); (4.6)gdzie �V�(r) jest tr�ojwymiarowa� funk
ja� Heaviside'a zde�niowana� r�ownaniem(2.5). �Srodek O kuli V� obierzemy za po
za�tek sfery
znego uk ladu wsp�o lrze�dny
h(r; �; ').



58 4. Relatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierze R(�)b (E; �) ...Aby zde�niowa�
 ma
ierz rozpraszania U(E), be�dziemy potrzebowali ty
h sz
ze-g�olny
h rozwia�za�n r�ownania (4.1) \ob
ie�tego" do obszaru R3 n V�,��i
�h� �r+ �m
2 �E��(E; r) = 0 (r 2 R3 n V�); (4.7)kt�ore maja� posta�
 fal kulisty
h w
hodza�
y
h lub wy
hodza�
y
h z 
entrum po-ten
ja lu i opisuja�
y
h 
za�stki w stanie o okre�slonej parzysto�s
i (�)l, 
a lkowitymmomen
ie pe�du j(j+ 1)�h2 (przy 
zym j = l� 12 ) oraz rzu
ie momentu pe�du na o�skwantyza
ji (o�s z) r�ownym mj�h. Rozwia�zaniami tymi sa��in�mj (E; r) = 1p2j"j
 1r � P in� (E; r) il
�mj (r̂)Qin� (E; r) il+1
��mj (r̂) � (r 2 R3 n V�); (4.8)�out�mj (E; r) = 1p2j"j
 1r � P out� (E; r) il
�mj (r̂)Qout� (E; r) il+1
��mj (r̂) � (r 2 R3 n V�); (4.9)gdzie " = sgn(E)rE �m
2E +m
2 : (4.10)W r�ownania
h (4.8) i (4.9) 
�mj (r̂) jest spinorem sfery
znym zde�niowanymnaste�puja�
o4a
�mj (r̂) = Xml;ms(ml+ms=mj) 
lml 12ms��l 12jmj�Ylml(r̂)� 12ms ; (4.11)przy 
zym 
j1m1j2m2��j1j2jmj� ozna
za wsp�o l
zynnik Clebs
ha{Gordana,� 12 ;+ 12 = � 10 � ; � 12 ;� 12 = � 01 � ; (4.12)a li
zba � = �1;�2; : : : jest kombinowana� li
zba� kwantowa� parzysto�s
i i momentupe�du, zwia�zana� z li
zbami l i j rela
ja�� = (2j + 1)(l � j) = � �l � 1 dla � < 0+l dla � > 0: (4.13)Funk
je radialne fP in/out� (E; r)g oraz fQin/out� (E; r)g mo_zna wyrazi�
 przez funk
jeRi

ati{Hankela [132, 133℄ w naste�puja�
y spos�obP in� (E; r) = �iĥ(2)l (kr) r!1�! + exp �� i(kr � 12�l)�; (4.14)4a Pod dzia laniem operatora odwr�o
enia 
zasu T̂ = �i�yK̂ (K̂ | operator sprze� _zenia zespo-lonego) funk
je il
�mj (r̂) oraz il+1
��mj (r̂) transformuja� sie� naste�puja�
oT̂ [il
�mj (r̂)℄ = (�)j�mj [il
�;�mj (r̂)℄; T̂ [il+1
��mj (r̂)℄ = (�)j�mj [il+1
��;�mj (r̂)℄(4a.i)(por�ownaj przypis 2a na stronie 14).



4. Relatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierze R(�)b (E; �) ... 59Qin� (E; r) = �i"ĥ(2)l�1(kr) r!1�! �i" exp �� i(kr � 12�l)�; (4.15)P out� (E; r) = +iĥ(1)l (kr) r!1�! + exp �+ i(kr � 12�l)�; (4.16)Qout� (E; r) = �i"ĥ(1)l�1(kr) r!1�! +i" exp �+ i(kr � 12�l)� (4.17)(w r�ownania
h (4.15) i (4.17) g�orne znaki nale_zy wybra�
 dla � < 0, dolne dla� > 0), gdzie k = p(E �m
2)(E +m
2)
�h (4.18)jest relatywisty
zna� li
zba� falowa� 
za�stki. Funk
je te sa� rozwia�zaniami uk laduradialny
h r�owna�n Dira
a� m
2 �E 
�h(�d=dr + �=r)
�h(d=dr + �=r) �m
2 �E � P in/out� (E; r)Qin/out� (E; r) ! = 0 (r � �):(4.19)Z w lasno�s
i funk
ji Ri

ati{Hankela wynika, _ze�P in/out� (E; r)�� = P out/in� (E; r); �Qin/out� (E; r)�� = Qout/in� (E; r); (4.20)za�s wyzna
znik Wro�nskiego funk
ji P in/out� (E; r) i Qin/out� (E; r) jest r�ownyW �P in� (E; r); Qin� (E; r);P out� (E; r); Qout� (E; r)�� P in� (E; r)Qout� (E; r) � P out� (E; r)Qin� (E; r) = 2i": (4.21)Wsp�o l
zynnik 1=p2j"j
, uwzgle�dniony w de�ni
ja
h (4.8) i (4.9), zapewnia, _zefunk
je f�in/out�mj (E; r)g sa� unormowane do jednostkowego pra�du prawdopodobie�n-stwa prze
hodza�
ego przez dowolna� powierz
hnie� zamknie�ta� ota
zaja�
a� kule� V�.Rze
zywi�s
ie, korzystaja�
 z de�ni
ji wektora ge�sto�s
i pra�du prawdopodobie�nstwadla 
za�stki Dira
a [138℄ j(E; r) = 
�y(E; r)��(E; r) (4.22)i uwzgle�dniaja�
 naste�puja�
a� w lasno�s�
 spinor�ow sfery
zny
hr̂ � �
��mj (r̂) = �
��mj (r̂); (4.23)mamy r̂ � j in/out�mj (E; r) = 12ij"j�P out/in� (E; r)Qin/out� (E; r)
y�mj (r̂)
�mj (r̂)� P in/out� (E; r)Qout/in� (E; r)
y��mj (r̂)
��mj (r̂)�: (4.24)Ca lkuja�
 r�ownanie (4.24) po powierz
hni dowolnej kuli Vr o promieniu r � �kon
entry
znej z kula� V�, otrzymujemy, _ze 
a lkowite pra�dy odpowiadaja�
e funk-
jom f�in�mj (E; r)g oraz f�out�mj (E; r)g i prze
hodza�
e przez powierz
hnie� kuli Vrsa� r�owne J in�mj (E; r) = w4� d2r̂ r2r̂ � jin�mj (E; r) = � sgn(E); (4.25)



60 4. Relatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierze R(�)b (E; �) ...Jout�mj (E; r) = w4� d2r̂ r2r̂ � jout�mj (E; r) = + sgn(E): (4.26)Identy
znie, jak w przypadku nierelatywisty
znym pokazuje sie�, _ze wyniki (4.25) i(4.26) sa� s luszne dla dowolny
h powierz
hni, niekonie
znie sfery
zny
h, ota
zaja�-
y
h kule� V�.W dalszym 
ia�gu u_zyjemy symbolu 
 dla ozna
zenia pary indeks�ow (�;mj).Z funk
ji f�in/out
 (E; r)g mo_zna skonstruowa�
 naste�puja�
e rozwia�zanie sz
zeg�olner�ownania Dira
a (4.1) w obszarze R3 n V�	in
 (E; r) = �in
 (E; r)�X
0 �out
0 (E; r)U
0
(E) (r 2 R3 n V�): (4.27)Rozwia�zanie og�olne r�ownania (4.1) w tym obszarze ma posta�
	(E; r) = X

0 ��in
 (E; r)Æ

0 � �out
 (E; r)U

0(E)� a
0(E) (r 2 R3 n V�):(4.28)Zesp�o l wsp�o l
zynnik�ow fU

0(E)g de�niuje ma
ierz rozpraszania U(E) w repre-zenta
ji parzysto�s
i i momentu pe�du.Ozna
zmy przez 
 (+)T (r) oraz
 (�)T (r) ma
ierze jednowierszowe o wyraza
h4b
(+)
 (r) = 1r � il
�mj (r̂)0 � ; 
(�)
 (r) = 1r � 0il+1
��mj (r̂) � (4.29)i zde�niujmy ma
ierze jednokolumnowe P(E; r) i Q(E; r) z elementami odpowied-nio P
(E; r) = w4� d2r̂ r2
(+)y
 (r)	(E; r) (r � �); (4.30)Q
(E; r) = w4� d2r̂ r2
(�)y
 (r)	(E; r) (r � �): (4.31)Wykorzystuja�
 wprowadzone powy_zej ozna
zenia, mo_zemy przedstawi�
 funk
je� fa-lowa� 	(E; r) w posta
i	(E; r) = 
 (+)T (r)P(E; r) + 
 (�)T (r)Q(E; r) (r 2 R3 n V�): (4.32)Nie
h dalej Pin/out(E; r) i Qin/out(E; r) be�da� diagonalnymi ma
ierzami kwadra-towymi o wyraza
h odpowiednio fP in/out

0 (E; r) = P in/out� (E; r)Æ��0Æmjm0jg orazfQin/out

0 (E; r) = Qin/out� (E; r)Æ��0Æmjm0jg i nie
h a(E) ozna
za ma
ierz jednoko-lumnowa� z elementami fa
(E) = a�mj (E)g. W�ow
zas r�ownanie (4.28) mo_znaprzepisa�
 w posta
i	(E; r) = 
 (+)T (r)�Pin(E; r) � Pout(E; r)U(E)�a(E)+ 
 (�)T (r)�Qin(E; r) �Qout(E; r)U(E)�a(E) (r 2 R3 n V�): (4.33)4b Z de�ni
ji (4.3) ma
ierzy � oraz z r�owna�n (4.23) i (4.29) wynika, _ze funk
je 
(�)
 (r) sa� zesoba� powia�zane rela
jami ir̂ ��
(�)
 (r) = �
(�)
 (r): (4b.i)



4. Relatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierze R(�)b (E; �) ... 61Z por�ownania (4.32) i (4.33) wynika, _zeP(E; r) = �Pin(E; r)� Pout(E; r)U(E)�a(E) (r � �); (4.34)Q(E; r) = �Qin(E; r)�Qout(E; r)U(E)�a(E) (r � �): (4.35)R-ma
ierze R(+)b (E; �) oraz R(�)b (E; �), powia�zane ze soba� rela
ja��R(�)b (E; �)��1 + b�1(E) = h�R(+)b (E; �)��1 + b(E)i�1; (4.36)de�niujemy tak, aby dla dowolnego rozwia�zania r�ownania Dira
a (4.1) na po-wierz
hni S� spe lnione by ly warunkiP(E; �) = R(+)b (E; �) ��2m
�h �Q(E; �)� b(E)P(E; �)� ; (4.37)Q(E; �) = R(�)b (E; �)"�2m
�h ��1 P(E; �)� b�1(E)Q(E; �)# ; (4.38)gdzie b(E) jest dana� ma
ierza� kwadratowa�. R�ownania (4.37) i (4.38) stanowia�uk lad r�owna�n jednorodny
h dla sk ladowy
h fP
(E; �)g oraz fQ
(E; �)g ma
ierzyP(E; �) i Q(E; �). Jak  latwo sprawdzi�
, warunek (4.36) zapewnia istnienie nietry-wialny
h rozwia�za�n tego uk ladu. R-ma
ierze odpowiadaja�
e r�o_znym ma
ierzomb(E) sa� ze soba� powia�zane naste�puja�
o�R(�)b (E; �)��1 + b�1(E) = �R(�)(E; �)��1 = �R(�)b0 (E; �)��1 + �b0(E)��1; (4.39)gdzie przez R(+)(E; �) ozna
zyli�smy R-ma
ierz R(+)b (E; �) dla przypadku b(E) = 0,a przez R(�)(E; �) R-ma
ierz R(�)b (E; �) dla przypadku b�1(E) = 0. Ma
ie-rze R(�)b (E; �) posiadaja� ponadto naste�puja�
a� w lasno�s�
 ze wzgle�du na opera
je�sprze� _zenia hermitowskiego R(�)yb (E; �) = R(�)by (E; �): (4.40)Dowody zwia�zk�ow (4.39) i (4.40) przebiegaja� podobnie do dowod�ow odpowiada-ja�
y
h im nierelatywisty
zny
h rela
ji (2.49) i (2.50).Tak jak w teorii nierelatywisty
znej, ma
ierz rozpraszania U(E) mo_zna wyrazi�
przez R-ma
ierze R(�)b (E; �). Ze wzgle�du na podobie�nstwo argumenta
ji, poni_zejbardziej sz
zeg�o lowo om�owimy jedynie wyprowadzenie rela
ji  la�
za�
ej ma
ierzeU(E) i R(+)b (E; �), za�s dla ma
ierzy R(�)b (E; �) ograni
zymy sie� do podania wynikuko�n
owego. Uwzgle�dniaja�
 rela
je (4.34) i (4.35) w de�ni
ji (4.37), otrzymujemyzwia�zek �Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E)�a(E)= R(+)b (E; �)��2m
�h ��Qin(E; �)�Qout(E; �)U(E)�� b(E)�Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E)��a(E); (4.41)



62 4. Relatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierze R(�)b (E; �) ...kt�ory musi by�
 spe lniony dla dowolnego wektora a(E), 
o implikujePin(E; �)� Pout(E; �)U(E) = �2m
�h �R(+)b (E; �)�Qin(E; �)�Qout(E; �)U(E)�� R(+)b (E; �)b(E)�Pin(E; �)� Pout(E; �)U(E)�: (4.42)Rozwia�zuja�
 to r�ownanie ze wzgle�du na U(E), dostajemyU(E) = �Pout(E; �)��1�I� R(+)b (E; �)L(+)outb (E; �)��1� �I� R(+)b (E; �)L(+)inb (E; �)�Pin(E; �); (4.43)gdzie L(+)in/outb (E; �) sa� ma
ierzami kwadratowymi zde�niowanymi r�ownaniemL(+)in/outb (E; �) = �2m
�h ��Pin/out(E; �)��1Qin/out(E; �)� b(E): (4.44)Poniewa_z z r�ownania (4.21) wynika, _zePin(E; �)Qout(E; �)� Pout(E; �)Qin(E; �) = 2i"I; (4.45)wynik (4.43) mo_zna zapisa�
 w naste�puja�
ej r�ownowa_znej posta
iU(E) = �Pout(E; �)��1Pin(E; �)+ 2i"�2m
�h ��Pout(E; �)��1h�R(+)b (E; �)��1 � L(+)outb (E; �)i�1�Pout(E; �)��1:(4.46)Rela
je analogi
zne do r�owna�n (4.43) oraz (4.46), le
z zawieraja�
e ma
ierzR(�)b (E; �) zamiast ma
ierzy R(+)b (E; �), maja� posta�
U(E) = �Qout(E; �)��1�I� R(�)b (E; �)L(�)outb (E; �)��1� �I� R(�)b (E; �)L(�)inb (E; �)�Qin(E; �) (4.47)orazU(E) = �Qout(E; �)��1Qin(E; �)� 2i"�2m
�h ��1 �Qout(E; �)��1h�R(�)b (E; �)��1 � L(�)outb (E; �)i�1�Qout(E; �)��1;(4.48)gdzie L(�)in/outb (E; �) sa� ma
ierzami kwadratowymi zde�niowanymi przezL(�)in/outb (E; �) = �2m
�h ��1 �Qin/out(E; �)��1Pin/out(E; �)� b�1(E): (4.49)



4. Relatywisty
zne rozpraszanie poten
jalne. R-ma
ierze R(�)b (E; �) ... 63Jak  latwo zauwa_zy�
, z r�owna�n (4.44) i (4.49) wynika, _ze ma
ierze L(�)in/outb (E; �)sa� ze soba� powia�zane rela
ja�L(�)in/outb (E; �) + b�1(E) = �L(+)in/outb (E; �) + b(E)��1; (4.50)a ponadto �L(�)in/outb (E; �)�y = L(�)out/inby (E; �) (4.51)oraz L(�)in/outb (E; �) + b�1(E) = L(�)in/outb0 (E; �) + �b0(E)��1: (4.52)Wybieraja�
 ma
ierz b(E) naste�puja�
ob(E) = �2m
�h ��Pout(E; �)��1Qout(E; �); (4.53)z r�ownania (4.44) mamy L(+)outb (E; �) = 0 (4.54)i r�ownanie (4.46) przyjmuje sz
zeg�olnie prosta� posta�
 [122℄U(E) = �Pout(E; �)��1Pin(E; �)+ 2i"�2m
�h ��Pout(E; �)��1R(+)b (E; �)�Pout(E; �)��1; (4.55)be�da�
a� odpowiednikiem nierelatywisty
znej formu ly Kapura{Peierlsa (2.64). Za-uwa_zmy dalej, _ze dla b(E) danego r�ownaniem (4.53) za
hodzib�1(E) = �2m
�h ��1 �Qout(E; �)��1Pout(E; �) (4.56)i w konsekwen
ji (patrz r�ownanie (4.49))L(�)outb (E; �) = 0; (4.57)
o pozwala przepisa�
 r�ownanie (4.48) w posta
iU(E) = �Qout(E; �)��1Qin(E; �)� 2i"�2m
�h ��1 �Qout(E; �)��1R(�)b (E; �)�Qout(E; �)��1; (4.58)r�ownowa_znej r�ownaniu (4.55).Z ty
h samy
h przy
zyn, kt�ore przedstawili�smy w zako�n
zeniu rozdzia lu 2, wdalszym 
ia�gu pra
y ograni
zymy sie� wy la�
znie do prezenta
ji teorii R-ma
ierzydla r�ownania Dira
a w przypadku, gdy ma
ierz b(E) jest hermitowska.



Rozdzia l 5TEORIA R-MACIERZY DLA R�OWNANIA DIRACACelem tego rozdzia lu be�dzie prezenta
ja og�olnego sformu lowania teorii R-ma-
ierzy dla r�ownania Dira
a przy u_zy
iu formalizmu teorii operator�ow 
a lkowy
h.Posz
zeg�olne etapy dyskusji przebiega�
 be�da� podobnie, jak w rozdziale 3 po�swie�-
onym teorii dla r�ownania S
hr�odingera.5.1 Operatory B̂(�)(E), R̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E)5.1.1 WprowadzeniePodobnie jak w rozdziale 3, konstruk
je� teorii R-ma
ierzy dla r�ownania Di-ra
a przeprowadzimy dla przypadku, gdy sko�n
zona obje�to�s�
 reak
ji V � R3jest ograni
zona powierz
hnia� S o dowolnym kszta l
ie. Wektor po lo_zenia punktunale_za�
ego do wne�trza obszaru V ozna
zymy przez r, natomiast � be�dzie wektorempo lo_zenia punktu znajduja�
ego sie� na powierz
hni S. Przez n(�) ozna
zymy wek-tor jednostkowy normalny do powierz
hni S w punk
ie � i skierowany na zewna�trztej powierz
hni. Symbol d3r ozna
za�
 be�dzie in�nitezymalny element obje�to�s
i Vwok�o l punktu r, a d2� be�dzie in�nitezymalnym skalarnym elementem powierz
hniS wok�o l punktu �. Je_zeli �(r) i �0(r) sa� dwiema odpowiednio regularnymi 
zte-rosk ladnikowymi funk
jami spinorowymi, i
h ilo
zyny skalarne obje�to�s
iowy i po-wierz
hniowy de�niujemy naste�puja�
o
����0� � wV d3r �y(r)�0(r); �����0� � wS d2� �y(�)�0(�); (5.1.1)gdzie symbol y ozna
za ma
ierzowe sprze� _zenie hermitowskie.Nie
h L2h j i(V) be�dzie przestrzenia� Hilberta 
zterosk ladnikowy
h funk
ji spino-rowy
h 
a lkowalny
h z kwadratem w obje�to�s
i V i nie
h L2h j i(S) be�dzie przestrzenia�Hilberta 
zterosk ladnikowy
h funk
ji spinorowy
h 
a lkowalny
h z kwadratem napowierz
hni S. Przestrze�n Hilberta L2(+)( j ) (S) de�niujemy jako przestrze�n taki
h
zterosk ladnikowy
h funk
ji powierz
hniowy
h f�(+)(�)g, dla kt�ory
h�(�)�(+)(�) = 0 (5.1.2)oraz ��(+)���(+)� = ��(+)���(+)�(+)� <1: (5.1.3)Analogi
znie, przestrze�n Hilberta L2(�)( j ) (S) de�niujemy jako przestrze�n taki
h 
zte-rosk ladnikowy
h funk
ji powierz
hniowy
h f�(�)(�)g, dla kt�ory
h�(+)�(�)(�) = 0 (5.1.4)



5.1. Operatory B̂(�)(E), R̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) 65oraz ��(�)���(�)� = ��(�)���(�)�(�)� <1: (5.1.5)Symboli
znie mo_zemy zapisa�
L2(�)( j ) (S) = �(�)L2( j )(S): (5.1.6)Przestrzenie L2(�)( j ) (S) sa� podprzestrzeniami przestrzeni L2( j )(S), przy 
zym L2( j )(S)jest suma� prosta� L2(+)( j ) (S) i L2(�)( j ) (S),L2( j )(S) = L2(+)( j ) (S)� L2(�)( j ) (S); (5.1.7)gdy_z ka_zda� funk
je� z L2( j )(S), powiedzmy �(�), mo_zna jednozna
znie przedstawi�
w posta
i sumy funk
ji �(+)�(�) 2 L2(+)( j ) (S) i funk
ji �(�)�(�) 2 L2(�)( j ) (S).Wprowad�zmy funk
je� ma
ierzowa��n(�) = n(�) �� (5.1.8)oraz 
ztery ma
ierze �(�) = I � �2 ; �(�)n (�) = �(�)�n(�); (5.1.9)gdzie I ozna
za jednostkowa� ma
ierz 4�4, za�s � i � sa� ma
ierzami zde�niowanymir�ownaniem (4.3). Ma
ierze �(�)n (�) i �(�) spe lniaja� naste�puja�
e o
zywiste rela
je�(+)n (�) + �(�)n (�) = �n(�); �(+) + �(�) = I; (5.1.10)�(�)yn (�) = �(�)n (�); �(�)y = �(�): (5.1.11)Za
hodza� r�ownie_z naste�puja�
e zwia�zki�(�)�(�) = �(�); �(�)�(�) = 0; (5.1.12)�(�)n (�)�(�)n (�) = 0; �(�)n (�)�(�)n (�) = �(�); (5.1.13)�(�)n (�)�(�) = 0; �(�)�(�)n (�) = �(�)n (�); (5.1.14)�(�)�(�)n (�) = 0; �(�)n (�)�(�) = �(�)n (�); (5.1.15)kt�ore wynikaja� z de�ni
ji (5.1.8) i (5.1.9) oraz z rela
ji antykomuta
ji [138℄�i�j + �j�i = 2I Æij ; �i� + ��i = 0: (5.1.16)W dalszym 
ia�gu be�dziemy stosowali naste�puja�
a� konwen
je� nota
yjna�: gdy ma-
ierze �(�)n (�) mno_za� dowolny operator 
a lkowy Ô o ja�drze 
a lkowym O(�;�0),w�ow
zas pomijamy i
h argumenty, przyjmuja�
, _ze �(�)n Ô i Ô�(�)n sa� operatoramiz ja�drami odpowiednio �(�)n (�)O(�;�0) i O(�;�0)�(�)n (�0).



66 5. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a5.1.2 Operatory B̂(�)(E)Rozwa_zamy sytua
je�, w kt�orej 
za�stka Dira
a o spinie 12 , masie spo
zynko-wej m i energii 
a lkowitej E (zawieraja�
ej w sobie energie� spo
zynkowa�) poruszasie� w polu si l o poten
jale V̂ . Przyjmiemy, _ze poten
ja l mo_ze by�
 nielokalny (zzastrze_zeniem, _ze nielokalno�s�
 jest ograni
zona do obszaru V) i _ze jest reprezento-wany przez hermitowskie ja�dro 
a lkowe V (r; r0) = V y(r0; r) be�da�
e ma
ierza� 4�4.Stan 
za�stki jest opisywany 
zterosk ladnikowa� funk
ja� falowa� 	(E; r). W obszarzeV funk
ja 	(E; r) jest rozwia�zaniem niezale_znego od 
zasu r�ownania Dira
a[Ĥ �E℄	(E; r) = 0 (r 2 V); (5.1.17)gdzie Ĥ jest hamiltonianem o posta
iĤ = �i
�h� �r+ �m
2 + V̂ ; (5.1.18)przy 
zym V̂	(E; r) = wV d3r0 V (r; r0)	(E; r0) (r 2 V): (5.1.19)Zbi�or ty
h wszystki
h funk
ji f	(E; r)g, kt�ore dla pewnej ustalonej rze
zy-wistej warto�s
i energii E sa� rozwia�zaniami r�ownania Dira
a (5.1.17) w obje�to�s
iV , ozna
zymy przez DV(E), natomiast przez DS(E) ozna
zymy zbi�or powierz
h-niowy
h 
ze��s
i funk
ji nale_za�
y
h do zbioru DV(E). Zastosowanie ty
h samy
hozna
ze�n, kt�ore wykorzystywali�smy w rozdziale 3, nie powinno prowadzi�
 do nie-porozumie�n.Po ty
h uwaga
h wste�pny
h jeste�smy przygotowani do znalezienia relatywi-sty
zny
h odpowiednik�ow operatora B̂(E) odgrywaja�
ego istotna� role� w niere-latywisty
znym sformu lowaniu teorii omawianym w rozdziale 3. Nie
h 	(E; r)i 	0(E; r) be�da� dwiema funk
jami nale_za�
ymi do DV(E). Stosuja�
 twierdzenie
a lkowe Gaussa, mamy
Ĥ	0��	�� 
	0��Ĥ	� = �	0��i
�h�n	�: (5.1.20)Ze wzgle�du na za lo_zona� rze
zywisto�s�
 energii E, z r�ownania (5.1.17) wynika, _zelewa strona r�ownania (5.1.20) znika i otrzymujemy�	0��i�n	� = 0: (5.1.21)Wykorzystuja�
 r�ownania (5.1.10) i (5.1.11), mo_zemy przepisa�
 r�ownanie (5.1.21)w dw�o
h r�ownowa_zny
h posta
ia
h�i�(+)n 	0��	� = �	0��i�(+)n 	�; �i�(�)n 	0��	� = �	0��i�(�)n 	�: (5.1.22)R�ownania (5.1.22) mo_zna formalnie interpretowa�
 w ten spos�ob, _ze ma
ierze i�(�)n ,traktowane jako operatory w L2( j )(S), w dzia laniu na funk
je, kt�ore w obje�to�s
i Vspe lniaja� r�ownanie Dira
a (5.1.17), sa� hermitowskie wzgle�dem powierz
hniowego
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zynu skalarnego ( j ). Wprowadzimy teraz dwa liniowe hermitowskie operatory
a lkowe B̂(�)(E) zde�niowane na przestrzeni L2( j )(S) i takie, _ze5ai�(�)n (�)	(E;�) = 
(�)B̂(�)(E)	(E;�) (5.1.23)dla dowolnego rozwia�zania r�ownania (5.1.17) przy energii E. Zar�owno w r�ownaniu(5.1.23), jak i dalej, 
(�) sa� wsp�o l
zynnikami li
zbowymi r�ownymi
(�) = �� �h2m
��1 : (5.1.24)Zauwa_zmy, _ze za
hodzi zwia�zek 
(�)
(�) = �1: (5.1.25)Operatory B̂(�)(E) zde�niowane r�ownaniem (5.1.23) sa� reprezentowane przez swojeja�dra 
a lkowe B(�)(E;�;�0), be�da�
e ma
ierzami 4�4, z pomo
a� kt�ory
h r�ownanie(5.1.23) mo_zna r�ownowa_znie przepisa�
 w posta
ii�(�)n (�)	(E;�) = 
(�) wS d2�0 B(�)(E;�;�0)	(E;�0): (5.1.26)Lewa strona powy_zszego r�ownania nie ulega zmianie po podzia laniu na nia� z lewaprzez �(�). Narzu
a to na ja�dra B(�)(E;�;�0) naste�puja�
y warunekB(�)(E;�;�0) = �(�)B(�)(E;�;�0): (5.1.27)Poniewa_z operatory B̂(�)(E) sa� hermitowskie, ja�dra B(�)(E;�;�0) musza� spe lnia�
rela
je� symetrii B(�)(E;�;�0) = B(�)y(E;�0;�): (5.1.28)Z r�owna�n (5.1.27) i (5.1.28) wynika, _zeB(�)(E;�;�0) = �(�)B(�)(E;�;�0)�(�): (5.1.29)W posta
i abstrak
yjnej r�ownanie (5.1.29) mo_zna zapisa�
 jakoB̂(�)(E) = �(�)B̂(�)(E)�(�): (5.1.30)5a Podkre�slamy, _ze operatory i�(�)n i 
(�)B̂(�)(E) nie sa� identy
zne (por�ownaj przypis 3ana stronie 24) i dla dowolnej 
zterosk ladnikowej funk
ji spinorowej �(�) zde�niowanej na po-wierz
hni S w og�olno�s
i za
hodzii�(�)n (�)�(�) 6= 
(�)B̂(�)(E)�(�); (5a.i)
hyba _ze funk
ja �(�) nale_zy do zbioru DS(E), to zna
zy jest 
ze��s
ia� powierz
hniowa� pewnejfunk
ji be�da�
ej rozwia�zaniem r�ownania Dira
a (5.1.17) dla energii E. R�o_zni
e� pomie�dzy opera-torami i�(�)n i 
(�)B̂(�)(E) wida�
 
ho�
by sta�d, _ze pod
zas gdy ja�dra B(�)(E;�;�0) operator�owB̂(�)(E) spe lniaja� rela
je� (5.1.29), dla ja�der i�(�)n (�)Æ(2)(���0) operator�ow i�(�)n , jak wynika zr�owna�n (5.1.14) i (5.1.15), za
hodzi�(�)[i�(�)n (�)Æ(2)(�� �0)℄�(�) = 0: (5a.ii)Prawdziwo�s�
 r�ownania (5a.i) udowodnimy w dalszej 
ze��s
i tego podrozdzia lu, na stronie 71.
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ierzy dla r�ownania Dira
aW podrozdziale 5.2 poka_zemy, w jaki spos�ob ja�dra operator�ow B̂(�)(E) sa� powia�-zane z funk
ja� Greena pewnego zagadnienia brzegowego.Znajdziemy rozwinie�
ia spektralne ja�der B(�)(E;�;�0). Rozwa_zmy w tym 
elupodzbi�or f	i(E; r)g zbioru DV(E) sk ladaja�
y sie� z funk
ji, kt�ore na powierz
hniS spe lniaja� warunek brzegowyi�(+)n (�)	i(E;�) = 
(+)bi(E)�(+)	i(E;�): (5.1.31)Sta le fbi(E)g w warunku (5.1.31) w og�olno�s
i be�da� r�o_zne dla r�o_zny
h funk
jif	i(E; r)g. Korzystaja�
 z r�ownania (5.1.23) de�niuja�
ego operator B̂(+)(E), zwia�-zek (5.1.31) mo_zemy przepisa�
 w posta
iB̂(+)(E)	i(E;�) = bi(E)�(+)	i(E;�); (5.1.32)z kt�orej wynika, _ze funk
je powierz
hniowe f	i(E;�)g mo_zna traktowa�
 jakofunk
je w lasne operatora B̂(+)(E) z (osobliwa�) waga� �(+), a sta le fbi(E)g jakoodpowiednie warto�s
i w lasne.5b Poniewa_z operatory B̂(+)(E) i �(+) sa� hermitow-skie wzgle�dem powierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j ), w standardowy spos�obmo_zna pokaza�
, _ze i
h warto�s
i w lasne fbi(E)g sa� rze
zywiste, a funk
je w lasneodpowiadaja�
e r�o_znym warto�s
iom w lasnym sa� ortogonalne na powierz
hni S zwaga� �(+) �	i���(+)	j� = 0 �bi(E) 6= bj(E)�: (5.1.33)W dalszym 
ia�gu rozwa_za�n, bez utraty og�olno�s
i, be�dziemy zak ladali, _ze funk
jew lasne odpowiadaja�
e zdegenerowanym warto�s
iom w lasnym (o ile takie wyste�-puja�) sa� r�ownie_z ortogonalne na powierz
hni S z waga� �(+) i _ze wszystkie funk
jew lasne zosta ly znormalizowane do jedno�s
i w sensie�	i���(+)	i� = 1: (5.1.34)W�ow
zas dla dw�o
h dowolny
h funk
ji w lasny
h operatora B̂(+)(E) za
hodzi�	i���(+)	j� = Æij : (5.1.35)Za lo_zymy ponadto, _ze funk
je f�(+)	i(E;�)g tworza� uk lad zupe lny w przestrzeniL2(+)( j ) (S) i _ze odpowiednia rela
ja zupe lno�s
i ma posta�
5
Xi �(+)	i(E;�)	yi (E;�0)�(+) = Æ(2)(�� �0)�(+): (5.1.36)Z posta
i 
a lkowej r�ownania w lasnego (5.1.32)wS d2�0 B(+)(E;�;�0)	i(E;�0) = bi(E)�(+)	i(E;�); (5.1.37)5b Jak wynika z r�owna�n (5.1.30) i (5.1.32), funk
je f�(+)	i(E;�)g sa� funk
jami w lasnymioperatora B̂(+)(E) z waga� jednostkowa�.5
 Podobnie jak w przypadku nierelatywisty
znym dyskutowanym w podrozdziale 3.1, tak itym razem autor nie jest w stanie poda�
 dowodu zupe lno�s
i uk ladu funk
ji f�(+)	i(E;�)g wog�olnym przypadku dowolnego poten
ja lu V̂ i dowolnego kszta ltu powierz
hni S. Dow�od dlaprzypadku sz
zeg�olnego, gdy poten
ja l V̂ jest lokalny i sfery
znie symetry
zny, a powierz
hniaS jest sfera� o �srodku w 
entrum poten
ja lu, przedstawiono w uzupe lnieniu B.
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ji zupe lno�s
i (5.1.36) oraz z warunku normaliza
yjnego (5.1.34) otrzymujemyrozwinie�
ie spektralne ja�dra B(+)(E;�;�0)B(+)(E;�;�0) = Xi �(+)	i(E;�)bi(E)	yi (E;�0)�(+): (5.1.38)Powy_zej zde�niowali�smy funk
je f	i(E; r)g jako te sz
zeg�olne rozwia�zaniar�ownania Dira
a (5.1.17), kt�ore na powierz
hni S sa� funk
jami w lasnymi ope-ratora B̂(+)(E) z waga� �(+) (por�ownaj (5.1.32)). Poka_zemy teraz, _ze funk
je po-wierz
hniowe f	i(E;�)g sa� jedno
ze�snie funk
jami w lasnymi operatora B̂(�)(E)z waga� �(�) (r�ownowa_znie, _ze funk
je f�(�)	i(E;�)g sa� funk
jami w lasnymi ope-ratora B̂(�)(E) z waga� jednostkowa�), a li
zby fb�1i (E)g sa� odpowiadaja�
ymi imwarto�s
iami w lasnymi. W tym 
elu przemn�o_zmy obie strony r�ownania (5.1.31) zlewej strony przez ma
ierz �(�)n (�). Po przekszta l
enia
h otrzymujemyi�(�)n (�)	i(E;�) = 
(�)b�1i (E)�(�)	i(E;�); (5.1.39)
o, po skorzystaniu z r�ownania (5.1.23), mo_zna przepisa�
 w posta
iB̂(�)(E)	i(E;�) = b�1i (E)�(�)	i(E;�); (5.1.40)z kt�orej naty
hmiast wynika prawdziwo�s�
 powy_zszego stwierdzenia. W standar-dowy spos�ob mo_zna pokaza�
, _ze z r�ownania (5.1.40) wynika, i_z funk
je f	i(E;�)gspe lniaja� naste�puja�
a� rela
je� ortogonalno�s
i�	i���(�)	j� = 0 �bi(E) 6= bj(E)�: (5.1.41)Okazuje sie�, _ze s luszna jest og�olniejsza rela
ja�	i���(�)	j� = (
(+))2b2i (E) Æij ; (5.1.42)za
hodzi bowiem 
ia�g r�owno�s
i�	i���(�)	j� = �	i��� i�(�)n i�(+)n 	j� = �i�(+)n 	i��i�(+)n 	j�= (
(+))2bi(E)bj(E)��(+)	i���(+)	j�= (
(+))2bi(E)bj(E)�	i���(+)	j� = (
(+))2b2i (E) Æij ; (5.1.43)kt�orego posz
zeg�olne elementy wynikaja� odpowiednio z r�owna�n (5.1.13), (5.1.11),(5.1.31), (5.1.11) i (5.1.12), (5.1.35). Funk
je f�(�)	i(E;�)g tworza� uk lad zupe lnyw przestrzeni L2(�)( j ) (S), a odpowiednia rela
ja zupe lno�s
i, kt�ora� mo_zna otrzyma�
dzia laja�
 na r�ownanie (5.1.36) z lewej strony ma
ierza� �(�)n (�), z prawej stronyma
ierza� �(+)n (�0) i wykorzystuja�
 naste�pnie zwia�zki (5.1.11){(5.1.15), r�ownanie(5.1.39) oraz w lasno�s
i funk
ji delta Dira
a, ma posta�
5d(
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�2i (E)	yi (E;�0)�(�) = Æ(2)(�� �0)�(�): (5.1.44)5d O
zywi�s
ie, rela
ja zupe lno�s
i (5.1.44) jest prawdziwa przy za lo_zeniu s luszno�s
i rela
ji(5.1.36). W tym kontek�s
ie | patrz przypis 5
 na stronie 68.
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ierzy dla r�ownania Dira
aJe_zeli zapiszemy r�ownanie w lasne (5.1.40) w posta
i 
a lkowej,wS d2�0 B(�)(E;�;�0)	i(E;�0) = b�1i (E)�(�)	i(E;�); (5.1.45)to z r�ownania (5.1.45), z rela
ji zupe lno�s
i (5.1.44) oraz z rela
ji ortogonalno�s
i(5.1.42) wynika naste�puja�
a posta�
 rozwinie�
ia spektralnego ja�dra B(�)(E;�;�0)B(�)(E;�;�0) = (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�3i (E)	yi (E;�0)�(�): (5.1.46)W uzupe lnieniu C przedyskutujemy zale_zno�s�
 warto�s
i w lasny
h operator�owB̂(�)(E) od energii.Stwierdzili�smy powy_zej, _ze uk lady funk
ji f�(+)	i(E;�)g oraz f�(�)	i(E;�)gtworza� bazy ortogonalne odpowiednio w przestrzenia
h L2(+)( j ) (S) i L2(�)( j ) (S). Ponie-wa_z L2( j )(S) = L2(+)( j ) (S)�L2(�)( j ) (S), uk lad funk
ji f�(+)	i(E;�)g [ f�(�)	i(E;�)gstanowi baze� (ortogonalna�) w przestrzeni L2( j )(S) i dowolna 
zterosk ladnikowafunk
ja spinorowa z tej przestrzeni, powiedzmy �(�), mo_ze zosta�
 rozwinie�ta wszereg funk
ji bazowy
h�(�) =Xi a(+)i (E)�(+)	i(E;�) +Xi a(�)i (E)�(�)	i(E;�); (5.1.47)przy 
zym z rela
ji ortogonalno�s
i (5.1.35) oraz (5.1.42) wynika, _ze wsp�o l
zynnikirozwinie�
ia fa(�)i (E)g dane sa� wzoramia(+)i (E) = �	i���(+)��; (5.1.48)a(�)i (E) = (
(�))2b�2i (E)�	i���(�)��: (5.1.49)O
zywi�s
ie, dla dowolnej funk
ji �(�) wsp�o l
zynniki a(+)i (E) i a(�)i (E) z tym sa-mym indeksem i sa� w og�olno�s
i r�o_znea(+)i (E) 6= a(�)i (E): (5.1.50)Mo_zna jednak pokaza�
, _ze w sz
zeg�olnym przypadku, gdy �(�) jest 
ze��s
ia� po-wierz
hniowa� pewnej funk
ji 	(E; r) be�da�
ej rozwia�zaniem r�ownania Dira
a(5.1.17) w obje�to�s
i V , to zna
zy gdy �(�) = 	(E;�) 2 DS(E) (Czytelnik ze-
h
e zwr�o
i�
 uwage� na brak indeksu przy funk
ji 	(E;�), kt�ora w og�olno�s
i niemusi by�
 funk
ja� w lasna� operator�ow B̂(�)(E)), za
hodzia(+)i (E) = a(�)i (E) ��(�) = 	(E;�) 2 DS(E)�; (5.1.51)a sta�d 	(E;�) = Xi �	i���(+)	�	i(E;�) �	(E;�) 2 DS(E)� (5.1.52)



5.1. Operatory B̂(�)(E), R̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) 71(por�ownaj (5.1.47) i (5.1.48)). Prawdziwo�s�
 r�ownania (5.1.51) jest konsekwen
ja�
ia�gu r�owno�s
i(
(+))2b2i (E)a(�)i (E) = �	i���(�)�� = �	i��� i�(�)n i�(+)n ��= �i�(+)n 	i��i�(+)n �� = 
(+)bi(E)��(+)	i��i�(+)n ��= 
(+)bi(E)�	i��i�(+)n �� = 
(+)bi(E)�i�(+)n 	i����= (
(+))2b2i (E)��(+)	i���� = (
(+))2b2i (E)�	i���(+)��= (
(+))2b2i (E)a(+)i (E) ��(�) = 	(E;�) 2 DS(E)�; (5.1.53)kt�orego posz
zeg�olne elementy wynikaja� odpowiednio z r�owna�n (5.1.49), (5.1.13),(5.1.11), (5.1.31), (5.1.11) i (5.1.14), (5.1.22), (5.1.31), (5.1.11), (5.1.48). Zwra-
amy przy tym uwage�, _ze bez za lo_zenia, i_z �(�) 2 DS(E), sz�osta r�owno�s�
 w 
ia�gu(5.1.53) nie by laby prawdziwa.Udowodnimy teraz prawdziwo�s�
 r�ownania (5a.i). W tym 
elu podzia lajmyna obie strony rozwinie�
ia (5.1.47) ma
ierzami i�(�)n (�). Korzystaja�
 z r�owna�n(5.1.14), (5.1.15), (5.1.31) i (5.1.39), w wyniku otrzymujemyi�(�)n (�)�(�) = i�(�)n (�)Xi a(�)i (E)�(�)	i(E;�)= 
(�)Xi b�1i (E)a(�)i (E)�(�)	i(E;�): (5.1.54)Dzia laja�
 z kolei na rozwinie�
ie (5.1.47) z lewej strony operatorami 
(�)B̂(�)(E) ikorzystaja�
 naste�pnie z r�owna�n (5.1.30), (5.1.32) oraz (5.1.40), dostajemy
(�)B̂(�)(E)�(�) = 
(�)B̂(�)(E)Xi a(�)i (E)�(�)	i(E;�)= 
(�)Xi b�1i (E)a(�)i (E)�(�)	i(E;�): (5.1.55)Z niezale_zno�s
i liniowej uk lad�ow funk
ji f�(�)	i(E;�)g wynika, _ze prawe stronyr�owna�n (5.1.54) i (5.1.55) be�da� r�owne wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka_zdego indeksui za
hodzi a(+)i (E) = a(�)i (E). Powy_zej zauwa_zyli�smy jednak, _ze w og�olno�s
i dladowolnej funk
ji �(�) taka r�owno�s�
 nie za
hodzi (patrz r�ownanie (5.1.50)), 
hyba_ze funk
ja �(�) nale_zy do zbioru DS(E) (patrz r�ownanie (5.1.53)). Konkluduja�
,stwierdzamy, _ze z r�owna�n (5.1.50) i (5.1.53){(5.1.55) wynika, i_z dla dowolnej funk-
ji �(�) w og�olno�s
i za
hodzii�(�)n (�)�(�) 6= 
(�)B̂(�)(E)�(�) (5.1.56)(w ten spos�ob dowiedli�smy s luszno�s
i r�ownania (5a.i)), 
hyba _ze rozwa_zamy sz
ze-g�olny przypadek, gdy �(�) = 	(E;�) 2 DS(E), kiedy to otrzymujemyi�(�)n (�)�(�) = 
(�)B̂(�)(E)�(�) ��(�) = 	(E;�) 2 DS(E)�; (5.1.57)
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a
o zgadza sie� z r�ownaniem (5.1.23) de�niuja�
ym operatory B̂(�)(E).Opieraja�
 sie� na wzajemny
h rela
ja
h pomie�dzy funk
jami w lasnymi i po-mie�dzy warto�s
iami w lasnymi operator�ow B̂(+)(E) i B̂(�)(E) (por�ownaj (5.1.32) i(5.1.40)), mo_zna by o
zekiwa�
, _ze operatory te sa� ze soba� powia�zane. Poka_zemy,_ze istotnie tak jest. W tym 
elu rozpatrzmy 
a lkiwS d2�00 ��(�)n (�)B(�)(E;�;�00)�(�)n (�00)�B(�)(E;�00;�0):Korzystaja�
 z rozwinie��
 spektralny
h (5.1.38) i (5.1.46), z rela
ji ortogonalno�s
i(5.1.35) i (5.1.42), z rela
ji zupe lno�s
i (5.1.36) i (5.1.44), a tak_ze ze zwia�zk�ow�(+)n (�)B(�)(E;�;�0)�(�)n (�0) =Xi �(+)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(+); (5.1.58)�(�)n (�)B(+)(E;�;�0)�(+)n (�0) = (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(�);(5.1.59)kt�ore wynikaja� z rozwinie��
 (5.1.46) i (5.1.38) oraz z r�owna�n (5.1.14), (5.1.15),(5.1.31) i (5.1.39), do
hodzimy do naste�puja�
y
h zale_zno�s
i pomie�dzy ja�dramiB(+)(E;�;�0) i B(�)(E;�0;�0)wS d2�00��(�)n (�)B(�)(E;�;�00)�(�)n (�00)�B(�)(E;�00;�0) = Æ(2)(���0)�(�); (5.1.60)r�ownowa_zny
h r�ownaniom operatorowym��(�)n B̂(�)(E)�(�)n �B̂(�)(E) = Î�(�); (5.1.61)gdzie Î jest operatorem jednostkowym. Mno_za�
 r�ownanie (5.1.60) z lewej stronyprzez �(�)n (�), z prawej strony przez �(�)n (�0), korzystaja�
 z rela
ji (5.1.13) i zw lasno�s
i funk
ji delta Dira
a oraz przestawiaja�
 nawiasy kwadratowe, otrzymu-jemy zwia�zkiwS d2�00 B(�)(E;�;�00)��(�)n (�00)B(�)(E;�00;�0)�(�)n (�0)� = Æ(2)(�� �0)�(�);(5.1.62)r�ownowa_zne r�ownaniom operatorowymB̂(�)(E)��(�)n B̂(�)(E)�(�)n � = Î�(�): (5.1.63)Z r�owna�n (5.1.61) i (5.1.63) wynika, _ze operatory B̂(�)(E) i �(�)n B̂(�)(E)�(�)n sa�wzajemnie odwrotne w uog�olnionym sensie (gdy_z po prawy
h strona
h obu r�owna�nstoja� nie operatory jednostkowe, le
z operatory rzutowe Î�(�)).Zwr�o
imy jesz
ze uwage� Czytelnika, _ze z r�owna�n (5.1.31) i (5.1.39) wynika, i_zrela
je zupe lno�s
i (5.1.36) oraz (5.1.44) mo_zna przepisa�
 w naste�puja�
y
h posta-
ia
h(
(�))2Xi �(+)n (�)	i(E;�)b�2i (E)	yi (E;�0)�(�)n (�0) = Æ(2)(�� �0)�(+); (5.1.64)



5.1. Operatory B̂(�)(E), R̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) 73Xi �(�)n (�)	i(E;�)	yi (E;�0)�(+)n (�0) = Æ(2)(�� �0)�(�): (5.1.65)Ponadto, rozwinie�
ia spektralne (5.1.38) oraz (5.1.46) mo_zna przepisa�
 w posta-
ia
hB(+)(E;�;�0) = (
(�))2Xi �(+)n (�)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(�)n (�0); (5.1.66)B(�)(E;�;�0) = Xi �(�)n (�)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(+)n (�0): (5.1.67)Z r�owna�n (5.1.64){(5.1.67) skorzystamy w podrozdziale 6.3.3.5.1.3 Operatory R̂(�)b̂ (E) i R̂(�)(E)Nie
h b̂(+)(E) i b̂(�)(E) be�da� dwoma hermitowskimi liniowymi operatorami 
a l-kowymi zdefniowanymi na przestrzeni L2( j )(S), posiadaja�
ymi odpowiednio ja�dra
a lkowe b(+)(E;�;�0) i b(�)(E;�;�0). W dalszym 
ia�gu be�dziemy zak ladali, _zeoperatory b̂(�)(E) spe lniaja� rela
je�(�)b̂(�)(E)�(�) = b̂(�)(E) (5.1.68)(por�ownaj (5.1.30)) orazb̂(�)(E)�(�)n b̂(�)(E)�(�)n = �(�)n b̂(�)(E)�(�)n b̂(�)(E) = Î�(�) (5.1.69)(por�ownaj (5.1.61) i (5.1.63)). De�niujemy operatory 
a lkowe R̂(+)b̂ (E) i R̂(�)b̂ (E),o w lasno�s
i5e �(�)R̂(�)b̂ (E)�(�) = R̂(�)b̂ (E); (5.1.70)jako operatory odwrotne odpowiednio do operator�ow B̂(+)(E)�b̂(+)(E) i B̂(�)(E)�b̂(�)(E) w sensie r�ownaniaR̂(�)b̂ (E)�B̂(�)(E)� b̂(�)(E)� = �B̂(�)(E)� b̂(�)(E)�R̂(�)b̂ (E) = Î�(�): (5.1.71)W podrozdziale 5.3 poka_zemy, w jaki spos�ob zde�niowany powy_zej operatorR̂(+)b̂ (E) zwia�zany jest z operatorem R̂b̂(E) odgrywaja�
ym klu
zowa� role� w teoriinierelatywisty
znej om�owionej w rozdziale 3.Operatory R̂(�)b̂ (E) sa� reprezentowane przez swoje ja�dra 
a lkoweR(�)b̂ (E;�;�0).W je�zyku ja�der 
a lkowy
h rela
ja odwrotno�s
i (5.1.71) ma posta�
wS d2�00 R(�)b̂ (E;�;�00)�B(�)(E;�00;�0)� b(�)(E;�00;�0)�= wS d2�00 �B(�)(E;�;�00)� b(�)(E;�;�00)�R(�)b̂ (E;�00;�0) = Æ(2)(�� �0)�(�):(5.1.72)5e W zasadzie logi
zniej by loby u_zywa�
 naste�puja�
y
h ozna
ze�n: R̂b̂(+) (E) zamiast R̂(+)b̂ (E)oraz R̂b̂({)(E) zamiast R̂(�)b̂ (E). Autor zde
ydowa l sie� jednak na stosowanie bardziej 
zytelny
hozna
ze�n R̂(�)b̂ (E).
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ierzy dla r�ownania Dira
aPoniewa_z operatory B̂(�)(E) i b̂(�)(E) sa� hermitowskie, z r�ownania (5.1.71)wynika, _ze operatory R̂(�)b̂ (E) tak_ze musza� by�
 hermitowskie, 
zyliR(�)b̂ (E;�;�0) = R(�)yb̂ (E;�0;�): (5.1.73)Wykorzystuja�
 operatory R̂(�)b̂ (E), mo_zemy przepisa�
 warunek brzegowy (5.1.23)i (5.1.26) w posta
i abstrak
yjnej�(�)	(E;�) = �
(�)R̂(�)b̂ (E)�i�(�)n � 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�) (5.1.74)lub w r�ownowa_znej jej posta
i 
a lkowej�(�)	(E;�) = �
(�) wS d2�0 R(�)b̂ (E;�;�0)�i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0):(5.1.75)W dalszym 
ia�gu naszy
h rozwa_za�n be�dziemy wykorzystywali tak_ze operatoryR̂(+)(E) i R̂(�)(E). Pierwszy z ni
h, R̂(+)(E) z ja�drem 
a lkowym R(+)(E;�;�0),de�niujemy jako sz
zeg�olny przypadek operatora R̂(+)b̂ (E) w sytua
ji, gdy b̂(+)(E)jest operatorem zerowym, b̂(+)(E) = 0̂. Analogi
znie, operator R̂(�)(E) z ja�drem
a lkowymR(�)(E;�;�0) de�niujemy jako sz
zeg�olny przypadek operatora R̂(�)b̂ (E)w sytua
ji, gdy b̂(�)(E) = 0̂. Z r�ownania (5.1.71) wynika, _ze za
hodziR̂(�)(E)B̂(�)(E) = B̂(�)(E)R̂(�)(E) = Î�(�); (5.1.76)to zna
zy operatory R̂(+)(E) i B̂(+)(E) oraz R̂(�)(E) i B̂(�)(E) sa�, w uog�olnionymsensie (patrz uwaga naste�puja�
a po r�ownaniu (5.1.63)), wzajemnie odwrotne. Od-powiednia rela
ja dla ja�der 
a lkowy
h ma posta�
wS d2�00 R(�)(E;�;�00)B(�)(E;�00;�0)= wS d2�00 B(�)(E;�;�00)R(�)(E;�00;�0) = Æ(2)(�� �0)�(�): (5.1.77)Jako operatory wzajemnie odwrotne, R̂(+)(E) i B̂(+)(E) maja� wsp�olne funk
jew lasne, podobnie jak operatory R̂(�)(E) i B̂(�)(E). Z r�owna�n (5.1.32), (5.1.40) i(5.1.76) otrzymuje sie� naste�puja�
e r�ownania w lasne dla operator�ow R̂(�)(E)R̂(+)(E)	i(E;�) = b�1i (E)�(+)	i(E;�); (5.1.78)R̂(�)(E)	i(E;�) = bi(E)�(�)	i(E;�) (5.1.79)oraz i
h odpowiedniki 
a lkowewS d2�0 R(+)(E;�;�0)	i(E;�0) = b�1i (E)�(+)	i(E;�); (5.1.80)



5.1. Operatory B̂(�)(E), R̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) 75wS d2�0 R(�)(E;�;�0)	i(E;�0) = bi(E)�(�)	i(E;�): (5.1.81)Sta�d, a tak_ze z rela
ji zupe lno�s
i (5.1.36) i (5.1.44) oraz z rela
ji ortogonalno�s
i(5.1.35) i (5.1.42), wynikaja� naste�puja�
e posta
ie rozwinie��
 spektralny
h ja�derR(�)(E;�;�0)R(+)(E;�;�0) = Xi �(+)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(+); (5.1.82)R(�)(E;�;�0) = (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(�); (5.1.83)kt�ore, po uwzgle�dnieniu r�owna�n (5.1.31) oraz (5.1.39), mo_zna przepisa�
 w naste�-puja�
y
h r�ownowa_zny
h posta
ia
h5fR(+)(E;�;�0) = (
(�))2Xi �(+)n (�)	i(E;�)b�3i (E)	yi (E;�0)�(�)n (�0); (5.1.84)R(�)(E;�;�0) =Xi �(�)n (�)	i(E;�)bi(E)	yi (E;�0)�(+)n (�0): (5.1.85)Z rozwinie��
 (5.1.38), (5.1.46), (5.1.82) i (5.1.83) oraz z r�owna�n w lasny
h (5.1.31)i (5.1.39) wynika, _ze ja�dra 
a lkowe B(�)(E;�;�0) i R(�)(E;�;�0) sa� zwia�zane rela-
jami5f Czytelnik ze
h
e zwr�o
i�
 uwage� na asymetrie� pomie�dzy r�ownaniami (5.1.35) i (5.1.42),(5.1.36) i (5.1.44), (5.1.64) i (5.1.65), (5.1.38) i (5.1.46), (5.1.66) i (5.1.67), (5.1.82) i (5.1.83),(5.1.84) i (5.1.85), be�da�
a� konsekwen
ja� przyje�tej przez nas konwen
ji normaliza
yjnej wr�ownaniu (5.1.34). Konwen
je� te� zastosowali�smy po to, by warunki ortogonalno�s
i (3.1.17) i(5.1.35) mia ly podobna� posta�
. Gdyby�smy jednak unormowali funk
je w lasne f	i(E;�)g w takispos�ob, by (	ij�(+)	i) = �
(�)jbi(E)j�1; (5f.i)w�ow
zas wymienione wy_zej pary r�owna�n przyje� lyby naste�puja�
e symetry
zne posta
ie(	ij�(�)	j) = �
(�) jbi(E)j�1Æij ; (5f.ii)�
(�)Xi �(�)	i(E;�)jbi(E)j�1	yi (E;�0)�(�) = Æ(2)(�� �0)�(�) ; (5f.iii)�
(�)Xi �(�)n (�)	i(E;�)jbi(E)j�1	yi (E;�0)�(�)n (�0) = Æ(2)(�� �0)�(�); (5f.iv)B(�)(E;�;�0) = �
(�)Xi �(�)	i(E;�) sgn[bi(E)℄b�2i (E)	yi (E;�0)�(�) ; (5f.v)B(�)(E;�;�0) = �
(�)Xi �(�)n (�)	i(E;�) sgn[bi(E)℄	yi (E;�0)�(�)n (�0); (5f.vi)R(�)(E;�;�0) = �
(�)Xi �(�)	i(E;�) sgn[bi(E)℄	yi (E;�0)�(�) ; (5f.vii)R(�)(E;�;�0) = �
(�)Xi �(�)n (�)	i(E;�) sgn[bi(E)℄b�2i (E)	yi (E;�0)�(�)n (�0): (5f.viii)
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ierzy dla r�ownania Dira
aR(�)(E;�;�0) = �(�)n (�)B(�)(E;�;�0)�(�)n (�0): (5.1.86)Operatorowymi odpowiednikami rela
ji (5.1.86) sa� zwia�zkiR̂(�)(E) = �(�)n B̂(�)(E)�(�)n ; (5.1.87)kt�ore wynikaja� tak_ze z r�owna�n (5.1.61), (5.1.63) oraz (5.1.76).5.1.4 Zwia�zek pomie�dzy operatorowym i ma
ierzowym sformu lowaniem teoriiNie
h f�i(�)g be�dzie pewna� spinorowa� baza� w przestrzeni L2( j )(S), ortonor-malna� wzgle�dem powierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j ). Ja�dra 
a lkowe opera-tor�ow B̂(�)(E), b̂(�)(E) oraz R̂(�)b̂ (E) posiadaja� w tej bazie naste�puja�
e rozwinie�
iabiliniowe B(�)(E;�;�0) =Xi;j �(�)�i(�)��i��B̂(�)�j��yj(�0)�(�); (5.1.88)b(�)(E;�;�0) =Xi;j �(�)�i(�)��i��b̂(�)�j��yj(�0)�(�); (5.1.89)R(�)b̂ (E;�;�0) =Xi;j �(�)�i(�)��i��R̂(�)b̂ �j��yj(�0)�(�): (5.1.90)Wyste�puja�
e w ty
h rozwinie�
ia
h wsp�o l
zynniki��i��B̂(�)�j� � wS d2� wS d2�0 �yi (�)B(�)(E;�;�0)�j(�0); (5.1.91)��i��b̂(�)�j� � wS d2� wS d2�0 �yi (�)b(�)(E;�;�0)�j(�0) (5.1.92)oraz ��i��R̂(�)b̂ �j� � wS d2� wS d2�0 �yi (�)R(�)b̂ (E;�;�0)�j(�0); (5.1.93)be�da�
e elementami ma
ierzowymi operator�ow B̂(�)(E), b̂(�)(E) oraz R̂(�)b̂ (E) w ba-zie f�i(�)g, tworza� ma
ierze B(�)(E), b(�)(E) oraz R(�)b (E) zwia�zane zale_zno�s
iamiR(�)b (E)�B(�)(E)� b(�)(E)� = �B(�)(E)� b(�)(E)�R(�)b (E) = I(�); (5.1.94)przy 
zym I(�) sa� ma
ierzami kwadratowymi o elementa
h fI (�)ij = ��i���(�)�j�g.R�ownanie (5.1.94) otrzymuje sie�, rzutuja�
 obustronnie r�ownanie (5.1.71) na funk
jebazowe. Ma
ierze R(+)b (E) i R(�)b (E) nosza� nazwe� R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a(5.1.17) w reprezenta
ji f�i(�)g.W sz
zeg�olnym przypadku, gdy b(+)(E) jest ma
ierza� zerowa�, b(+)(E) = 0, R-ma
ierz R(+)(E) � R(+)0 (E) jest ma
ierza� operatora R̂(+)(E) w bazie f�i(�)g. Po-dobnie, w sz
zeg�olnym przypadku, gdy b(�)(E) jest ma
ierza� zerowa�, b(�)(E) = 0,
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ierz R(�)(E) � R(�)0 (E) jest ma
ierza� operatora R̂(�)(E) w bazie f�i(�)g.Ma
ierze R(�)(E) i B(�)(E) sa� wzajemnie odwrotne w sensie r�ownaniaR(�)(E)B(�)(E) = B(�)(E)R(�)(E) = I(�): (5.1.95)Zwra
amy przy tym uwage�, _ze nie istnieja� ma
ierze odwrotne do ma
ierzy R(�)(E)i B(�)(E) w zwyk lym sensie, gdy_z, ze wzgle�du na warunki (5.1.30) oraz (5.1.70),powy_zsze ma
ierze sa� silnie osobliwe. Poni_zej przedyskutujemy ten problem bar-dziej sz
zeg�o lowo.Rzutuja�
 warunek brzegowy (5.1.74) z obu stron na funk
je bazowe f�i(�)g,otrzymujemy jego posta�
 ma
ierzowa�P (�)(E) = R(�)b (E)"��2m
�h ��1 Q (�)(E)� b(�)(E)P (�)(E)# ; (5.1.96)przy 
zym P (�)(E) i Q (�)(E) sa� ma
ierzami jednokolumnowymi o elementa
h od-powiednio fP (�)i (E) = ��i���(�)	�g i fQ(�)i (E) = ��i��i�(�)n 	�g.W powy_zszej dyskusji nie narzu
ali�smy _zadny
h ograni
ze�n na baze� funk
yjna�f�i(�)g rozpinaja�
a� przestrze�n L2( j )(S). Za l�o_zmy teraz, _ze wybieramy taka� baze�,kt�ora jest suma� dw�o
h zbior�ow funk
yjny
h f�(+)i (�)g oraz f�(�)i (�)g, stanowia�-
y
h bazy ortonormalne odpowiednio w L2(+)( j ) (S) i L2(�)( j ) (S), to zna
zyf�i(�)g = f�(+)i (�)g [ f�(�)i (�)g: (5.1.97)Funk
je f�(�)i (�)g posiadaja� naste�puja�
e w lasno�s
i�(+)�(+)i (�) = �(+)i (�); �(�)�(+)i (�) = 0; (5.1.98)�(+)�(�)i (�) = 0; �(�)�(�)i (�) = �(�)i (�): (5.1.99)Je_zeli funk
je bazowe ponumerujemy w taki spos�ob, aby dla dowolnego operatoraÔ dzia laja�
ego w przestrzeni L2( j )(S) jego ma
ierz O w bazie (5.1.97) mia la posta�
blokowa� O = � O(++) O(+�)O(�+) O(��) � ; (5.1.100)gdzie O(++) jest ma
ierza� kwadratowa� z elementami fO(++)ij = ��(+)i ��Ô�(+)j )g i po-dobnie dla ma
ierzy O(+�), O(�+) oraz O(��), w�ow
zas ma
ierze B(�)(E), b(�)(E),R(�)b (E), I(�) maja� w tej bazie odpowiednio posta
ieB(+)(E) = � B(+)(E) 00 0 � ; B(�)(E) = � 0 00 B(�)(E) � ; (5.1.101)b(+)(E) = � b(+)(E) 00 0 � ; b(�)(E) = � 0 00 b(�)(E) � ; (5.1.102)R(+)b (E) = � R(+)b (E) 00 0 � ; R(�)b (E) = � 0 00 R(�)b (E) � ; (5.1.103)
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aI(+) = � I 00 0 � ; I(�) = � 0 00 I � ; (5.1.104)gdzie I jest ma
ierza� jednostkowa�, natomiast ma
ierze jednokolumnowe P (�)(E) iQ (�)(E) maja� odpowiednio posta
ieP (+)(E) = � P (+)(E)0 � ; P (�)(E) = � 0P (�)(E) � ; (5.1.105)Q (+)(E) = � Q (+)(E)0 � ; Q (�)(E) = � 0Q (�)(E) � : (5.1.106)Jak wida�
 z r�owna�n (5.1.101){(5.1.104), ma
ierze B(�)(E), b(�)(E), R(�)b (E) i I(�)sa� silnie osobliwe (w lasno�s�
 ta o
zywi�s
ie nie zale_zy od wyboru bazy f�i(�)g). Jestto bezpo�srednia� konsekwen
ja� r�owna�n (5.1.30), (5.1.68), (5.1.70) oraz osobliwo�s
iprojektor�ow Î�(�). W prze
iwie�nstwie, zredukowane ma
ierze B(�)(E) i R(�)b (E),zwia�zane rela
jamiR(�)b (E)�B(�)(E)� b(�)(E)� = �B(�)(E)� b(�)(E)�R(�)b (E) = I; (5.1.107)w og�olno�s
i nie sa� osobliwe. W sz
zeg�olnym przypadku, gdy b(+)(E) = 0, ma
ierzR(+)(E) � R(+)0 (E) jest odwrotna (w zwyk lym sensie) do ma
ierzy B(+)(E). Po-dobnie, w przypadku, gdy b(�)(E) = 0, ma
ierz R(�)(E) � R(�)0 (E) jest odwrotna(r�ownie_z w zwyk lym sensie) do ma
ierzy B(�)(E). Mamy zatemR(�)(E)B(�)(E) = B(�)(E)R(�)(E) = I: (5.1.108)Zredukowana� posta
ia� r�ownania (5.1.96) w bazie (5.1.97) jestP (�)(E) = R(�)b (E)"��2m
�h ��1Q (�)(E)� b(�)(E)P (�)(E)# : (5.1.109)Nale_zy podkre�sli�
, _ze, pomimo formalnego podobie�nstwa, r�ownania (5.1.96) i(5.1.109) nie sa� identy
zne, gdy_z wyste�puja�
e w ni
h ma
ierze r�o_znia� sie� wymia-rami.Przedyskutujemy teraz sz
zeg�olny przypadek, w kt�orym funk
je bazowe w zbio-ra
h f�(+)i (�)g oraz f�(�)i (�)g wybieramy w posta
i�(+)i (�) = 
(+)�mj (�); �(�)i (�) = 
(�)�mj (�); (5.1.110)gdzie funk
je f
(�)�mj (�)g zosta ly zde�niowane r�ownaniem (4.29). W tej baziei�(�)n (�) oraz �(�) sa� reprezentowane odpowiednio przez ma
ierzematf
(�)i (�)g �i�(+)n (�)� = � 0 I0 0 � ; matf
(�)i (�)g �i�(�)n (�)� = � 0 0�I 0 � ;(5.1.111)matf
(�)i (�)g ��(+)� = � I 00 0 � ; matf
(�)i (�)g ��(�)� = � 0 00 I � ; (5.1.112)



5.2. Zwia�zek ja�der 
a lkowy
h R(�)b̂ (E;�;�0), R(�)(E;�;�0) i B(�)(E;�;�0) ... 79przy za lo_zeniu, _ze elementy zbior�ow f
(+)i (�)g i f
(�)i (�)g zosta ly uporza�dkowanew tej samej kolejno�s
i ze wzgle�du na pary indeks�ow (�;mj). Sta�d oraz z reprezen-ta
ji ma
ierzowej r�ownania (5.1.69) mo_zemy wywnioskowa�
, _zeb(�)(E)b(�)(E) = I; (5.1.113)
o ozna
za, _ze ma
ierze b(+)(E) i b(�)(E) sa� wzajemnie odwrotne. Ponadto,za
hodza� rela
je P (+)(E) = P(E; �); P (�)(E) = Q(E; �); (5.1.114)Q (+)(E) = Q(E; �); Q (�)(E) = �P(E; �); (5.1.115)gdzie P(E; �) i Q(E; �) sa� ma
ierzami jednokolumnowymi wprowadzonymi w roz-dziale 4. Uto_zsamiaja�
 ma
ierz b(+)(E) z ma
ierza� b(E) z rozdzia lu 4, mo_zemyprzepisa�
 r�ownania sk ladaja�
e sie� na (5.1.109) naste�puja�
oP(E; �) = R(+)b (E) ��2m
�h �Q(E; �)� b(E)P(E; �)� ; (5.1.116)Q(E; �) = R(�)b (E)"�2m
�h ��1 P(E; �)� b�1(E)Q(E; �)# : (5.1.117)Je_zeli pomina��
 nieistotne r�o_zni
e w ozna
zenia
h R-ma
ierzy, r�ownania (5.1.116)i (5.1.117) sa� identy
zne z r�ownaniami odpowiednio (4.37) i (4.38).5.2 Zwia�zek ja�der 
a lkowy
h R(�)b̂ (E;�;�0), R(�)(E;�;�0) i B(�)(E;�;�0)z funk
jami GreenaRozwa_zmy naste�puja�
e zagadnienie brzegowe sk ladaja�
e sie� z jednorodnego,niezale_znego od 
zasu r�ownania Dira
a[�i
�h� �r+ �m
2 + V̂ �E℄	(E; r) = 0 (r 2 V) (5.2.1)z niejednorodnymi warunkami brzegowymii�(�)n (�)	(E;�)� 
(�)b̂(�)(E)	(E;�) = �(�)(�) (� 2 S) (5.2.2)narzu
onymi na rozwia�zania r�ownania (5.2.1). Hermitowskie operatory b̂(�)(E)sa� tymi samymi operatorami, kt�ore zosta ly zde�niowane w podrozdziale 5.1.3 ispe lniaja� rela
je (5.1.68) i (5.1.69). Je_zeli spinory �(�)(�) wyste�puja�
e po prawejstronie warunku (5.2.2) sa� powia�zane ze soba� w naste�puja�
y spos�ob�(�)(�) = 
(�)b̂(�)(E)i�(�)n (�)�(�)(�); (5.2.3)w�ow
zas, korzystaja�
 z w lasno�s
i (5.1.13){(5.1.15) ma
ierzy �(�)n (�), z de�ni
ji(5.1.24) oraz z rela
ji (5.1.68) i (5.1.69), mo_zna pokaza�
, _ze oba warunki brzegowe
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ierzy dla r�ownania Dira
a(5.2.2), odpowiadaja�
e wyborowi g�ornego lub dolnego znaku, sa� r�ownowa_zne. In-nymi s lowy, je_zeli za
hodzi zwia�zek (5.2.3), w�ow
zas r�ownania (5.2.2) stanowia�jeden i ten sam warunek brzegowy. W dalszym 
ia�gu be�dziemy zak ladali, _ze rela-
ja (5.2.3) jest spe lniona.Funk
ja (a w la�s
iwie ma
ierz o wymiara
h 4 � 4) Greena Gb̂(E; r; r0) dla za-gadnienia brzegowego (5.2.1) i (5.2.2) jest zde�niowana jako rozwia�zanie niejedno-rodnego r�ownania r�o_zni
zkowego[�i
�h� �r+ �m
2 + V̂ �E℄Gb̂(E; r; r0) = Æ(3)(r � r0) I(r, r0 2 V ; r0 ustalone); (5.2.4)spe lniaja�
e na powierz
hni S jednorodny warunek brzegowyi�(�)n (�)Gb̂(E;�; r0)� 
(�)b̂(�)(E)Gb̂(E;�; r0) = 0 (� 2 S, r0 2 V): (5.2.5)Funk
ja Gb̂(E; r; r0) jest hermitowska w tym sensie, _ze spe lnia rela
je� symetriiGb̂(E; r; r0) = G ŷb(E; r0; r): (5.2.6)Przemn�o_zmy teraz r�ownanie (5.2.1) z lewej strony przez G ŷb(E; r; r0), a sprze�-_zenie hermitowskie r�ownania (5.2.4) z prawej strony przez 	(E; r). Odejmuja�
otrzymane r�ownania stronami, 
a lkuja�
 wynik po obje�to�s
i V i korzystaja�
 z her-mitowsko�s
i operatora poten
ja lu V̂ , otrzymujemywV d3r 	(E; r)Æ(3)(r � r0) = 
�hwV d3rr � �G ŷb(E; r; r0)i�	(E; r)�: (5.2.7)Lewa strona powy_zszego r�ownania jest o
zywi�s
ie r�owna 	(E; r0), natomiast pra-wa� mo_zna przekszta l
i�
, u_zywaja�
 twierdzenia 
a lkowego Gaussa; otrzymujemy	(E; r0) = 
�hwS d2� G ŷb(E;�; r0)i�n(�)	(E;�): (5.2.8)Skorzystamy teraz w r�ownaniu (5.2.8) z rela
ji (5.1.10) wia�_za�
ej ze soba� ma
ie-rze �n(�) i �(�)n (�) oraz z pierwszego z r�owna�n (5.1.11). Dokonuja�
 dodatkowozamiany ozna
ze�n r0 ; r i �; �0, dostajemy	(E; r) = 
�h wS d2�0 G ŷb(E;�0; r)i�(�)n (�0)	(E;�0)� 
�h wS d2�0 �i�(�)n (�0)Gb̂(E;�0; r)�y	(E;�0): (5.2.9)Uwzgle�dniaja�
 w drugim 
z lonie po prawej stronie powy_zszego r�ownania waru-nek brzegowy (5.2.5) i korzystaja�
 z hermitowsko�s
i operator�ow b̂(�)(E) wzgle�dempowierz
hniowego ilo
zynu skalarnego, przekszta l
amy r�ownanie (5.2.9) do posta
i	(E; r) = 
�h wS d2�0 G ŷb(E;�0; r)�i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0): (5.2.10)



5.2. Zwia�zek ja�der 
a lkowy
h R(�)b̂ (E;�;�0), R(�)(E;�;�0) i B(�)(E;�;�0) ... 81Powy_zsza rela
ja jest spe lniona dla dowolnego punktu r w obje�to�s
i V , w sz
ze-g�olno�s
i dla punkt�ow le_za�
y
h na powierz
hni S. Dokonuja�
 we wzorze (5.2.10)przej�s
ia grani
znego r ! � i korzystaja�
 z rela
ji symetrii (5.2.6), znajdujemy	(E;�) = 
�h wS d2�0 Gb̂(E;�;�0)�i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0): (5.2.11)Aby otrzyma�
 zwia�zek pomie�dzy ja�drami 
a lkowymiR(�)b̂ (E;�;�0) zde�niowanymiw podrozdziale 5.1.4 i funk
ja� Greena zagadnienia brzegowego (5.2.1) i (5.2.2),dzia lamy na obie strony r�ownania (5.2.11) ma
ierzami �(�), otrzymuja�
�(�)	(E;�) = 
�hwS d2�0 �(�)Gb̂(E;�;�0)�(�)�i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0):(5.2.12)(Pojawienie sie� ma
ierzy �(�) po prawej stronie funk
ji Greena jest uzasadnioner�ownaniem (5.1.14) oraz r�ownaniem (5.1.68).) Z por�ownania (5.1.75) i (5.2.12)znajdujemy szukana� rela
je�R(�)b̂ (E;�;�0) = 
�h
(�)�(�)Gb̂(E;�;�0)�(�): (5.2.13)Z powy_zszego r�ownania wynika, _ze w sz
zeg�olny
h przypadka
h, gdy b̂(+)(E) = 0̂albo b̂(�)(E) = 0̂ (o
zywi�s
ie, oba przypadki nie moga� za
hodzi�
 jedno
ze�snie,patrz r�ownanie (5.1.69)), ja�dra R(+)(E;�;�0) = R(+)b̂(+)=0̂(E;�;�0) i R(�)(E;�;�0) =R(�)b̂({)=0̂(E;�;�0) sa� odpowiednio r�owneR(�)(E;�;�0) = 
�h
(�)�(�)G(�)(E;�;�0)�(�); (5.2.14)gdzie zde�niowali�smyG(+)(E;�;�0) = Gb̂(+)=0̂(E;�;�0); G(�)(E;�;�0) = Gb̂({)=0̂(E;�;�0): (5.2.15)Znajdziemy teraz zwia�zek pomie�dzy ja�drami B(�)(E;�;�0) a funk
jami GreenaG(�)(E;�;�0) zde�niowanymi r�ownaniami (5.2.15). W sz
zeg�olny
h przypadka
h,gdy b̂(�)(E) = 0̂ (patrz uwaga poprzedzaja�
a r�ownanie (5.2.14)), r�ownanie (5.2.11)przyjmuje posta�
	(E;�) = 
�h wS d2�0 G(�)(E;�;�0)i�(�)n (�0)	(E;�0): (5.2.16)Dzia laja�
 na obie strony powy_zszej r�owno�s
i ma
ierzami i�(�)n (�), znajdujemyi�(�)n (�)	(E;�) = �
�hwS d2�0 �(�)n (�)G(�)(E;�;�0)�(�)n (�0)	(E;�0); (5.2.17)ska�d, przez por�ownanie z (5.1.26), otrzymujemy szukana� rela
je�B(�)(E;�;�0) = 
�h
(�)�(�)n (�)G(�)(E;�;�0)�(�)n (�0): (5.2.18)
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ierzy dla r�ownania Dira
aKo�n
za�
 ten podrozdzia l, zauwa_zymy jesz
ze, _ze z rela
ji (5.2.14) oraz (5.2.18)wynika naste�puja�
y zwia�zek pomie�dzy ja�drami B(�)(E;�;�0) i R(�)(E;�;�0)R(�)(E;�;�0) = �(�)n (�)B(�)(E;�;�0)�(�)n (�0): (5.2.19)R�ownanie (5.2.19) jest identy
zne z r�ownaniem (5.1.86) otrzymanym przez nasw podrozdziale 5.1.4, gdzie korzystali�smy z rozwinie��
 spektralny
h rozwa_zany
hja�der.5.3 Grani
a nierelatywisty
znaW 
elu powia�zania ze soba� relatywisty
znego i nierelatywisty
znego opera-torowego sformu lowania teorii R-ma
ierzy, zbadamy grani
e� nierelatywisty
zna�tego z r�owna�n (5.1.74), kt�ore odpowiada wyborowi g�ornego indeksu. Poste�puja�
zgodnie ze standardowa� pro
edura�, wyrazimy relatywisty
zna� 
zterosk ladnikowa�funk
je� falowa� 	(E; r) przez funk
je dwusk ladnikowe  U(E; r) oraz  L(E; r) wnaste�puja�
y spos�ob 	(E; r) = �  U(E; r) L(E; r) � : (5.3.1)Jak  latwo pokaza�
, je_zeli operator poten
ja lu V̂ jest taki, _ze dla dowolnej funk
jiz L2h j i(V) o posta
i �(r) = � �U (r)�L(r) � (5.3.2)za
hodzi�(+)V̂ �(+)�(r) 
!1�! � V̂ 0�U (r)0 � ; �(+)V̂ �(�)�(r) 
!1�! 0; (5.3.3)�(�)V̂ �(+)�(r) 
!1�! 0; �(�)V̂ �(�)�(r) 
!1�! 0; (5.3.4)gdzie V̂ 0 jest operatorem dzia laja�
ym w przestrzeni funk
ji dwusk ladnikowy
h,w�ow
zas w grani
y nierelatywisty
znej funk
ja  U(E; r) spe lnia r�ownanie S
hr�o-dingera �� �h22mr2 + V̂ 0 �E� U(E; r) = 0 (
!1) (5.3.5)(por�ownaj (3.1.4) i (3.1.5)), pod
zas gdy L(E; r) 
!1�! �� �h2m
� i� �r U(E; r); (5.3.6)gdzie � jest wektorem skonstruowanym z ma
ierzy Pauliego. Rela
ja (5.3.6) za-
hodzi dla dowolnego punktu r, w sz
zeg�olno�s
ie jest ona r�ownie_z spe lniona napowierz
hni S, to zna
zy dla r = �. Dalej, z r�owna�n (5.1.70) i (5.1.68) wynika, _zeoperatory R̂(+)b̂ (E) i b̂(+)(E) dzia laja� na dowolna� funk
je� z L2( j )(S) o posta
i�(�) = � �U (�)�L(�) � (5.3.7)
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zna 83w naste�puja�
y spos�obR̂(+)b̂ (E)�(�) = � R̂0̂b(E)�U (�)0 � ; b̂(+)(E)�(�) = � b̂0(E)�U (�)0 � ;(5.3.8)gdzie R̂0̂b(E) i b̂0(E) sa� operatorami dzia laja�
ymi na funk
je dwusk ladnikowe.Korzystaja�
 ze zwia�zk�ow (5.3.8), znajdujemy, _ze to z r�owna�n (5.1.74), kt�ore za-wiera operator R̂(+)b̂ (E), mo_zna przepisa�
 w posta
i zawieraja�
ej w spos�ob jawnyg�orna� i dolna� sk ladowa� spinora 	(E;�) oraz operatory R̂0̂b(E) i b̂0(E) U(E;�) = R̂0̂b(E) ��2m
�h � i� � n(�) L(E;�)� b̂0(E) U(E;�)� : (5.3.9)R�ownanie (5.3.9) jest �s
is le. Prze
hodza�
 w nim do grani
y nierelatywisty
znej,korzystaja�
 z r�ownania (5.3.6) oraz z dobrze znany
h w lasno�s
i ma
ierzy Pauliego,z kt�ory
h wynika, i_z�� � n(�)��� �r� = rn + i� � �n(�)�r�; (5.3.10)otrzymujemy U(E;�) = R̂0̂b(E)hrn + i� � �n(�)�r�� b̂0(E)i U(E;�) (
!1): (5.3.11)W r�ownaniu (5.3.11)  U(E;�), R̂0̂b(E) oraz b̂0(E) ozna
zaja� grani
e nierelatywi-sty
zne wielko�s
i ozna
zany
h powy_zej tymi samymi symbolami przed dokonaniemprzej�s
ia grani
znego. Por�ownanie (5.3.11) z (3.1.26) prowadzi do wniosku, _zeje_zeli V̂ 0 
!1�! V̂ Î ; (5.3.12)gdzie V̂ jest operatorem poten
ja lu wyste�puja�
ym w teorii nierelatywisty
zneji zde�niowanym r�ownaniem (3.1.6), a Î jest operatorem jednostkowym w prze-strzeni funk
ji dwusk ladnikowy
h, w�ow
zas w grani
y nierelatywisty
znej za
ho-dzi R̂0̂b(E) 
!1�! R̂b̂(E) Î ; (5.3.13)pod warunkiem, _ze operator b̂(+)(E) wybierzemy w taki spos�ob, aby za
hodzi  lob̂0(E) 
!1�! b̂(E) Î + i� � �n(�)�r�; (5.3.14)gdzie b̂(E) jest operatorem wykorzystywanym w nierelatywisty
znym sformu lowa-niu teorii prezentowanym w rozdziale 3. Wynik zawarty w r�ownaniu (5.3.14) jestzgodny z w
ze�sniejszymi obserwa
jami po
zynionymi przez Norringtona i Granta[55, 57℄ oraz przez Thumma i Nor
rossa [68℄, kt�orzy badali grani
e� nierelatywis-ty
zna� ma
ierzowego sformu lowania teorii w sz
zeg�olnym przypadku sfery
zniesymetry
znego obszaru V .
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ierzy dla r�ownania Dira
a5.4 Konstruk
ja operator�ow R̂(�)b̂ (E): metoda Kapura{Peierlsa{WigneraW tym podrozdziale przeprowadzimy konstruk
je� ja�der R-operator�ow R̂(�)b̂ (E),mody�kuja�
 w taki spos�ob metode� Kapura{Peierlsa{Wignera om�owiona� w pod-rozdziale 3.3, aby mo_zna ja� by lo zastosowa�
 do przypadku, gdy r�ownanie falowejest r�ownaniem Dira
a, a ja�dra R-operator�ow sa� ma
ierzami o wymiara
h 4� 4.W rozwa_zania
h przedstawiony
h poni_zej be�dziemy wykorzystywali zbi�or funk-
ji 
zterosk ladnikowy
h f	b̂k(E; r)g, zde�niowany
h jako funk
je w lasne zagad-nienia brzegowego sk ladaja�
ego sie� z r�ownania Dira
a�Ĥ �Eb̂k(E)�	b̂k(E; r) = 0 (r 2 V) (5.4.1)(por�ownaj (5.1.17)) oraz z jednorodnego warunku brzegowegoi�(�)n (�)	b̂k(E;�) = 
(�)b̂(�)(E)	b̂k(E;�) (� 2 S); (5.4.2)narzu
onego na rozwia�zania r�ownania (5.4.1) na powierz
hni S ota
zaja�
ej obje�-to�s�
 V . Funk
ja 	b̂k(E; r) jest funk
ja� w lasna� zagadnienia odpowiadaja�
a� war-to�s
i w lasnej Eb̂k(E). Operator Hamiltona Ĥ u_zyty w r�ownaniu (5.4.1) zosta lzde�niowany r�ownaniem (5.1.18). Analizuja�
 posta�
 r�ownania (5.4.2), mo_zna byodnie�s�
 wra_zenie, _ze zawiera ono dwa r�o_zne warunki brzegowe, zale_znie od wyborujednego z dw�o
h mo_zliwy
h indeks�ow. Tak jednak nie jest i w rze
zywisto�s
ioba warunki w r�ownaniu (5.4.2) sa� r�ownowa_zne, stanowia�
 tylko jeden warunekbrzegowy. Wynika to bezpo�srednio z podzia lania na r�ownanie (5.4.2) z lewej stronyoperatorami b̂(�)(E)i�(�)n i skorzystania naste�pnie z r�owna�n (5.1.13), (5.1.69) i(5.1.25).Maja�
 na wzgle�dzie p�o�zniejsze zastosowania, zauwa_zymy, _ze warunek brzegowy(5.4.2) mo_zna, po podzia laniu na niego z lewej strony ma
ierzami �i�(�)n (�), prze-pisa�
 w r�ownowa_znej posta
i�(�)	b̂k(E;�) = �
(�)i�(�)n b̂(�)(E)	b̂k(E;�); (5.4.3)z kt�orej wynika, _ze	b̂k(E;�) = �(�)	b̂k(E;�) +�(�)	b̂k(E;�) = ��(�) � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)�	b̂k(E;�):(5.4.4)W dalszym 
ia�gu rozwa_za�n za lo_zymy, _ze operatory 
a lkowe b̂(�)(E) sa� takie,i_z funk
je w lasne f	b̂k(E; r)g zagadnienia brzegowego (5.4.1) i (5.4.2) tworza�uk lad zupe lny w przestrzeni L2h j i(V). Z r�owna�n (5.4.1) i (5.4.2), ze sko�n
zono�s
iobje�to�s
i V oraz z w lasno�s
i operator�ow b̂(�)(E) wynika, _ze wszystkie warto�s
iw lasne fEb̂k(E)g sa� rze
zywiste i tworza� zbi�or dyskretny, a funk
je w lasne od-powiadaja�
e r�o_znym warto�s
iom w lasnym sa� wzajemnie ortogonalne wzgle�demobje�to�s
iowego ilo
zynu skalarnego h j i. Rze
zywi�s
ie, mno_za�
 r�ownanie (5.4.1) (zk zasta�pionym przez k0) z lewej strony przez 	ŷbk(E; r), ma
ierzowe sprze� _zenie her-mitowskie r�ownania (5.4.1) z prawej strony przez 	b̂k0(E; r), odejmuja�
 otrzymane
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a lkuja�
 wynik po obje�to�s
i V , stosuja�
 twierdzenie 
a lkoweGaussa oraz wykorzystuja�
 warunek brzegowy (5.4.2) i w lasno�s�
 hermitowsko�s
ioperator�ow b̂(�)(E), otrzymujemy�E�̂bk(E)�Eb̂k0 (E)�
	b̂k��	b̂k0� = 0; (5.4.5)ska�d naty
hmiast wynika prawdziwo�s�
 powy_zszego stwierdzenia. W dalszym 
ia�guprzyjmiemy, _ze funk
je nale_za�
e do zdegenerowany
h warto�s
i w lasny
h (je_zelitakie wyste�puja�) zosta ly r�ownie_z zortogonalizowane i _ze wszystkie funk
je w lasnezosta ly znormalizowane w taki spos�ob, i_z
	b̂k��	b̂k0� = Ækk0 : (5.4.6)Na mo
y za lo_zenia o zupe lno�s
i, funk
je w lasne f	b̂k(E; r)g spe lniaja� rela
je�domknie�
iaXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E; r0) = Æ(3)(r � r0) I (r; r0 2 V n S) (5.4.7)we wne�trzu obje�to�s
i V . Poniewa_z na powierz
hni S funk
je bazowe f	b̂k(E; r)gspe lniaja� sztywny warunek brzegowy (5.4.2), rela
ja (5.4.7) nie musi by�
 (poni_zejpoka_zemy wre�
z, _ze nie jest) spe lniona na tej powierz
hni.Rozwa_zymy teraz problem rozwinie�
ia funk
ji 	(E; r), spe lniaja�
ej r�ownanieDira
a (5.1.17), w szereg funk
ji w lasny
h f	b̂k(E; r)g. Ozna
zaja�
 rozwinie�
ieprzez 	b̂(E; r), mamy	b̂(E; r) = Xk 	b̂k(E; r)
	b̂k��	� (r 2 V) (5.4.8)lub r�ownowa_znie	b̂(E; r) = wV d3r0 nXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E; r0)o	(E; r0) (r 2 V): (5.4.9)Wsp�o l
zynniki rozwinie�
ia 
	b̂k��	� znajdziemy w spos�ob podobny do zastosowa-nego w
ze�sniej w podrozdziale 3.3. W tym 
elu przemn�o_zmy r�ownanie (5.1.17) z le-wej strony przez 	ŷbk(E; r), ma
ierzowe sprze� _zenie hermitowskie r�ownania (5.4.1) zprawej strony przez 	(E; r), odejmijmy otrzymane r�ownania stronami i s
a lkujmywynik po obje�to�s
i V . Dostajemyi
�hwV d3rr � �	ŷbk(E; r)�	(E; r)� = �Eb̂k(E)�E�
	b̂k��	�: (5.4.10)Stosuja�
 twierdzenie Gaussa o dywergen
ji, mo_zemy przekszta l
i�
 
a lke� obje�to�s
io-wa� znajduja�
a� sie� po lewej stronie powy_zszego r�ownania w 
a lke� powierz
hniowa�wV d3rr � �	ŷbk(E; r)�	(E; r)� = wS d2�	ŷbk(E;�)�n(�)	(E;�): (5.4.11)
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aUwzgle�dniaja�
 ten wynik w r�ownaniu (5.4.10), otrzymujemy
	b̂k��	� = �	b̂k��i
�h�n	�Eb̂k(E)�E : (5.4.12)W kolejnym kroku transformujemy prawa� strone� r�ownania (5.4.12), korzystaja�
przy tym z w lasno�s
i (5.1.10) i (5.1.11) ma
ierzy �n(�) i �(�)n (�), z warunku brze-gowego (5.4.2), a tak_ze z w lasno�s
i hermitowsko�s
i operator�ow b̂(�)(E). Prowadzito do r�ownania 
	b̂k��	� = 
�h�	b̂k��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄	�Eb̂k(E)�E : (5.4.13)Ostate
znie mamy	b̂(E; r) = Xk 	b̂k(E; r)
�h�	b̂k��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄	�Eb̂k(E)�E (5.4.14)lub r�ownowa_znie	b̂(E; r) = wS d2�0 
�hXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)Eb̂k(E)�E �i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0):(5.4.15)W sz
zeg�olno�s
i, je_zeli punkt r le_zy na powierz
hni S ograni
zaja�
ej obje�to�s�
 V ,mamy	b̂(E;�) = wS d2�0 
�hXk 	b̂k(E;�)	ŷbk(E;�0)Eb̂k(E)�E �i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0):(5.4.16)Zde�niujmy dwa operatory 
a lkowe R̂(�)b̂ (E) takie, _ze�(�)	b̂(E;�) = �
(�)R̂(�)b̂ (E)�i�(�)n � 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�) (5.4.17)(por�ownaj (5.1.74)). Z analizy r�owna�n (5.4.16) i (5.4.17) wynika, _ze operatoryR̂(�)b̂ (E) posiadaja� ja�dra 
a lkoweR(�)b̂ (E;�;�0) = 
�h
(�)Xk �(�)	b̂k(E;�)	ŷbk(E;�0)�(�)Eb̂k(E) �E : (5.4.18)Na mo
y rela
ji zupe lno�s
i (5.4.7), we wne�trzu obje�to�s
i V za
hodzi	b̂(E; r) = wV d3r0 nXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E; r0)o	(E; r0) = 	(E; r) (r 2 V n S);(5.4.19)
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o ozna
za, _ze rozwinie�
ie 	b̂(E; r) zbiega do funk
ji 	(E; r) i w konsekwen
ji	(E; r) = wS d2�0 
�hXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)Eb̂k(E)�E �i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0)(r 2 V n S): (5.4.20)Rela
ja (5.4.20) jest prawdziwa dla punktu r le_za�
ego dowolnie blisko powierz
hniS i dlatego, uwzgle�dniaja�
 
ia�g lo�s�
 funk
ji 	(E; r) przy przekra
zaniu powierz
hniS, mamy	(E;�) = limr!� wS d2�0 
�hXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)Eb̂k(E)�E� �i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0) (r 2 V n S); (5.4.21)ska�d znajdujemy, _ze�(�)	(E;�) = limr!� wS d2�0 
�hXk �(�)	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)�(�)Eb̂k(E)�E� �i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0) (r 2 V n S): (5.4.22)Z r�owna�n (5.4.22) oraz (5.1.75) wynika, _zeR(�)b̂ (E;�;�0) = limr!�(
�h
(�)Xk �(�)	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)�(�)Eb̂k(E)�E ) : (5.4.23)R�ownanie (5.4.23) nale_zy por�owna�
 z r�ownaniem (5.4.18).Posta�
 r�ownania (5.4.23) nasuwa naste�puja�
e pytanie: 
zy mo_zna w tym r�ow-naniu w spos�ob dowolny dokona�
 zamiany kolejno�s
i opera
ji limr!� oraz Pk?Opieraja�
 sie� na podobie�nstwie powy_zszy
h rozwa_za�n do dyskusji przeprowadzonejw podrozdziale 3.3, mo_zna by przypusz
za�
, _ze odpowied�z na tak postawione pyta-nie jest twierdza�
a. Tak jednak nie jest. W teorii relatywisty
znej opera
je limr!�oraz Pk nie komutuja�, w zwia�zku z 
zym w og�olno�s
i mamy R(�)b̂ (E;�;�0) 6=R(�)b̂ (E;�;�0) oraz R̂(�)b̂ (E) 6= R̂(�)b̂ (E). Aby to pokaza�
 (i pozna�
 konsekwen-
je zamiany kolejno�s
i wspomniany
h opera
ji), znajdziemy bezpo�srednia� rela
je�pomie�dzy funk
jami powierz
hniowymi 	b̂(E;�) i 	(E;�). Rozpo
zniemy od po-
zynienia spostrze_zenia, _ze rela
ja zupe lno�s
i (5.4.7) nie mo_ze by�
 spe lniona wprzypadku, gdy kt�orykolwiek z punkt�ow r lub r0 le_zy na powierz
hni S, gdy_zg�orne i dolne sk ladowe funk
ji spinorowy
h f	b̂k(E;�)g sa� zwia�zane warunkiembrzegowym (5.4.2). Dlatego w dalszym 
ia�gu naszy
h rozwa_za�n za lo_zymy, _zeXk 	b̂k(E;�)	ŷbk(E; r0) = Ab̂(E;�;�0)Æ(1)S (r0) (r0 2 V); (5.4.24)
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aXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0) = Ab̂(E;�;�0)Æ(1)S (r) (r 2 V) (5.4.25)(por�ownaj (5.4.7) i pierwsze z r�owna�n (A.5)), maja�
 nadzieje�, _ze uda nam sie�znale�z�
 posta�
 ja�dra 
a lkowego Ab̂(E;�;�0). Podstawiaja�
 rela
je� (5.4.24) do de-�ni
ji (5.4.9), otrzymujemy	b̂(E;�) = wS d2�0 Ab̂(E;�;�0)	(E;�0); (5.4.26)ska�d wynika, _ze ja�dro Ab̂(E;�;�0) de�niuje operator 
a lkowy Âb̂(E) dzia laja�
y wprzestrzeni L2( j )(S) i przekszta l
aja�
y funk
je� powierz
hniowa� 	(E;�) w funk
je�	b̂(E;�) 	b̂(E;�) = Âb̂(E)	(E;�): (5.4.27)Z de�ni
ji (5.4.24) i (5.4.25) oraz z rela
ji (5.4.4) wynika wa_zna w lasno�s�
 ope-ratora Âb̂(E). Z jednej strony, z r�ownania (5.4.4) znajdujemy, _zeXk 	b̂k(E;�)	ŷbk(E; r0) = �Î � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)��(�)nXk 	b̂k(E;�)	ŷbk(E; r0)o;(5.4.28)gdzie Î jest operatorem jednostkowym. Z drugiej strony, je_zeli �(�) jest dowolna�odpowiednio regularna� funk
ja� spinorowa� zde�niowana� na powierz
hni S, w�ow
zasz r�ownania (5.4.25) oraz z hermitowsko�s
i operator�ow b̂(�)(E) wzgle�dem powierz-
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j ) otrzymujemywS d2�0 nXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)o�(�0)= Xk 	b̂k(E; r) wS d2�0 n��(�) � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)�	b̂k(E;�0)oy�(�0)= wS d2�0 nXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)o�(�)�Î + 
(�)b̂(�)(E)i�(�)n ��(�0):(5.4.29)Z r�owna�n (5.4.24) i (5.4.25) oraz (5.4.28) i (5.4.29) wynika, _ze operator Âb̂(E)mo_zna zapisa�
 w jednej z dw�o
h r�ownowa_zny
h posta
iÂb̂(E) = �Î � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)�Â(�)b̂ (E)�Î + 
(�)b̂(�)(E)i�(�)n �; (5.4.30)gdzie operatory Â(�)b̂ (E) = �(�)Âb̂(E)�(�) (5.4.31)posiadaja� ja�dra 
a lkowe A(�)b̂ (E;�;�0) = �(�)Ab̂(E;�;�0)�(�) zde�niowane for-malnie r�ownaniemXk �(�)	b̂k(E;�)	ŷbk(E; r0)�(�) = A(�)b̂ (E;�;�0)Æ(1)S (r0) (r0 2 V): (5.4.32)
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ja operator�ow R̂(�)b̂ (E): metoda Kapura{Peierlsa{Wignera 89Operatory Â(+)b̂ (E) i Â(�)b̂ (E) sa� ze soba� powia�zane, z r�owna�n (5.4.30) i (5.4.31)wynika bowiem, _zêA(�)b̂ (E) = (
(�))2�(�)n b̂(�)(E)Â(�)b̂ (E)b̂(�)(E)�(�)n : (5.4.33)Poni_zej podamy dwie metody znalezienia jawnej posta
i operatora Âb̂(E).Metoda IPrzemn�o_zmy ja�dro Xk0 	b̂k0(E;�)	ŷbk0 (E; r0)z prawej strony przez dowolna� funk
je� bazowa� 	b̂k(E; r0) i s
a lkujmy wynik poobje�to�s
i V . Z rela
ji ortogonalno�s
i (5.4.6) wnioskujemy, _zewV d3r0 nXk0 	b̂k0 (E;�)	ŷbk0(E; r0)o	b̂k(E; r0) = 	b̂k(E;�): (5.4.34)Z drugiej strony, z r�ownania (5.4.24) mamywV d3r0 nXk0 	b̂k0(E;�)	ŷbk0(E; r0)o	b̂k(E; r0) = Âb̂(E)	b̂k(E;�): (5.4.35)Przyr�ownuja�
 prawe strony r�owna�n (5.4.34) i (5.4.35), dostajemyÂb̂(E)	b̂k(E;�) = 	b̂k(E;�): (5.4.36)Pozornie mog loby sie� wydawa�
, _ze z r�ownania (5.4.36) wynika, i_z, podobnie jakw teorii nierelatywisty
znej, operator Âb̂(E) jest operatorem jednostkowym. Takjednak nie jest, gdy_z prowadzi loby to do sprze
zno�s
i z r�ownaniem (5.4.30). Prze-pisuja�
 r�ownanie (5.4.36) z pomo
a� r�ownania (5.4.30), otrzymujemy�Î � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)�Â(�)b̂ (E)�Î + 
(�)b̂(�)(E)i�(�)n �	b̂k(E;�) = 	b̂k(E;�):(5.4.37)Dzia laja�
 na obie strony tego r�ownania ma
ierzami �(�) i korzystaja�
 z warunkubrzegowego (5.4.2), dostajemyÂ(�)b̂ (E)�Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2�	b̂k(E;�) = �(�)	b̂k(E;�); (5.4.38)a sta�d Â(�)b̂ (E) = �(�)�Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2��1�(�); (5.4.39)gdy_z rela
ja (5.4.38) jest spe lniona dla dowolnej z funk
ji f	b̂kg. Zak ladamy przytym, _ze operatory Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2 sa� nieosobliwe. Z r�owna�n (5.4.30) oraz(5.4.39) dostajemy ostate
znieÂb̂(E) = ��(�) � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)��Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2��1� ��(�) + 
(�)b̂(�)(E)i�(�)n �: (5.4.40)
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ierzy dla r�ownania Dira
aPrzy
zyna r�o_zni
y pomie�dzy wynikami (3.3.28) oraz (5.4.40) le_zy w tym, _ze wteorii dla r�ownania S
hr�odingera funk
je f	b̂k(E;�)g sa� funk
jami skalarnymi,natomiast i
h odpowiedniki w teorii dla r�ownania Dira
a sa� 
zterosk ladnikowe,przy 
zym i
h sk ladowe g�orna i dolna sa� ze soba� powia�zane zale_zno�s
ia� (5.4.2).Metoda IIDzia laja�
 na obie strony r�ownania (5.4.14) operatorem Ĥ � E, otrzymujemyniejednorodne r�ownanie Dira
a[Ĥ �E℄	b̂(E; r) = 
�hXk 	b̂k(E; r)�	b̂k���i�(�)n � 
(�)b̂(�)�	� (r 2 V)(5.4.41)spe lniane przez funk
je� 	b̂(E; r) w obje�to�s
i V . Przepiszemy to r�ownanie w jawnejposta
i[�i
�h� �r+ �m
2 + V̂ �E℄	b̂(E; r)= 
�h wS d2�0 nXk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0)o�i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0):(5.4.42)Zgodnie ze wzorem (5.4.25), r�ownanie (5.4.42) mo_zna zasta�pi�
 przez[�i
�h� �r+ �m
2 + V̂ �E℄	b̂(E; r)= Æ(1)S (r)
�h wS d2�0 Ab̂(E;�;�0)�i�(�)n (�0)� 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�0) (5.4.43)lub r�ownowa_znie[�i
�h��r+�m
2+V̂ �E℄	b̂(E; r) = Æ(1)S (r)
�hÂb̂(E)�i�(�)n �
(�)b̂(�)(E)�	(E;�):(5.4.44)Posta�pimy teraz podobnie, jak w podrozdziale 3.3 i utworzymy niesko�n
zenie ma lywale
 o wysoko�s
i " i polu podstawy d2�. Nie
h jedna podstawa wal
a le_zy napowierz
hni S w punk
ie � w taki spos�ob, _ze skierowany na zewna�trz wal
a jed-nostkowy wektor normalny do tej podstawy jest identy
zny z wektorem n(�) inie
h druga podstawa wal
a znajduje sie� we wne�trzu obje�to�s
i V . Ca lkuja�
 obu-stronnie r�ownanie (5.4.44) po obje�to�s
i wal
a, korzystaja�
 z twierdzenia Gaussa,prze
hodza�
 z wysoko�s
ia� wal
a do zera i uwzgle�dniaja�
, _ze dla r 2 V n S funk
ja	b̂(E; r) przyjmuje te same warto�s
i, 
o funk
ja 	(E; r) (patrz r�ownanie (5.4.19)),otrzymujemy�i
�h�n(�)�	b̂(E;�)�	(E;�)� = 
�hÂb̂(E)�i�(�)n �
(�)b̂(�)(E)�	(E;�): (5.4.45)Dzia laja�
 na obie strony r�ownania (5.4.45) ma
ierzami �(�) oraz stosuja�
 r�ownanie(5.4.27), znajdujemy�(�)n �Âb̂(E)� Î�	(E;�) = iÂ(�)b̂ (E)�i�(�)n � 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�): (5.4.46)
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 do lewej strony powy_zszego r�ownania w miejs
e operatora Âb̂(E)wyra_zenia wynikaja�
e z r�ownania (5.4.30) oraz przedstawiaja�
 funk
je� 	(E;�) wposta
i 	(E;�) = �(�)	(E;�) + �(�)	(E;�); (5.4.47)po uporza�dkowaniu dostajemy�Â(�)b̂ (E) + (
(�))2b̂(�)(E)Â(�)b̂ (E)b̂(�)(E)� Î��(�)n 	(E;�)= i
(�)�b̂(�)(E)Â(�)b̂ (E)� Â(�)b̂ (E)b̂(�)(E)��(�)	(E;�): (5.4.48)R�ownania (5.4.48) sa� spe lnione dla dowolnej funk
ji 	(E;�) 2 DS(E), to zna-
zy maja� 
harakter to_zsamo�s
i ze wzgle�du na 	(E;�). Fakt ten pozwoli nam nawyzna
zenie operator�ow Â(�)b̂ (E). Poniewa_z prawa strona r�ownania (5.4.48) za-wiera komutator operator�ow b̂(�)(E) i Â(�)b̂ (E), nasuwa to my�sl, aby sprawdzi�
,
zy r�ownanie (5.4.48) nie posiada rozwia�za�n w posta
i operator�ow Â(�)b̂ (E), kt�orekomutowa lyby z operatorami b̂(�)(E). Za l�o_zmy wie�
, _zeb̂(�)(E)Â(�)b̂ (E)� Â(�)b̂ (E)b̂(�)(E) = 0̂: (5.4.49)Przy tym za lo_zeniu prawa strona r�ownania (5.4.48) znika i mamyh�Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2�Â(�)b̂ (E)� Îi�(�)n 	(E;�) = 0; (5.4.50)a sta�d�Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2�Â(�)b̂ (E)�(�)n 	(E;�) = �(�)n (�)	(E;�): (5.4.51)Zak ladaja�
, _ze operatory Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2 sa� nieosobliwe, otrzymujemyÂ(�)b̂ (E)�(�)n 	(E;�) = �Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2��1�(�)n 	(E;�); (5.4.52)ska�d wnioskujemy, _zeÂ(�)b̂ (E) = �(�)�Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2��1�(�): (5.4.53)Tak zde�niowane operatory Â(�)b̂ (E) spe lniaja� o
zywi�s
ie rela
je komuta
yjne(5.4.49) i pozostaje tylko sprawdzi�
 przez bezpo�srednie podstawienie, _ze rozwia�za-nie r�ownania (5.4.48) rze
zywi�s
ie dane jest wzorem (5.4.53). Korzystaja�
 wresz
iez rela
ji (5.4.30),  la�
za�
ej operatory Â(�)b̂ (E) i Âb̂(E), do
hodzimy do r�ownania(5.4.40) stanowia�
ego rozwia�zanie zagadnienia polegaja�
ego na znalezieniu jawnejposta
i operatora Âb̂(E).Powr�o�
my do g l�ownego 
elu rozwa_za�n przeprowadzany
h w tym rozdziale, tozna
zy do znalezienia operator�ow R̂(�)(E). Znaja�
 operator Âb̂(E), mo_zemy prze-pisa�
 r�ownanie (5.4.27) w posta
i	b̂(E;�) = ��(�) � 
(�)i�(�)n b̂(�)(E)��Î + (
(�))2[b̂(�)(E)℄2��1� ��(�) + 
(�)b̂(�)(E)i�(�)n �	(E;�): (5.4.54)
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ierzy dla r�ownania Dira
aPodstawiaja�
 ten zwia�zek do r�ownania (5.4.17), po prosty
h przekszta l
enia
hznajdujemy�(�)	(E;�) = �
(�)hR̂(�)b̂ (E)� b̂(�)(E)�(
(�))2Î + [b̂(�)(E)℄2��1i� �i�(�)n � 
(�)b̂(�)(E)�	(E;�): (5.4.55)Por�ownuja�
 (5.1.74) i (5.4.55), otrzymujemy ostate
znie zwia�zek pomie�dzy opera-torami R̂(�)b̂ (E) i R̂(�)b̂ (E)R̂(�)b̂ (E) = R̂(�)b̂ (E)� b̂(�)(E)�(
(�))2Î + [b̂(�)(E)℄2��1: (5.4.56)Przejdziemy do dyskusji otrzymany
h wynik�ow. Przede wszystkim zwr�o
imyuwage�, _ze r�ownanie (5.4.55) mo_zna traktowa�
 jako uk lad dw�o
h jednorodny
hr�owna�n dla funk
ji �(+)	(E;�) i �(�)	(E;�). Rze
zywi�s
ie, wykorzystuja�
 w las-no�s
i ma
ierzy �(�)n (�) oraz �(�), r�ownania sk ladaja�
e sie� na wz�or (5.4.55) mo_znaprzepisa�
 jawnie w posta
i�(+)	(E;�) = �
(�)R̂(+)b̂ (E)i�(+)n �(�)	(E;�)� R̂(+)b̂ (E)b̂(+)(E)�(+)	(E;�);(5.4.57)�(�)	(E;�) = �
(+)R̂(�)b̂ (E)i�(�)n �(+)	(E;�)� R̂(�)b̂ (E)b̂(�)(E)�(�)	(E;�);(5.4.58)z operatorami R̂(�)b̂ (E) danymi r�ownaniem (5.4.56). Poniewa_z r�ownania (5.4.57)i (5.4.58) sa� sprze� _zone i jednorodne, nasuwa sie� naste�puja�
e pytanie: 
zy sa� onemie�dzy soba� zgodne? Odpowied�z powinna by�
 twierdza�
a, o ile zale_zno�s
i (5.4.56)sa� prawdziwe. Wynika sta�d, _ze poszukuja�
 odpowiedzi na tak postawione py-tanie, testujemy jedno
ze�snie poprawno�s�
 opisanej w tym podrozdziale metodykonstruk
ji operator�ow R̂(�)b̂ (E).5g Aby znale�z�
 odpowied�z, rozwia�_zmy r�ownanie(5.4.58) ze wzgle�du na �(�)	(E;�). Otrzymujemy�(�)	(E;�) = �
(+)�(�)�Î + R̂(�)b̂ (E)b̂(�)(E)��1R̂(�)b̂ (E)i�(�)n �(+)	(E;�):(5.4.59)Podstawiaja�
 te� rela
je� do prawej strony r�ownania (5.4.57), wykorzystuja�
 r�owna-nie (5.4.56) oraz zwia�zki5hR̂(�)b̂ (E) = ��(�)n b̂(�)(E)R̂(�)b̂ (E)b̂(�)(E)�(�)n ; (5.4.60)wynikaja�
e z jawny
h posta
i (5.4.18) ja�der 
a lkowy
h R(�)b̂ (E;�;�0), z warunk�ow(5.4.3) oraz z w lasno�s
i hermitowsko�s
i operator�ow b̂(�)(E), uwzgle�dniaja�
 wresz-
ie w lasno�s
i ma
ierzy �(�)n (�) i �(�) oraz r�ownanie (5.1.69), mo_zemy przetrans-formowa�
 prawa� strone� r�ownania (5.4.57), otrzymuja�
 �(+)	(E;�). Podobnie,5g Sprawdzaja�
 w analogi
zny spos�ob zgodno�s�
 ma
ierzowy
h odpowiednik�ow r�owna�n (5.4.57) i(5.4.58), autor [121, 122℄ znalaz l, wspomniany ju_z we wste�pie do rozprawy, b la�d we w
ze�sniejszy
hsformu lowania
h [49, 52℄ ma
ierzowej wersji metody R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a.5h Nale_zy w tym miejs
u podkre�sli�
, _ze nie za
hodza� rela
je analogi
zne do (5.4.60), le
z zoperatorami R̂(�)b̂ (E) zasta�pionymi przez operatory R̂(�)b̂ (E).
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zaja�
 z r�ownania (5.4.57) funk
je� �(+)	(E;�),�(+)	(E;�) = �
(�)�(+)�Î + R̂(+)b̂ (E)b̂(+)(E)��1R̂(+)b̂ (E)i�(+)n �(�)	(E;�);(5.4.61)i podstawiaja�
 naste�pnie wynik do prawej strony r�ownania (5.4.58), mo_zemy prze-kszta l
i�
 te� ostatnia�, otrzymuja�
 �(�)	(E;�). Na tej podstawie mo_zemy stwier-dzi�
, _ze r�ownania (5.4.57) i (5.4.58) rze
zywi�s
ie sa� ze soba� zgodne.Znaja�
 zwia�zek (5.4.56) pomie�dzy operatorami R̂(�)b̂ (E) i R̂(�)b̂ (E), mo_zemyznale�z�
 reprezenta
je ma
ierzowe operator�ow R̂(�)b̂ (E) w dowolnej ortonormalnejbazie spinorowej f�i(�)g rozpinaja�
ej przestrze�n L2( j )(S). Rzutuja�
 r�ownanie(5.4.56) z prawej i z lewej strony na funk
je bazowe f�i(�)g i uwzgle�dniaja�
de�ni
je� (5.4.18), otrzymujemyR(�)b (E) = 
�h
(�)Xk P (�)bk (E)P (�)ybk (E)Ebk(E)�E � b(�)(E)(
(�))2I + �b(�)(E)�2 ; (5.4.62)gdzie fEbk(E) = Eb̂k(E)g, fP (�)bk (E)g sa� ma
ierzami kolumnowymi z elementamifP (�)i;bk = ��i���(�)	b̂k�g, fP (�)ybk (E)g sa� ma
ierzami wierszowymi z elementamifP (�)�i;bk = ��(�)	b̂k���i�g, I jest ma
ierza� jednostkowa� o elementa
h fIij = Æijg,natomiast b(�)(E) sa� ma
ierzami kwadratowymi z elementami zde�niowanymir�ownaniem (5.1.92).Przeanalizujmy bli_zej posta�
 prawej strony r�ownania (5.4.62). W przypadkuma
ierzy R(+)b (E) jej pierwszy sk ladnik jest ma
ierzowa� reprezenta
ja� operatoraR̂(+)b̂ (E) w bazie f�i(�)g. Jego posta�
 jest formalnie identy
zna z posta
ia� nierela-tywisty
znej ma
ierzy Rb(E) dana� r�ownaniem (3.3.41) (w tym kontek�s
ie patrz jed-nak podrozdzia l 5.3). W prze
iwie�nstwie do sk ladnika pierwszego, drugi sk ladnikprawej strony r�ownania (5.4.62) nie ma swojego odpowiednika w teorii nierelatywi-sty
znej. Przy
zyna� pojawienia sie� tego sk ladnika jest fakt, _ze, w odr�o_znieniu odr�ownania S
hr�odingera, be�da�
ego r�ownaniem r�o_zni
zkowym 
za�stkowym drugiegorze�du, r�ownanie Dira
a stanowi uk lad r�owna�n r�o_zni
zkowy
h 
za�stkowy
h rze�dupierwszego. Dodatkowy 
z lon wyste�puja�
y w r�ownaniu dla ma
ierzy R(+)b (E) znikaw przypadku, gdy 
(+) = 0 (to zna
zy, gdy 
(�) = 1), odpowiadaja�
ym przej�s
iudo grani
y nierelatywisty
znej 
 ! 1 (z zastrze_zeniem, _ze 
�h
(+) = �h2=2m,por�ownaj (5.1.24)), a tak_ze w sz
zeg�olnym przypadku b(+)(E) = 0. Z kolei, wr�ownaniu dla ma
ierzy R(�)b (E) drugi sk ladnik prawej strony rela
ji (5.4.62) znikaw sz
zeg�olnym przypadku, gdy b(�)(E) = 0.R�ownanie (5.4.62) jest ma
ierzowym odpowiednikiem r�ownania operatorowego(5.4.56) i pozostaje s luszne dla dowolnej ortonormalnej bazy f�i(�)g rozpinaja�
ejprzestrze�n L2( j )(S). W konkretny
h zastosowania
h metody R-ma
ierzy mo_ze sie�okaza�
, _ze wygodnie jest wybra�
 baze� o posta
i (5.1.97){(5.1.99), z funk
jamibazowymi uporza�dkowanymi w taki spos�ob, by spe lnione by lo r�ownanie (5.1.100).
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ierzy dla r�ownania Dira
aW takiej bazie ma
ierze kolumnowe fP (�)bk (E)g maja� odpowiednio posta
iP (+)bk (E) = � P (+)bk (E)0 � ; P (�)bk (E) = � 0P (�)bk (E) � ; (5.4.63)ma
ierze wierszowe fP (�)ybk (E)g sa� i
h sprze� _zeniami hermitowskimi, a ma
ierzeR(�)b (E) przyjmuja� posta
i (5.1.103) ze zredukowanymi R-ma
ierzami R(�)b (E) da-nymi, jak wynika z r�owna�n (5.4.62), (5.1.102) i (5.4.63), przezR(�)b (E) = 
�h
(�)Xk P (�)bk (E)P (�)ybk (E)Ebk(E)�E � b(�)(E)(
(�))2I+ [b(�)(E)℄2 ; (5.4.64)przy 
zym fEbk(E) = Ebk(E) = Eb̂k(E)g, ma
ierz I jest ma
ierza� jednostkowa�, ama
ierze b(�)(E) zosta ly zde�niowane r�ownaniem (5.1.102). Podobnie jak u
zy-nili�smy to w przypadku r�owna�n (5.1.96) oraz (5.1.109), tak i teraz nale_zy pod-kre�sli�
, _ze pomimo pozornego podobie�nstwa r�ownania (5.4.62) i (5.4.64) nie sa�identy
zne, gdy_z wyste�puja�
e w ni
h ma
ierze maja� r�o_zne wymiary.R�ownanie (5.4.64) zosta lo po raz pierwszy podane przez Szmytkowskiego iHinzego [121, 122℄ w sz
zeg�olnym przypadku sfery
znie symetry
znej powierz
hniS i pewnej sz
zeg�olnej bazy f�i(�)g o posta
i (5.1.97).5iNa zako�n
zenie tej 
ze��s
i rozwa_za�n zwr�o
imy jesz
ze uwage�, _ze, znaja�
 posta�
(5.4.40) operatora Âb̂(E), mo_zemy otrzyma�
 jawne posta
ie rela
ji (5.4.24) oraz(5.4.25). Nie be�dziemy tutaj dyskutowali przypadku og�olnego, kiedy to operatoryb̂(�)(E) sa� dowolne (le
z nadal zwia�zane rela
ja� (5.1.69)), rozwa_zymy natomiasttrzy przypadki sz
zeg�olne: (i) 
(+) = 0, (ii) b̂(+)(E) = 0̂, (iii) b̂(�)(E) = 0̂ (tu iponi_zej 0̂ ozna
za operator zerowy).Pierwszy z rozwa_zany
h przypadk�ow, 
(+) = 0, odpowiada grani
y nierelaty-wisty
znej 
!1. Z r�ownania (5.4.40) wynika, _zeÂb̂(E) = Î�(+) ) Ab̂(E;�;�0) = Æ(2)(�� �0)�(+) (
!1): (5.4.65)Uwzgle�dniaja�
 ten rezultat w r�ownania
h (5.4.24) i (5.4.25), otrzymujemyXk 	b̂k(E;�0)	ŷbk(E; r) =Xk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0) = Æ(3)(r � �0)�(+)(r 2 V ; �0 2 S; 
!1): (5.4.66)Wynik (5.4.66) jest zgodny z rela
ja� (3.3.42) otrzymana� przez nas w
ze�sniej wteorii nierelatywisty
znej.Rozwa_zmy z kolei przypadek, gdy b̂(+)(E) = 0̂. Z warunku brzegowego (5.4.3)mo_zna wywnioskowa�
, _ze w tym przypadku funk
je bazowe f	b̂k(E; r)g sa� takie,i_z �(�)	b̂k(E;�) = 0 �b̂(+)(E) = 0̂�; (5.4.67)5i W r�ownaniu dla R(+)b (E) podanym niezale_znie przez Goertzela [49℄ i przez Changa [52℄,powielanym w p�o�zniejszy
h pra
a
h (patrz, na przyk lad, [55, 57, 66, 68, 70℄), brakuje drugiegowyrazu po prawej stronie r�ownania (5.4.64).
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zy, _ze dolne sk ladowe ty
h funk
ji znikaja� to_zsamo�s
iowo na powierz
hniS. Z r�ownania (5.4.40) otrzymujemyÂb̂(E) = Î�(+) ) Ab̂(E;�;�0) = Æ(2)(���0)�(+) �b̂(+)(E) = 0̂�; (5.4.68)a w konsekwen
jiXk 	b̂k(E;�0)	ŷbk(E; r) =Xk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0) = Æ(3)(r � �0)�(+)�r 2 V ; �0 2 S; b̂(+)(E) = 0̂�: (5.4.69)Zwra
amy uwage�, _ze 
ho
ia_z rela
je (5.4.66) i (5.4.69) wygla�daja� podobnie, tojednak ka_zda z ni
h odpowiada zupe lnie innej sytua
ji. W przypadku r�ownania(5.4.66) operator b̂(+)(E) jest dowolny i 
 = 1, natomiast w przypadku r�ownania(5.4.69) operator b̂(+)(E) jest operatorem zerowym, a pre�dko�s�
 �swiat la 
 ma war-to�s�
 sko�n
zona�.Pozostaje rozwa_zy�
 trze
i sz
zeg�olny przypadek, gdy b̂(�)(E) = 0̂. Tym ra-zem na powierz
hni S znikaja� to_zsamo�s
iowo g�orne sk ladowe funk
ji bazowy
hf	b̂k(E; r)g, �(+)	b̂k(E;�) = 0 �b̂(�)(E) = 0̂�: (5.4.70)Z r�ownania (5.4.40) wynika, _zeÂb̂(E) = Î�(�) ) Ab̂(E;�;�0) = Æ(2)(���0)�(�) �b̂(�)(E) = 0̂� (5.4.71)i w konsekwen
jiXk 	b̂k(E;�0)	ŷbk(E; r) =Xk 	b̂k(E; r)	ŷbk(E;�0) = Æ(3)(r � �0)�(�)�r 2 V ; �0 2 S; b̂(�)(E) = 0̂�: (5.4.72)Czytelnik powinien zwr�o
i�
 uwage� na r�o_zni
e pomie�dzy zwia�zkami (5.4.66),(5.4.69) i (5.4.72) a rela
ja� zupe lno�s
i (5.4.7).5.5 Konstruk
ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z relatywisty
zna�teoria� R-ma
ierzy5.5.1 Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E)Celem tego podrozdzia lu be�dzie skonstruowanie zasad waria
yjny
h dla warto-�s
i w lasny
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E). Operatory te zosta ly przez nas zde�-niowane r�ownaniami (5.1.23) oraz (5.1.76). Przypominamy, _ze z dyskusji przepro-wadzonej w podrozdzia la
h 5.1.2 i 5.1.4 wynika, _ze 
ztery wymienione operatorymaja� wsp�olne funk
je w lasne. Ponadto, operatory B̂(+)(E) i R̂(�)(E) maja� wsp�olnewarto�s
i w lasne, podobnie jak operatory B̂(�)(E) i R̂(+)(E), przy 
zym warto�s
iw lasne operator�ow B̂(�)(E) i R̂(+)(E) sa� odwrotno�s
iami warto�s
i w lasny
h ope-rator�ow B̂(+)(E) i R̂(�)(E).
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aDla przejrzysto�s
i nota
ji, w 
a lym podrozdziale 5.5.1 pomija�
 be�dziemy in-deksy numeruja�
e warto�s
i w lasne i funk
je w lasne wymieniony
h operator�ow orazzwia�zane z nimi wielko�s
i.Konstruk
je� szukany
h zasad waria
yjny
h rozpo
zniemy od potraktowaniar�owna�n (5.1.17), (5.1.31) i (5.1.39) jako wie�z�ow i rozwa_zymy funk
jona lyF (�)[b�1; �(�);�(�);	℄ = b�1 + ��(�)��i�(�)n 	� 
(�)b�1�(�)	�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄	�:(5.5.1)W r�ownaniu (5.5.1) b+1 � b oraz b�1 sa� li
zbami (w og�olno�s
i zespolonymi),�(�)(�) sa� odpowiednio regularnymi funk
jami zde�niowanymi na powierz
hni S,natomiast �(�)(r) i 	(r) sa� wystar
zaja�
o regularnymi funk
jami zde�niowanymiw obje�to�s
i V . Funk
je �(�)(�) i �(�)(r) sa� funk
jami Lagrange'a dla rozpatrywa-nego przez nas problemu i sa� odpowiedzialne za uwzgle�dnienie odpowiednio wa-runk�ow (5.1.31) i (5.1.17) (je_zeli wybierzemy g�orny indeks) lub warunk�ow (5.1.39)i (5.1.17) (je_zeli wybierzemy dolny indeks).Funk
jona ly (5.5.1) posiadaja� naste�puja�
a� w lasno�s�
: je_zeli li
zba b jest r�ownajednej z warto�s
i w lasny
h, powiedzmy b(E), operator�ow B̂(+)(E) oraz R̂(�)(E) ije_zeli jedno
ze�snie funk
ja 	(r) jest identy
zna z odpowiednia� funk
ja� w lasna� ty
hoperator�ow, 	(E; r), w�ow
zas funk
jona l F (+) przyjmuje warto�s�
 li
zbowa� b(E),niezale_znie od wyboru posta
i funk
ji Lagrange'a �(+)(�) i �(+)(r). Podobnie,je_zeli b�1 = b�1(E) oraz 	(r) = 	(E; r), w�ow
zas warto�s
ia� funk
jona lu F (�) jestb�1(E), niezale_znie od posta
i funk
ji �(�)(�) i �(�)(r). Mamy wie�
F (�)[b�1(E); �(�);�(�);	℄ = b�1(E) (5.5.2)dla dowolny
h funk
ji Lagrange'a �(�)(�) i �(�)(r). Wykorzystamy te� w lasno�s�
po to, aby znale�z�
 takie optymalne posta
ie funk
ji Lagrange'a, ozna
zymy jeodpowiednio przez �(�)(�) i �(�)(r), by funk
jona ly (5.5.1) by ly sta
jonarne zewzgle�du na in�nitezymalne waria
je b�1, �(�)(�), �(�)(r) oraz 	(r) odpowiedniowok�o l b�1(E), �(�)(�), �(�)(r) oraz 	(E; r). W 
elu znalezienia funk
ji �(�)(�) i�(�)(r), obli
zamy pierwsze waria
je funk
jona l�ow w r�ownaniu (5.5.1), otrzymuja�
ÆF (�)[b�1; �(�);�(�);	℄ = Æb�1 + �Æ�(�)��i�(�)n 	� 
(�)b�1�(�)	�� 
(�)Æb�1��(�)���(�)	�+ ��(�)��i�(�)n Æ	� 
(�)b�1�(�)Æ	�+ 
Æ�(�)��[Ĥ �E℄	�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	� (5.5.3)(tutaj i poni_zej Æb�1 ozna
za Æ(b�1), nie za�s (Æb)�1). Ze wzgle�du na r�ownania(5.1.17), (5.1.31) oraz (5.1.39), te 
z lony po prawej stronie r�ownania (5.5.3), kt�orezawieraja� waria
je Æ�(�)(�) i Æ�(�)(r) znikaja� i r�ownanie (5.5.3) przyjmuje posta�
ÆF (�)[b�1; �(�);�(�);	℄ = Æb�1�1� 
(�)��(�)���(�)	��+ ��(�)��i�(�)n Æ	� 
(�)b�1�(�)Æ	�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	�: (5.5.4)Ostatni wyraz po prawej stronie r�ownania (5.5.4) mo_zna przekszta l
i�
 do wygod-niejszej posta
i, wykorzystuja�
 twierdzenie Gaussa, z kt�orego wynika, _ze
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	� = 
[Ĥ �E℄�(�)��Æ	�� ��(�)��i
�h�nÆ	�: (5.5.5)
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ie otrzymujemyÆF (�)[b�1; �(�);�(�);	℄ = Æb�1�1� 
(�)��(�)���(�)	��+ �i
�h�n�(�) � i�(�)n �(�) � 
(�)b�1�(�)�(�)��Æ	�+ 
[Ĥ �E℄�(�)��Æ	�:(5.5.6)Z r�ownania (5.5.6) wynika, _ze aby funk
jona ly (5.5.1) by ly sta
jonarne, to zna
zyÆF (�)[b�1; �(�);�(�);	℄ = 0; (5.5.7)wystar
zy za_za�da�
 1� 
(�)��(�)���(�)	� = 0; (5.5.8)[Ĥ �E℄�(�)(r) = 0 (r 2 V) (5.5.9)orazi
�h�n(�)�(�)(�)� i�(�)n (�)�(�)(�)� 
(�)b�1(E)�(�)�(�)(�) = 0 (� 2 S):(5.5.10)R�ownanie (5.5.10) mo_zna rozbi�
, przemna_zaja�
 je z lewej strony przez odpowiedniodobrane ma
ierze. I tak, dzia laja�
 na to r�ownanie ma
ierzami �(�), otrzymujemyi
�h�(�)n (�)�(�)(�)� 
(�)b�1(E)�(�)�(�)(�) = 0; (5.5.11)dzia laja�
 natomiast ma
ierzami �(�)n (�), dostajemyi
�h�(�)�(�)(�)� i�(�)�(�)(�) = 0: (5.5.12)Z r�owna�n (5.5.11) i (5.5.12) wynikaja� warunki brzegowe spe lniane na powierz
hniS przez funk
je �(�)(r)i�(�)n (�)�(�)(�)� 
(�)b�1(E)�(�)�(�)(�) = 0: (5.5.13)Por�ownanie (5.5.13) z (5.1.31) i (5.1.39) prowadzi do wniosku, _ze funk
je La-grange'a �(�)(r) spe lniaja� na powierz
hni S te same warunki brzegowe, 
o funk
jew lasne 	(E; r). Ponadto, z r�owna�n (5.1.17) i (5.5.9) wynika, _ze funk
je 	(E; r)oraz �(�)(r) sa� rozwia�zaniami tego samego liniowego jednorodnego r�ownania r�o_z-ni
zkowo-
a lkowego. Wobe
 tego funk
je �(�)(r) mo_zna wybra�
 w posta
i�(�)(r) = �(�)	(E; r); (5.5.14)przy 
zym wyste�puja�
e w powy_zszym r�ownaniu wsp�o l
zynniki propor
jonalno�s
i�(�) nale_zy jesz
ze wyzna
zy�
. Dokonuje sie� tego, korzystaja�
 z r�ownania (5.5.12)oraz z warunku (5.5.8). W rezulta
ie otrzymujemy�(�) = �
(�)
�h 1�	���(�)	� ; (5.5.15)



98 5. Teoria R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
aa w konsekwen
ji �(�)(r) = �
(�)
�h 1�	���(�)	�	(E; r): (5.5.16)Ponadto, z r�owna�n (5.5.16) i (5.5.12) dostajemy�(�)�(�)(�) = �
(�) 1�	���(�)	��(�)	(E;�): (5.5.17)Opisana powy_zej pro
edura nie prowadzi do wyzna
zenia dolnej sk ladowej spi-nora �(+)(�) oraz g�ornej sk ladowej spinora �(�)(�). Poni_zej poka_zemy jednak, _zeznajomo�s�
 ty
h sk ladowy
h nie jest potrzebna.Znalezione przez nas zale_zno�s
i (5.5.16) i (5.5.17) pomie�dzy funk
jami �(�)(r)i �(�)(�) a funk
ja� w lasna� 	(E; r) sugeruja�, _ze w obli
zenia
h waria
yjny
h wy-godnie be�dzie przyja��
 naste�puja�
e pr�obne posta
ie funk
ji Lagrange'a�(�)(r) = �
(�)
�h 1�	���(�)	�	(r); (5.5.18)�(�)�(�)(�) = �
(�) 1�	���(�)	��(�)	(�): (5.5.19)Uwzgle�dniaja�
 r�ownania (5.5.18) i (5.5.19) w r�ownaniu (5.5.1) de�niuja�
ym funk-
jona ly F (�) oraz korzystaja�
 z naste�puja�
ego zwia�zku��(�)���(�)n 	� = ��(�)�(�)���(�)n 	�; (5.5.20)wynikaja�
ego z w lasno�s
i ma
ierzy �(�)n (�) i �(�) (rela
ja (5.5.20) potwierdza, _zeznajomo�s�
 dolnej sk ladowej spinora �(+)(�) i g�ornej sk ladowej spinora �(�)(�) rze-
zywi�s
ie nie jest potrzebna; funk
je �(�)�(+)(�) i �(+)�(�)(�) moga� by�
 dowolne),otrzymujemy naste�puja�
e funk
jona lyF (�)[	℄ = �
(�) �	��i�(�)n 	��	���(�)	� � 
(�)
�h 
	��[Ĥ �E℄	��	���(�)	� ; (5.5.21)posiadaja�
e w lasno�s�
 rze
zywisto�s
iF (�)[	℄ = F (�)�[	℄; (5.5.22)po_za�dana� ze wzgle�du na fakt, _ze warto�s
i przyjmowane przez funk
jona ly (5.5.21)sa� osza
owaniami warto�s
i w lasny
h hermitowski
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E).Poszukiwane przez nas zasady waria
yjne, be�da�
e odpowiednikami nierelatywi-sty
zny
h zasad (3.4.25) i (3.4.51), maja� posta
ib(E) = stat	 (2m
�h �	��i�(+)n 	��	���(+)	� + 2m�h2 
	��[Ĥ �E℄	��	���(+)	� ) ; (5.5.23)
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 �	��i�(�)n 	��	���(�)	� � 12m
2 
	��[Ĥ �E℄	��	���(�)	� ) ; (5.5.24)przy 
zym w obu przypadka
h funk
jona ly przyjmuja� warto�s
i sta
jonarne dlaty
h funk
ji spinorowy
h 	(r), kt�ore sa� (jedno
zesnymi) funk
jami w lasnymi ope-rator�ow B̂(�)(E) oraz R̂(�)(E). Zasada waria
yjna (5.5.23) zosta la po raz pierwszypodana przez Hama
hera i Hinzego [71℄.W rozdziale 6 poka_zemy, w jaki spos�ob mo_zna wykorzysta�
 zasady waria
yjne(5.5.23) i (5.5.24) oraz liniowe funk
je pr�obne typu Rayleigha{Ritza do znajdowa-nia przybli_zony
h warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E).5.5.2 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow R̂(�)b̂ (E)i i
h odwrotno�s
iW tym podrozdziale skonstruujemy zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzo-wy
h ����R̂(�)b̂ �0� i i
h odwrotno�s
i, ����R̂(�)b̂ �0��1, gdzie R̂(�)b̂ (E) sa� operatorami
a lkowymi zde�niowanymi w podrozdziale 5.1.4, a �(�) i �0(�) sa� odpowiednioregularnymi funk
jami zde�niowanymi na powierz
hni S. W tym 
elu be�dziemypotrzebowali pomo
ni
zy
h funk
ji spinorowy
h 	(�)(E; r) oraz 	0(�)(E; r), zde-�niowany
h jako te sz
zeg�olne rozwia�zania relatywisty
znego r�ownania falowego(5.1.17), kt�ore na powierz
hni S spe lniaja� niejednorodne warunki brzegowe�i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)�	(�)(E;�) = 
(�)�(�)�(�); (5.5.25)�i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)�	0(�)(E;�) = 
(�)�(�)�0(�): (5.5.26)Warunki (5.5.25) i (5.5.26) sa� odpowiednikami niejednorodny
h mieszany
h wa-runk�ow brzegowy
h (warunk�ow brzegowy
h trze
iego rodzaju) (3.4.54) wyste�pu-ja�
y
h w teorii nierelatywisty
znej. Poniewa_z funk
je 	(�)(E; r) i 	0(�)(E; r) sa�rozwia�zaniami r�ownania Dira
a (5.1.17), mo_zemy skorzysta�
 z r�ownania (5.1.74)i przepisa�
 warunki (5.5.25) i (5.5.26) w posta
i zawieraja�
ej operatory 
a lkoweR̂(�)b̂ (E)�(�)	(�)(E;�) = R̂(�)b̂ (E)�(�); �(�)	0(�)(E;�) = R̂(�)b̂ (E)�0(�): (5.5.27)W pierwszej kolejno�s
i znajdziemy funk
jona ly, kt�ory
h warto�s
iami sta
jonar-nymi sa� elementy ma
ierzowe ����R̂(�)b̂ �0�. Traktuja�
 r�ownania (5.1.17), (5.5.26) idrugie z r�owna�n (5.5.27) jako wie�zy, budujemy funk
jona lyF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = ����R̂(�)b̂ �0�+ ��(�)���(�)	0(�) � R̂(�)b̂ �0�+ ��(�)��i�(�)n 	0(�) � 
(�)b̂(�)	0(�) � 
(�)�(�)�0�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�:(5.5.28)Wyste�puja�
e w r�ownaniu (5.5.28) operatory R̂(�)b̂ sa� dowolnymi (w og�olno�s
i nie-hermitowskimi) liniowymi operatorami 
a lkowymi dzia laja�
ymi na funk
je z prze-
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astrzeni L2( j )(S),5j funk
je �(�)(�) i �(�)(�) sa� odpowiednio regularnymi funk
jamiokre�slonymi na powierz
hni S, natomiast �(�)(r) i 	0(�)(r) sa� odpowiednio re-gularnymi funk
jami zde�niowanymi w obje�to�s
i V . Funk
je �(�)(�), �(�)(�)oraz �(�)(r) sa� funk
jami Lagrange'a dla rozpatrywanego przez nas zagadnie-nia i zosta ly wprowadzone w 
elu uwzgle�dnienia r�owna�n wie�z�ow odpowiednio(5.5.27), (5.5.26) i (5.1.17). W dalszym 
ia�gu rozwa_za�n be�dziemy poszukiwalitaki
h funk
ji �(�)(�), �(�)(�) oraz �(�)(r), aby znika ly pierwsze waria
je funk-
jona l�ow (5.5.28) wywo lane in�nitezymalnymi waria
jami R̂(�)b̂ , �(�)(�), �(�)(�),�(�)(r) oraz 	0(�)(r) wok�o l R̂(�)b̂ (E), �(�)(�), �(�)(�), �(�)(r) i 	0(�)(E; r). MamyÆF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = ����ÆR̂(�)b̂ �0�+ ��(�)���(�)Æ	0(�) � ÆR̂(�)b̂ �0�+ ��(�)��i�(�)n Æ	0(�) � 
(�)b̂(�)Æ	0(�)�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	0(�)�; (5.5.29)gdzie wykorzystali�smy fakt, _ze 
z lony zawieraja�
e waria
je Æ�(�)(�), Æ�(�)(�) orazÆ�(�)(r) znikaja� ze wzgle�du na r�ownania wie�z�ow (5.5.27), (5.5.26) i (5.1.17). Za-stosowanie twierdzenia Gaussa do 
a lki obje�to�s
iowej po prawej stronie r�ownania(5.5.29) przekszta l
a to r�ownanie do posta
iÆF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = ��� �(�)��ÆR̂(�)b̂ �0�+ ��(�)�(�) � i�(�)n �(�) � 
(�)b̂(�)�(�) + i
�h�n�(�)��Æ	0(�)�+ 
[Ĥ �E℄�(�)��Æ	0(�)�: (5.5.30)Aby spe lniony by l warunekÆF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = 0; (5.5.31)wystar
zy przyja��
, _ze [Ĥ �E℄�(�)(r) = 0 (r 2 V); (5.5.32)�(�)� �(�)(�) = 0 (r 2 S) (5.5.33)oraz�(�)�(�)(�)� i�(�)n (�)�(�)(�)� 
(�)b̂(�)(E)�(�)(�) + i
�h�n(�)�(�)(�) = 0(r 2 S): (5.5.34)Dzia laja�
 na r�ownanie (5.5.34) z lewej strony ma
ierzami �(�), otrzymujemy�(�)�(�)(�)� 
(�)b̂(�)(E)�(�)(�) + i
�h�(�)n (�)�(�)(�) = 0; (5.5.35)5j Nie nale_zy myli�
 operator�ow R̂(�)b̂ pojawiaja�
y
h sie� w tym podrozdziale z operatoramiR̂(�)b̂ (E) zde�niowanymi r�ownaniem (5.4.18) i wykorzystywanymi przez nas w podrozdziale 5.4.
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 ma
ierzami �(�)n (�), dostajemy�i�(�)�(�)(�) + i
�h�(�)�(�)(�) = 0: (5.5.36)Z r�ownania (5.5.33) wynika, _ze �(�)(�) = �(�); (5.5.37)natomiast r�ownania (5.5.35){(5.5.37) implikuja��i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)��(�)(�) = � 1
�h�(�)�(�): (5.5.38)Por�ownuja�
 (5.5.32) i (5.5.38) z (5.1.17) i (5.5.25), stwierdzamy, _ze funk
je La-grange'a �(�)(r) spe lniaja� w obje�to�s
i V to samo r�ownanie r�o_zni
zkowo-
a lkowe
o funk
je 	(�)(E; r), a ponadto spe lniaja� na powierz
hni S niejednorodne warunkibrzegowe r�o_znia�
e sie� od warunk�ow spe lniany
h przez 	(�)(E; r) jedynie sta lymi
zynnikami w 
z lona
h niejednorodny
h. Wynika sta�d, _ze mo_zemy przyja��
�(�)(r) = 
(�)
�h 	(�)(E; r); (5.5.39)a w konsekwen
ji (patrz r�ownanie (5.5.36))�(�)�(�)(�) = 
(�)�(�)	(�)(E;�): (5.5.40)Zwia�zki (5.5.37), (5.5.40) oraz (5.5.39) pomie�dzy funk
jami �(�)(�), �(�)�(�)(�)i �(�)(r) a funk
jami �(�) i 	(�)(E; r) sugeruja�, _ze w dalszym 
ia�gu rozwa_za�nmo_zemy ograni
zy�
 sie� do rozpatrywania tylko naste�puja�
y
h pr�obny
h posta
ifunk
ji Lagrange'a �(�)(�) = �(�); (5.5.41)�(�)�(�)(�) = 
(�)�(�)	(�)(�); (5.5.42)�(�)(r) = 
(�)
�h 	(�)(r): (5.5.43)Podstawiaja�
 te sz
zeg�olne posta
ie funk
ji �(�)(�), �(�)�(�)(�) i �(�)(r) do r�ow-nania (5.5.28) de�niuja�
ego funk
jona ly F (�), otrzymujemyF (�)[�;�0; 	(�);	0(�)℄ = �����(�)	0(�)�+ ��(�)	(�)���0�+ 
(�)�	(�)��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄	0(�)�+ 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�: (5.5.44)Stosuja�
 do 
a lki obje�to�s
iowej po prawej stronie r�ownania (5.5.44) twierdzenieGaussa, mo_zna pokaza�
, _ze zde�niowane tym r�ownaniem funk
jona ly posiadaja�naste�puja�
a� w lasno�s�
 symetriiF (�)[�;�0; 	(�);	0(�)℄ = F (�)�[�0;�; 	0(�);	(�)℄: (5.5.45)
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ierzy dla r�ownania Dira
aFunk
jona ly (5.5.44) sa� sta
jonarne ze wzgle�du na ma le, g ladkie i poza tymzupe lnie dowolne waria
je funk
ji 	(�)(r) i 	0(�)(r) odpowiednio wok�o l 	(�)(E; r)i 	0(�)(E; r), a i
h warto�s
iami sta
jonarnymi sa� elementy ma
ierzowe ����R̂(�)b̂ �0�.Mamy wie�
 naste�puja�
e zasady waria
yjne����R̂(�)b̂ �0� = stat	;	0 n�����(�)	0(�)�+ ��(�)	(�)���0�+ 
(�)�	(�)��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄	0(�)�+ 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�o; (5.5.46)be�da�
e odpowiednikami nierelatywisty
znej zasady waria
yjnej (3.4.73).Przejd�zmy teraz do znalezienia zasad waria
yjny
h dla odwrotno�s
i element�owma
ierzowy
h operator�ow R̂(�)b̂ (E), to zna
zy dla ����R̂(�)b̂ �0��1. W tym 
eluskonstruujemy funk
jona lyF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = 1����R̂(�)b̂ �0�+ ��(�)���(�)	0(�) � R̂(�)b̂ �0�+ ��(�)��i�(�)n 	0(�) � 
(�)b̂(�)	0(�) � 
(�)�(�)�0�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�: (5.5.47)Be�dziemy szukali taki
h sz
zeg�olny
h posta
i �(�)(�), �(�)(�) i �(�)(r) funk
jiLagrange'a �(�)(�), �(�)(�) oraz �(�)(r) (uwzgle�dniaja�
y
h odpowiednio warunkiwie�z�ow (5.5.27), (5.5.26) i (5.1.17)), aby funk
jona ly (5.5.47) by ly sta
jonarnedla ma ly
h waria
ji R̂(�)b̂ , �(�)(�), �(�)(�), �(�)(r) oraz 	0(�)(r) wok�o l R̂(�)b̂ (E),�(�)(�), �(�)(�), �(�)(r) i 	0(�)(E; r). Wariuja�
 r�ownanie (5.5.47), otrzymujemyÆF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = �����ÆR̂(�)b̂ �0�����R̂(�)b̂ �0�2+ ��(�)���(�)Æ	0(�) � ÆR̂(�)b̂ �0�+ ��(�)��i�(�)n Æ	0(�) � 
(�)b̂(�)Æ	0(�)�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	0(�)�: (5.5.48)Prawa� strone� r�ownania (5.5.48) mo_zna upro�s
i�
, stosuja�
 twierdzenie Gaussa dowyste�puja�
ej tam 
a lki obje�to�s
iowej. Prowadzi to do r�ownaniaÆF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = �24����ÆR̂(�)b̂ �0�����R̂(�)b̂ �0�2 + ��(�)��ÆR̂(�)b̂ �0�35+ ��(�)�(�) � i�(�)n �(�) � 
(�)b̂(�)�(�) + i
�h�n�(�)��Æ	0(�)�+ 
[Ĥ �E℄�(�)��Æ	0(�)�: (5.5.49)Aby zapewni�
, _ze r�owno�s�
ÆF (�)[�;�0; R̂(�)b̂ ; �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = 0 (5.5.50)
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hodzi dla dowolny
h waria
ji ÆR̂(�)b̂ i Æ	0(�)(r), za_za�damy, by[Ĥ �E℄�(�)(r) = 0 (r 2 V); (5.5.51)1�R̂(�)b̂ �0����2 �(�) + �(�)(�) = 0 (� 2 S); (5.5.52)�(�)�(�)(�)� i�(�)n (�)�(�)(�)� 
(�)b̂(�)(E)�(�)(�) + i
�h�n(�)�(�)(�) = 0(� 2 S): (5.5.53)Podzia lanie na r�ownanie (5.5.53) z lewej strony ma
ierzami �(�) daje�(�)�(�)(�)� 
(�)b̂(�)(E)�(�)(�) + i
�h�(�)n (�)�(�)(�) = 0; (5.5.54)za�s podzia lanie ma
ierzami �(�)n (�) prowadzi do rela
ji�i�(�)�(�)(�) + i
�h�(�)�(�)(�) = 0: (5.5.55)Z r�ownania (5.5.52) wnioskujemy, _ze�(�)(�) = � 1�R̂(�)b̂ �0����2�(�); (5.5.56)natomiast z r�owna�n (5.5.54){(5.5.56) otrzymujemy�i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)��(�)(�) = 1
�h 1�R̂(�)b̂ �0����2�(�)�(�): (5.5.57)Wykorzystuja�
 warunki brzegowe (5.5.27) oraz w lasno�s�
 hermitowsko�s
i opera-tor�ow R̂(�)b̂ (E), wygodnie jest przepisa�
 r�ownania (5.5.56) i (5.5.57) w posta
ia
h�(�)(�) = � 1��(�)	0(�)�����R̂(�)b̂ �0�����(�); (5.5.58)�i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)��(�)(�) = 1
�h 1��0���(�)	(�)���(�)	0(�)�����(�)�(�):(5.5.59)Por�ownanie (5.5.51), (5.5.59), (5.1.17) i (5.5.25) upowa_znia nas do przyje�
ia�(�)(r) = �
(�)
�h 1��0���(�)	(�)���(�)	0(�)����	(�)(E; r); (5.5.60)a w konsekwen
ji (por�ownaj (5.5.55))�(�)�(�)(�) = �
(�) 1��0���(�)	(�)���(�)	0(�)�����(�)	(�)(E;�): (5.5.61)
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ierzy dla r�ownania Dira
aRela
je (5.5.58), (5.5.60) i (5.5.61) sugeruja� naste�puja�
y naturalny wyb�or osza-
owa�n funk
ji �(�)(�), �(�)�(�)(�) oraz �(�)(r)�(�)(�) = � 1��(�)	0(�)�����R̂(�)b̂ �0�����(�); (5.5.62)�(�)�(�)(�) = �
(�) 1��0���(�)	(�)���(�)	0(�)�����(�)	(�)(�); (5.5.63)�(�)(r) = �
(�)
�h 1��0���(�)	(�)���(�)	0(�)����	(�)(r): (5.5.64)Wykorzystanie r�owna�n (5.5.62){(5.5.64) w de�ni
ji (5.5.47) prowadzi do naste�pu-ja�
y
h funk
jona l�owF (�)[�;�0; 	(�);	0(�)℄= �
(�) �	(�)��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄	0(�)������(�)	0(�)���(�)	(�)���0� � 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)������(�)	0(�)���(�)	(�)���0� ;(5.5.65)posiadaja�
y
h w lasno�s�
 symetrii (5.5.45). Poszukiwane przez nas zasady waria-
yjne dla odwrotno�s
i element�ow ma
ierzowy
h operator�ow R̂(�)b̂ (E), be�da�
e od-powiednikami nierelatywisty
znej zasady (3.4.92), maja� posta�
����R̂(�)b̂ �0��1 = stat	;	0(�
(�) �	(�)��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄	0(�)������(�)	0(�)���(�)	(�)���0�� 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)������(�)	0(�)���(�)	(�)���0�): (5.5.66)Funk
jona ly stoja�
e po prawej stronie r�ownania (5.5.66) przyjmuja� warto�s
i sta-
jonarne dla 	(�)(r) = �	(�)(E; r) i 	0(�)(r) = �0	0(�)(E; r), gdzie � i �0 sa�dowolnymi li
zbami zespolonymi r�o_znymi od zera, a 	(�)(E; r) i 	0(�)(E; r) sa�rozwia�zaniami r�ownania Dira
a (5.1.17) spe lniaja�
ymi na powierz
hni S warunkibrzegowe odpowiednio (5.5.25) i (5.5.26).W rozdziale 6 om�owimy zastosowanie zasad waria
yjny
h (5.5.46) i (5.5.66)do znajdowania przybli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h operator�ow iR̂(�)b̂ (E) oraz przybli_zony
h warto�s
i odwrotno�s
i ty
h element�ow metoda� Ray-leigha{Ritza.5.5.3 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow B̂(�)(E)i i
h odwrotno�s
iCelem tego podrozdzia lu be�dzie znalezienie zasad waria
yjny
h dla element�owma
ierzowy
h ����B̂(�)�0� i i
h odwrotno�s
i, ����B̂(�)�0��1, gdzie B̂(�)(E) sa� ope-ratorami 
a lkowymi zde�niowanymi r�ownaniem (5.1.23), natomiast �(�) i �0(�)
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jami spinorowymi zde�niowanymina powierz
hni S. Posta�pimy podobnie jak w podrozdziale poprzednim i wprowa-dzimy pomo
ni
ze funk
je spinorowe 	(�)(E; r) i 	0(�)(E; r) nale_za�
e do DV(E),to zna
zy spe lniaja�
e w obje�to�s
i V r�ownanie (5.1.17). Jednak_ze, w odr�o_znieniuod funk
ji wykorzystywany
h w podrozdziale 5.5.2, tym razem na powierz
hni Sna funk
je 	(�)(E; r) i 	0(�)(E; r) narzu
amy niejednorodne warunki brzegowe oposta
i�(�)	(�)(E;�) = �(�)�(�); �(�)	0(�)(E;�) = �(�)�0(�): (5.5.67)Warunki (5.5.67) sa� odpowiednikami niejednorodny
h warunk�ow brzegowy
h Di-ri
hleta (3.4.94) wykorzystywany
h przez nas w teorii nierelatywisty
znej dys-kutowanej w podrozdziale 3.4.4. Poniewa_z z za lo_zenia funk
je 	(�)(E;�) oraz	0(�)(E;�) nale_za� do DS(E), uwzgle�dniaja�
 r�ownanie (5.1.23), warunki (5.5.67)mo_zna przepisa�
 w posta
ii�(�)n (�)	(�)(E;�) = 
(�)B̂(�)(E)�(�); i�(�)n (�)	0(�)(E;�) = 
(�)B̂(�)(E)�0(�):(5.5.68)Konstruk
je� zasad waria
yjny
h dla element�ow ma
ierzowy
h ����B̂(�)�0� roz-po
zniemy od zde�niowania funk
jona l�owF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = ����B̂(�)�0�+ ��(�)��i�(�)n 	0(�) � 
(�)B̂(�)�0�+ ��(�)���(�)	0(�) � �(�)�0�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�: (5.5.69)Nota
ja zastosowana przez nas w r�ownaniu (5.5.69) jest analogi
zna do u_zywanejw podrozdziale 5.5.2. Pierwsza waria
ja funk
jona lu (5.5.69) ma posta�
ÆF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = ����ÆB̂(�)�0�+ ��(�)��i�(�)n Æ	0(�) � 
(�)ÆB̂(�)�0�+ ��(�)���(�)Æ	0(�)�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	0(�)� (5.5.70)i, po skorzystaniu z twierdzenia Gaussa, mo_ze zosta�
 przekszta l
ona do posta
iÆF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = ��� 
(�)�(�)��ÆB̂(�)�0�+ �� i�(�)n �(�) + �(�)�(�) + i
�h�n�(�)��Æ	0(�)�+ 
[Ĥ �E℄�(�)��Æ	0(�)�:(5.5.71)Aby prawa strona r�ownania (5.5.71) znika la dla dowolny
h waria
ji ÆB̂(�) orazÆ	0(�)(r), to zna
zyÆF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = 0; (5.5.72)za_za�damy [Ĥ �E℄�(�)(r) = 0 (r 2 V); (5.5.73)



106 5. Teoria R-ma
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a�(�)� 
(�)�(�)(�) = 0 (� 2 S) (5.5.74)oraz�i�(�)n (�)�(�)(�) + �(�)�(�)(�) + i
�h�n(�)�(�)(�) = 0 (� 2 S): (5.5.75)R�ownanie (5.5.75) implikuje�(�)�(�)(�) + i
�h�(�)n (�)�(�)(�) = 0; (5.5.76)�i�(�)�(�)(�) + i
�h�(�)�(�)(�) = 0; (5.5.77)za�s z r�owna�n (5.5.74) i (5.5.77) otrzymujemy�(�)(�) = �
(�)�(�); (5.5.78)�(�)�(�)(�) = �
(�)
�h �(�)�(�): (5.5.79)Z r�owna�n (5.5.73), (5.5.79), (5.1.17) oraz (5.5.67) wynika, _ze mo_zemy przyja��
�(�)(r) = �
(�)
�h 	(�)(E; r) (5.5.80)i w konsekwen
ji (patrz r�ownanie (5.5.76))�(�)�(�)(�) = 
(�)i�(�)n (�)	(�)(E;�): (5.5.81)Wybieraja�
 jako osza
owania funk
ji Lagrange'a�(�)(�) = �
(�)�(�); (5.5.82)�(�)�(�)(�) = 
(�)i�(�)n (�)	(�)(�); (5.5.83)�(�)(r) = �
(�)
�h 	(�)(r) (5.5.84)i podstawiaja�
 r�ownania (5.5.82){(5.5.84) do de�ni
ji (5.5.69), do
hodzimy dofunk
jona l�owF (�)[�;�0; 	(�);	0(�)℄ = �
(�)����i�(�)n 	0(�)�� 
(�)�i�(�)n 	(�)���0�+ 
(�)�i�(�)n 	(�)��	0(�)�� 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�; (5.5.85)posiadaja�
y
h w lasno�s�
 symetrii (5.5.45). Szukane przez nas zasady waria
yjnedla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow B̂(�)(E) maja� posta�
����B̂(�)�0� = stat	;	0 n�
(�)����i�(�)n 	0(�)�� 
(�)�i�(�)n 	(�)���0�+ 
(�)�i�(�)n 	(�)��	0(�)�� 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�o; (5.5.86)
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zym warto�s
i sta
jonarne sa� osia�gane dla ty
h waria
yjny
h funk
ji pr�ob-ny
h, kt�ore spe lniaja� r�ownanie Dira
a (5.1.17) w obje�to�s
i V oraz warunki brze-gowe (5.5.67) na powierz
hni S. Zasady (5.5.86) sa� odpowiednikami nierelatywi-sty
znej zasady waria
yjnej (3.4.112).Pozostaje nam skonstruowa�
 zasady waria
yjne dla odwrotno�s
i element�ow ma-
ierzowy
h ����B̂(�)�0�. Punktem wyj�s
ia dla naszy
h rozwa_za�n be�da� funk
jona lyF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = 1����B̂(�)�0�+ ��(�)��i�(�)n 	0(�) � 
(�)B̂(�)�0�+ ��(�)���(�)	0(�) � �(�)�0�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�; (5.5.87)w kt�ory
h warunki (5.5.68), (5.5.67) oraz (5.1.17) uwzgle�dniono jako r�ownaniawie�z�ow. Dokonuja�
 waria
ji r�ownania (5.5.87) i biora�
 pod uwage� fakt, _ze zewzgle�du na r�ownania wie�z�ow 
z lony zawieraja�
e waria
je Æ�(�)(�), Æ�(�)(�) iÆ�(�)(r) znikaja�, otrzymujemyÆF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = �����ÆB̂(�)�0�����B̂(�)�0�2+ ��(�)��i�(�)n Æ	0(�) � 
(�)ÆB̂(�)�0�+ ��(�)���(�)Æ	0(�)�+ 
�(�)��[Ĥ �E℄Æ	0(�)�: (5.5.88)Po zastosowaniu twierdzenia Gaussa, r�ownanie (5.5.88) przyjmuje posta�
ÆF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = �"����ÆB̂(�)�0�����B̂(�)�0�2 + 
(�)��(�)��ÆB̂(�)�0�#+ �� i�(�)n �(�) + �(�)�(�) + i
�h�n�(�)��Æ	0(�)�+ 
[Ĥ �E℄�(�)��Æ	0(�)�:(5.5.89)Warunkiem wystar
zaja�
ym na to, by pierwsze waria
je funk
jona l�ow (5.5.87)znika ly, to zna
zy ÆF (�)[�;�0; B̂(�); �(�); �(�);�(�);	0(�)℄ = 0; (5.5.90)jest za lo_zenie, i_z [Ĥ �E℄�(�)(r) = 0 (r 2 V); (5.5.91)1�B̂(�)�0����2�(�) + 
(�)�(�)(�) = 0 (� 2 S); (5.5.92)�i�(�)n (�)�(�)(�) + �(�)�(�)(�) + i
�h�n(�)�(�)(�) = 0 (� 2 S): (5.5.93)Dzia laja�
 z lewej strony na r�ownanie (5.5.93) ma
ierzami �(�) lub �(�)n (�), otrzy-mujemy odpowiednio �(�)�(�)(�) + i
�h�(�)n (�)�(�)(�) = 0; (5.5.94)
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a�i�(�)�(�)(�) + i
�h�(�)�(�)(�) = 0: (5.5.95)Z r�owna�n (5.5.92) i (5.5.95) znajdujemy�(�)(�) = 
(�) 1�B̂(�)�0����2�(�); (5.5.96)�(�)�(�)(�) = 
(�)
�h 1�B̂(�)�0����2�(�)�(�): (5.5.97)W lasno�s�
 hermitowsko�s
i operator�ow B̂(�)(E) oraz r�ownanie (5.5.68) pozwalaja�nam przepisa�
 zale_zno�s
i (5.5.96) oraz (5.5.97) w naste�puja�
y
h wygodniejszy
hposta
ia
h �(�)(�) = � 1�i�(�)n 	0(�)�����B̂(�)�0�����(�); (5.5.98)�(�)�(�)(�) = �
(�)
�h 1��0��i�(�)n 	(�)��i�(�)n 	0(�)�����(�)�(�): (5.5.99)Jak wynika z por�ownania (5.5.91), (5.5.99), (5.1.17) i (5.5.67), mo_zemy przyja��
,_ze �(�)(r) = �
(�)
�h 1��0��i�(�)n 	(�)��i�(�)n 	0(�)����	(�)(E; r); (5.5.100)a w konsekwen
ji (por�ownaj (5.5.94))�(�)�(�)(�) = 
(�) 1��0��i�(�)n 	(�)��i�(�)n 	0(�)���� i�(�)n (�)	(�)(E;�): (5.5.101)Przyjmuja�
 w r�ownaniu (5.5.87) funk
je �(�)(�), �(�)�(�)(�) oraz �(�)(r) w po-sta
ia
h �(�)(�) = � 1�i�(�)n 	0(�)�����B̂(�)�0�����(�); (5.5.102)�(�)�(�)(�) = 
(�) 1��0��i�(�)n 	(�)��i�(�)n 	0(�)���� i�(�)n (�)	(�)(�); (5.5.103)�(�)(r) = �
(�)
�h 1��0��i�(�)n 	(�)��i�(�)n 	0(�)����	(�)(r); (5.5.104)sugerowany
h rela
jami (5.5.98), (5.5.101) i (5.5.100), otrzymujemy symetry
zne(w sensie r�ownania (5.5.45)) funk
jona lyF (�)[�;�0; 	(�);	0(�)℄ = 
(�) �i�(�)n 	(�)��	0(�)�����i�(�)n 	0(�)��i�(�)n 	(�)���0�� 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�����i�(�)n 	0(�)��i�(�)n 	(�)���0� ; (5.5.105)



5.5. Konstruk
ja zasad waria
yjny
h zwia�zany
h z relatywisty
zna� teoria� ... 109kt�ory
h warto�s
iami sta
jonarnymi, jak wynika z przedstawionej powy_zej metodykonstruk
ji, sa� odwrotno�s
i element�ow ma
ierzowy
h ����B̂(�)�0�. Szukane zasadywaria
yjne, be�da�
e odpowiednikami nierelatywisty
znej zasady (3.4.131), maja�wie�
 posta�
 ����B̂(�)�0��1 = stat	;	0(
(�) �i�(�)n 	(�)��	0(�)�����i�(�)n 	0(�)��i�(�)n 	(�)���0�� 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�����i�(�)n 	0(�)��i�(�)n 	(�)���0�): (5.5.106)W obu zasada
h warto�s
i sta
jonarne sa� przyjmowane dla funk
ji pr�obny
h posta
i	(�)(r) = �	(�)(E; r), 	0(�)(r) = �0	0(�)(E; r), gdzie � i �0 sa� dowolnymi li
zbamizespolonymi r�o_znymi od zera, a 	(�)(E; r) oraz 	0(�)(E; r) sa� tymi rozwia�zaniamir�ownania Dira
a (5.1.17), kt�ore na powierz
hni S spe lniaja� niejednorodne warunkibrzegowe (5.5.67).Zastosowanie liniowy
h funk
ji pr�obny
h oraz zasad waria
yjny
h (5.5.86) i(5.5.106) do znajdowania przybli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h opera-tor�ow B̂(�)(E) oraz przybli_zony
h warto�s
i odwrotno�s
i ty
h element�ow zostanieprzedstawione w rozdziale 6.5.5.4 Zasady waria
yjne z wie�zami na lo_zonymi na funk
je pr�obneKonstruuja�
 w podrozdzia la
h 5.5.2 i 5.5.3 zasady waria
yjne dla element�owma
ierzowy
h operator�ow wyste�puja�
y
h w teorii R-ma
ierzy dla r�ownania Di-ra
a, przyje�li�smy mil
za�
e za lo_zenie, i_z zar�owno g�orne, jak i dolne sk ladowe funk-
ji waria
yjny
h sa� 
ia�g le wewna�trz obje�to�s
i V . Poza tym warunkiem, funk
jewaria
yjne mog ly by�
 dowolne. Celem tego podrozdzia lu be�dzie pokazanie, _ze na-rzu
enie na funk
je waria
yjne pewny
h dodatkowy
h ograni
ze�n mo_ze prowadzi�
do prostszy
h zasad waria
yjny
h (por�ownaj podrozdzia l 3.4.5).Za
zniemy od dyskusji zasad waria
yjny
h (5.5.46) dla element�ow ma
ierzo-wy
h operator�ow R̂(�)b̂ (E). Je_zeli dopu�s
imy do rozwa_za�n jedynie takie funk-
je pr�obne 	(�)(r) i 	0(�)(r), kt�ore spe lniaja� warunki brzegowe typu (5.5.25) i(5.5.26), to zna
zy�i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)�	(�)(�) = 
(�)�(�)�(�); (5.5.107)�i�(�)n (�)� 
(�)b̂(�)(E)�	0(�)(�) = 
(�)�(�)�0(�); (5.5.108)w�ow
zas 
z lony drugi i trze
i po prawej stronie r�ownania (5.5.46) znosza� sie� wza-jemnie i w wyniku otrzymujemy odpowiedniki nierelatywisty
znej zasady waria-
yjnej Ja
ksona (3.4.137)����R̂(�)b̂ �0� = stat	;	0������(�)	0(�)�+ 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�� : (5.5.109)
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aPodobnie, je_zeli w zasada
h waria
yjny
h (5.5.86) dla element�ow ma
ierzowy
hoperator�ow B̂(�)(E) zastosujemy funk
je pr�obne 	(�)(r) i 	0(�)(r) spe lniaja�
e napowierz
hni S warunki brzegowe typu Diri
hleta (por�ownaj (5.5.67)),�(�)	(�)(�) = �(�)�(�); �(�)	0(�)(�) = �(�)�0(�); (5.5.110)w rezulta
ie otrzymamy zasady waria
yjne����B̂(�)�0� = stat	;	0 ��
(�)����i�(�)n 	0(�)�� 
(�)
�h 
	(�)��[Ĥ �E℄	0(�)�� ; (5.5.111)be�da�
e odpowiednikami nierelatywisty
znej zasady (3.4.139).



Rozdzia l 6ZASTOSOWANIE FUNKCJI PR�OBNYCH TYPURAYLEIGHA{RITZA W ZASADACH WARIACYJNYCHZWIA�ZANYCH Z METODA� R-MACIERZYZasady waria
yjne skonstruowane przez nas w podrozdzia la
h 3.4 i 5.5 moga�by�
 wykorzystywane w prakty
e do obli
zania przybli_zony
h warto�s
i w lasny
hoperator�ow B̂(E), R̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)(E) oraz element�ow ma
ierzowy
h opera-tor�ow B̂(E), R̂b̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E). Aby znale�z�
 przybli_zona� warto�s�
 w lasna�lub element ma
ierzowy, nale_zy wybra�
 klase� funk
ji pr�obny
h zale_zny
h od pew-ny
h parametr�ow waria
yjny
h, a naste�pnie wyzna
zy�
 optymalne warto�s
i para-metr�ow z warunku sta
jonarno�s
i odpowiedniego funk
jona lu ze wzgle�du na i
hma le waria
je. Podstawiaja�
 znaleziona� w ten spos�ob najlepsza� (w rozwa_zanejklasie) posta�
 funk
ji pr�obnej do wykorzystanego funk
jona lu, otrzymujemy wa-ria
yjne osza
owanie poszukiwanej wielko�s
i.Spo�sr�od niesko�n
zenie wielu klas dopusz
zalny
h funk
ji pr�obny
h, w zastoso-wania
h prakty
zny
h ra
hunku waria
yjnego w �zy
e sz
zeg�olna� popularno�s
ia�
iesza� sie� liniowe funk
je pr�obne typu Rayleigha{Ritza [136, 139{143℄ o posta
i	(r) = NXi=1 
i�i(r): (6.0.1)W r�ownaniu (6.0.1) zak lada sie�, _ze liniowo niezale_zne funk
je f�i(r)g sa� znane,natomiast wsp�o l
zynniki f
ig, stanowia�
e \wsp�o lrze�dne" funk
ji 	(r) w bazief�i(r)g, sa� parametrami waria
yjnymi, kt�ory
h optymalne warto�s
i fe
ig nale_zywyzna
zy�
. Poni_zej om�owimy zastosowanie funk
ji typu (6.0.1) w waria
yjny
hobli
zenia
h przybli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h operator�ow B̂(E),R̂b̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) oraz przybli_zony
h warto�s
i w lasny
h operator�ow R̂(E),B̂(E), R̂(�)(E) i B̂(�)(E).6.1 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�owR̂b̂(E), B̂(E), R̂(�)b̂ (E) i B̂(�)(E) oraz i
h odwrotno�s
i6.1.1 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operatora R̂b̂(E)i i
h odwrotno�s
iJako pierwszy przyk lad, zastosujemy funk
je pr�obne typu Rayleigha{Ritza	(r) = NXi=1 
i�i(r); 	0(r) = NXi=1 
 0i�i(r) (6.1.1)
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...w zasadzie waria
yjnej (3.4.73) dla element�ow ma
ierzowy
h ����R̂b̂�0�. W r�ow-naniu (6.1.1) N jest li
zba� u_zyty
h funk
ji bazowy
h f�i(r)g, taka� sama� dla obufunk
ji pr�obny
h. Podstawienie sz
zeg�olny
h posta
i (6.1.1) funk
ji waria
yjny
h	(r) i 	0(r) do funk
jona lu (3.4.71) dajeF [�;�0; f
�i g; f
 0ig℄ = NXi=1 
 0i �����i�+ NXi=1 
 �i ��i���0�� NXi;j=1 
 �i 
 0j��i��[rn � b̂℄�j��2m�h2 NXi;j=1 
 �i 
 0j
�i��[Ĥ �E℄�j�: (6.1.2)Zastosowanie nota
ji ma
ierzowej pozwala przepisa�
 r�ownanie (6.1.2) w zwartejposta
i F [f y; f 0; 
 y; 
 0℄ = f y
 0 + 
 yf 0 � 
 ySb
 0; (6.1.3)gdzie f y oraz 
 y sa� N -sk ladnikowymi ma
ierzami jednowierszowymi z elementamiodpowiednio ff�i = �����i�g i f
 �i g, f 0 oraz 
 0 sa� N -sk ladnikowymi ma
ierzamijednokolumnowymi z elementami odpowiednio ff 0i = ��i���0�g i f
 0ig, a Sb(E) jestkwadratowa� ma
ierza� hermitowska� o wymiara
h N �N z elementamiSbij(E) = ��i��[rn � b̂℄�j�+ 2m�h2 
�i��[Ĥ �E℄�j�: (6.1.4)Warto�s
ia� sta
jonarna� funk
jona lu (6.1.3) ze wzgle�du na waria
je sk ladowy
h wek-tor�ow 
 y oraz 
 0 jest przybli_zona warto�s�
 elementu ma
ierzowego ����R̂b̂�0�, kt�ora�be�dziemy ozna
zali przez ���� êRb̂�0�. Mamy zatem���� êRb̂�0� = stat
 y;
 0 nf y
 0 + 
 yf 0 � 
 ySb
 0o: (6.1.5)Te wektory 
 y oraz 
 0, dla kt�ory
h funk
jona l (6.1.3) osia�ga warto�s�
 sta
jonarna�ozna
zymy odpowiednio przez e
 y oraz e
 0. Pierwsza waria
ja funk
jona lu (6.1.3),wywo lana in�nitezymalnymi waria
jami ma
ierzy 
 y i 
 0 wok�o l e
 y i e
 0, jest r�ownaÆF [f y; f 0;e
 y;e
 0℄ = [f y � e
 ySb℄Æ
 0 + Æ
y[f 0 � Sbe
 0℄: (6.1.6)Poniewa_z z za lo_zenia za
hodzi ÆF [f y; f 0;e
 y;e
 0℄ = 0; (6.1.7)z r�ownania (6.1.6) otrzymujemyf y � e
 ySb = 0; f 0 � Sbe
 0 = 0; (6.1.8)ska�d wynika, _ze e
 y = f yS�1b ; e
 0 = S�1b f 0: (6.1.9)



6.1. Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow ... 113Poniewa_z ma
ierz Sb jest funk
ja� energii (por�ownaj (6.1.4)), od energii zale_ze�
be�da� r�ownie_z wektory e
 y oraz e
 0.Podstawienie optymalny
h posta
i (6.1.9) wektor�ow 
 y oraz 
 0 do r�ownania(6.1.3) i skorzystanie z r�ownania (6.1.5) prowadzi do naste�puja�
ego waria
yjnegoosza
owania warto�s
i elementu ma
ierzowego6a ����R̂b̂�0����� êRb̂�0� var= f yS�1b f 0 = NXi;j=1 �����i�[S�1b ℄ij��j���0�: (6.1.10)Poniewa_z funk
je �(�) i �0(�) sa� dowolne, z r�ownania (6.1.10) otrzymujemy wa-ria
yjne osza
owanie ja�dra Rb̂(E;�;�0)eRb̂(E;�;�0) var= NXi;j=1 �i(�)�S�1b (E)�ij��j (�0): (6.1.11)Jak wida�
, ja�dro (6.1.11) jest hermitowskie; nale_za lo tego o
zekiwa�
, gdy_z funk-
jona l (3.4.71) posiada w lasno�s�
 symetrii (3.4.72). Ja�dro to de�niuje hermitowskioperator 
a lkowy êRb̂(E) aproksymuja�
y operator R̂b̂(E).Warto zauwa_zy�
, _ze zar�owno element ma
ierzowy ���� êRb̂�0�, jak i ja�droeRb̂(E;�;�0) mo_zna przedstawi�
 w posta
i iloraz�ow dw�o
h wyzna
znik�ow. Wy-korzystuja�
 rela
je� (D.9) wyprowadzona� w uzupe lnieniu D, z r�owna�n (6.1.10) i(6.1.11) znajdujemy ���� êRb̂�0� = �det� Sb f 0f y 0 �det Sb (6.1.12)oraz eRb̂(E;�;�0) = �det Sb(E) ��(�0)�T (�) 0 !det Sb(E) ; (6.1.13)gdzie �T (�) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednowierszowa� z elementami f�i(�)g,natomiast ��(�0) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednokolumnowa� z elementamif��i (�0)g.Je_zeli zbi�or funk
ji f�i(r)g wykorzystany
h w rozwinie�
ia
h (6.1.1) stanowibaze� w zbiorze DV(E), z r�ownania (6.1.11) otrzymujemy �s
is le rozwinie�
ie ja�draRb̂(E;�;�0) Rb̂(E;�;�0) var= Xi;j �i(�)[S�1b (E)℄ij��j (�0): (6.1.14)Poka_zemy, _ze zastosowanie funk
ji pr�obny
h (6.1.1) w zasadzie waria
yjnej(3.4.92) dla odwrotno�s
i element�ow ma
ierzowy
h ����R̂b̂�0� r�ownie_z prowadzi do6a Tutaj i dalej znak var= ozna
za, _ze dana r�owno�s�
 jest ko�n
owym wynikiem rozwa_za�n oparty
hna zastosowaniu odpowiedniej zasady waria
yjnej.



114 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...r�owna�n (6.1.10) i (6.1.11) (por�ownaj tak_ze [23, 46℄). Podstawiaja�
 funk
je (6.1.1)do funk
jona lu (3.4.91), otrzymujemy (w nota
ji ma
ierzowej)F [f y; f 0; 
 y; 
 0℄ = 
 ySb
 0(
 yf 0)(f y
 0) : (6.1.15)Warunek znikania pierwszej waria
ji funk
jona lu (6.1.15) spowodowanej in�nite-zymalnymi waria
jami wektor�ow 
 y i 
 0 odpowiednio wok�o l e
 y oraz e
 0, danej przezÆF [f y; f 0;e
 y;e
 0℄ = Æ
y (e
 yf 0)Sbe
 0 � (e
 ySbe
 0)f 0(e
 yf 0)2(f ye
 0) � (f ye
 0)e
 ySb � (e
 ySbe
 0)f y(e
 yf 0)(f ye
 0)2 Æ
 0;(6.1.16)prowadzi do naste�puja�
y
h rela
ji(e
 yf 0)Sbe
 0 � (e
 ySbe
 0)f 0 = 0; (f ye
 0)e
 ySb � (e
 ySbe
 0)f y = 0; (6.1.17)z kt�ory
h wynika, _zee
 y = e
 ySbe
 0f ye
 0 f yS�1b ; e
 0 = e
 ySbe
 0e
 yf 0 S�1b f 0: (6.1.18)(Zwra
amy uwage�, _ze wsp�o l
zynniki (6.1.18) sa� po prostu dowolnymi wielokrot-no�s
iami wsp�o l
zynnik�ow (6.1.9).) Mno_za�
 pierwsze z r�owna�n (6.1.18) z prawejstrony przez f 0, za�s drugie z lewej strony przez f y, z kt�orejkolwiek z otrzymany
hw ten spos�ob r�owno�s
i, po prosty
h przekszta l
enia
h, dostajemye
 ySbe
 0(e
 yf 0)(f ye
 0) = (f yS�1b f 0)�1: (6.1.19)Por�ownuja�
 wynik (6.1.19) z posta
ia� funk
jona lu (6.1.15) oraz biora�
 pod uwage�,_ze warto�s
i przyjmowane przez ten funk
jona l sa� osza
owaniami warto�s
i od-wrotno�s
i elementu ma
ierzowego ����R̂b̂�0�, do
hodzimy do r�ownania (6.1.10),a w konsekwen
ji do r�ownania (6.1.11).Interesuja�
ym jest, _ze de�ni
je� (6.1.11) ja�dra eRb̂(E;�;�0) mo_zna zapisa�
 wposta
i przypominaja�
ej r�ownanie (3.3.39). Aby to pokaza�
, zauwa_zmy przedewszystkim, _ze za
hodzi Sb(E) = 2m�h2 �Yb(E)�EO�; (6.1.20)gdzie Yb(E) oraz O sa� hermitowskimi ma
ierzami kwadratowymi o wymiara
hN �N z elementamiYbij(E) = �h22m��i��[rn � b̂℄�j�+ 
�i��Ĥ�j�; (6.1.21)Oij = 
�i���j�: (6.1.22)



6.1. Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow ... 115Ma
ierz O jest ma
ierza� Grama uk ladu funk
ji f�i(r)g i w zwia�zku z tym jestnieujemnie okre�slona. Rozwa_zmy teraz ma
ierzowe zagadnienie na warto�s
i w lasneYb(E)ubk(E) = Ebk(E)Oubk(E); (6.1.23)w kt�orym Ebk(E) ozna
za k-ta� warto�s�
 w lasna�, a ubk(E) jest odpowiadaja�
ym jejwektorem w lasnym z elementami fubik(E)g, i = 1; 2; : : : ; N . Je_zeli ma
ierze Yb(E)oraz O sa� nieosobliwe, w�ow
zas zagadnienie (6.1.23) ma dok ladnie N rozwia�za�n. Zhermitowsko�s
i ma
ierzy Yb(E) i O wynika, _ze wszystkie warto�s
i w lasne fEbk(E)gsa� rze
zywiste, a wektory w lasne odpowiadaja�
e r�o_znym warto�s
iom w lasnym sa�ortogonalne w sensie r�ownaniauybk(E)Oubl(E) = 0 �Ebk(E) 6= Ebl(E)�: (6.1.24)Poniewa_z wektory odpowiadaja�
e zdegenerowanym warto�s
iom w lasnym (o ile ta-kie wyste�puja�) mo_zna zawsze zortogonalizowa�
, w dalszym 
ia�gu za lo_zymy, _ze dladowolny
h dw�o
h wektor�ow w lasny
h ubk(E) i ubl(E) za
hodziuybk(E)Oubl(E) = Ækl (k; l = 1; 2; : : : ; N): (6.1.25)Je_zeli z wektor�ow w lasny
h fubk(E)g utworzymy ma
ierz kwadratowa� Ub(E) wtaki spos�ob, _ze wektor ubk(E) stanowi jej k-ta� kolumne�,6b z r�owna�n (6.1.23) oraz(6.1.25) mamy w�ow
zas Yb(E)Ub(E) = OUb(E)Eb(E); (6.1.26)Uyb(E)OUb(E) = I; (6.1.27)przy 
zym Eb(E) jest ma
ierza� diagonalna� o wymiara
h N �N z wyrazamiEbij(E) = Ebi(E) Æij ; (6.1.28)a I ozna
za jednostkowa� ma
ierz N �N . Z r�owna�n (6.1.26) oraz (6.1.27) wynika,_ze Uyb(E)Yb(E)Ub(E) = Eb(E); (6.1.29)natomiast r�ownania (6.1.20), (6.1.29) oraz (6.1.27) implikuja�Uyb(E)Sb(E)Ub(E) = 2m�h2 �Eb(E)�EI�; (6.1.30)ska�d, po prosty
h przekszta l
enia
h, otrzymujemyS�1b (E) = �h22mUb(E)�Eb(E)�EI��1Uyb(E): (6.1.31)Z r�ownania (6.1.31) wnioskujemy, _ze element ij ma
ierzy S�1b (E) ma posta�
�S�1b (E)�ij = �h22m NXk=1 ubik(E)u�bjk(E)Ebk(E)�E : (6.1.32)6b Nie nale_zy myli�
 ma
ierzy Ub(E) z ma
ierza� rozpraszania U(E).



116 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Uwzgle�dniaja�
 ten rezultat w r�ownaniu (6.1.11) i ozna
zaja�
 b̂k(E; r) = NXi=1 ubik(E)�i(r); Eb̂k(E) = Ebk(E) (k = 1; 2; : : : ; N);(6.1.33)otrzymujemy6
 eRb̂(E;�;�0) = �h22m NXk=1  b̂k(E;�) �̂bk(E;�0)Eb̂k(E)�E : (6.1.34)Czytelnik ze
h
e por�owna�
 wynik (6.1.34) z r�ownaniem (3.3.39). Wykorzystuja�
wz�or (D.9) oraz biora�
 pod uwage� fakt, _ze wyzna
znik ma
ierzy diagonalnej jest ilo-
zynem wyraz�ow po lo_zony
h na jej diagonali, mo_zemy przepisa�
 r�ownanie (6.1.34)w posta
i eRb̂(E;�;�0) = � �h22m det E b̂(E)�EI  �̂b(E;�0) T̂b (E;�) 0 !NYk=1 �Eb̂k(E)�E� ; (6.1.35)gdzie  T̂b (E;�) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednowierszowa� z elementamif b̂k(E;�)g, natomiast  �̂b(E;�0) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednokolumnowa�z elementami f �̂bk(E;�0)g.6.1.2 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operatora B̂(E)i i
h odwrotno�s
iPoste�puja�
 podobnie jak w podrozdziale 6.1.1, mo_zemy znale�z�
 osza
owaniawaria
yjne element�ow ma
ierzowy
h ����B̂�0� oraz ja�dra 
a lkowego B(E;�;�0).Podstawienie funk
ji pr�obny
h o posta
i (6.1.1) do funk
jona lu (3.4.111) dajeF [gy; g 0; 
 y; 
 0℄ = gy
 0 + 
 yg 0 � 
 yT
 0; (6.1.36)gdzie symbol gy ozna
za N -sk ladnikowa� ma
ierz jednowierszowa� o wyraza
h fg�i =����rn�i�g, g 0 jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednokolumnowa� o wyraza
h fg0i =�rn�i���0�g, natomiast T(E) jest kwadratowa� ma
ierza� hermitowska� o wymiara
hN �N z elementamiTij(E) = �rn�i���j�� 2m�h2 
�i��[Ĥ �E℄�j�: (6.1.37)Warto�s�
 sta
jonarna funk
jona lu (6.1.36) ze wzgle�du na waria
je sk ladowy
h wek-tor�ow 
 y oraz 
 0 jest elementem ma
ierzowym, pomie�dzy funk
jami �(�) oraz6
 Rozwinie�
ie (6.1.34) nie jest rozwinie�
iem spektralnym ja�dra eRb̂(E;�;�0)!
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yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow ... 117�0(�), operatora êB(E) be�da�
ego waria
yjnym osza
owaniem operatora B̂(E),���� êB�0� = stat
 y;
 0 ngy
 0 + 
 yg 0 � 
 yT
 0o; (6.1.38)przy 
zym warto�s�
 sta
jonarna jest osia�gana dla 
 y = e
 y, 
 0 = e
 0. Waruneksta
jonarno�s
i ÆF [gy; g 0;e
 y;e
 0℄ = 0 (6.1.39)prowadzi do naste�puja�
y
h optymalny
h (dla rozwa_zanego zagadnienia) posta
iwektor�ow zawieraja�
y
h wsp�o l
zynniki rozwinie��
 (6.1.1)e
 y = gyT�1; e
 0 = T�1g 0: (6.1.40)Podstawiaja�
 wyra_zenia (6.1.40) do funk
jona lu (6.1.36), otrzymujemy naste�puja�-
e waria
yjne osza
owania dla element�ow ma
ierzowy
h ����B̂�0����� êB�0� var= gyT�1g 0 = NXi;j=1 ����rn�i�[T�1℄ij�rn�j ���0� (6.1.41)oraz dla ja�dra 
a lkowego B(E;�;�0)eB(E;�;�0) var= NXi;j=1rn�i(�)�T�1(E)�ijrn��j (�0): (6.1.42)Jak nale_za lo o
zekiwa�
 na podstawie rela
ji symetrii (3.4.72) spe lnianej przez funk-
jona l (3.4.111), ja�dro eB(E;�;�0) dane wzorem (6.1.42) jest hermitowskie.Element ma
ierzowy ���� êB�0� oraz ja�dro 
a lkowe eB(E;�;�0), okre�slone odpo-wiednio wzorami (6.1.41) i (6.1.42), mo_zna przedstawi�
 jako ilorazy dw�o
h wy-zna
znik�ow. Wykorzystuja�
 r�ownania (D.9), (6.1.41) oraz (6.1.42), otrzymujemy���� êB�0� = �det� T g 0gy 0 �detT (6.1.43)oraz eB(E;�;�0) = �det T(E) rn��(�0)rn�T (�) 0 !detT(E) ; (6.1.44)gdzie rn�T (�) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednowierszowa� z elementamifrn�i(�)g, a rn��(�0) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednokolumnowa z elemen-tami frn��i (�0)g.Je_zeli funk
je f�i(r)g wykorzystane w rozwinie�
ia
h (6.1.1) rozpinaja� zbi�orDV(E), r�ownanie (6.1.42) przyjmuje posta�
B(E;�;�0) var= Xi;j rn�i(�)�T�1(E)�ijrn��j (�0): (6.1.45)
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Osza
owania (6.1.41) oraz (6.1.42) mo_zna r�ownie_z otrzyma�
, stosuja�
 funk
jepr�obne typu (6.1.1) w zasadzie waria
yjnej (3.4.131) dla odwrotno�s
i element�owma
ierzowy
h ����B̂�0�. Spos�ob poste�powania jest przy tym identy
zny z przed-stawionym w drugiej 
ze��s
i podrozdzia lu 6.1.1.Ja�dro eB(E;�;�0) mo_zna przedstawi�
 w posta
i do pewnego stopnia analogi
z-nej do r�ownania (6.1.34). Nie
h Z ozna
za hermitowska� ma
ierz kwadratowa�N�Nz elementami Zij = � �h22m�rn�i���j�+ 
�i��Ĥ�j� (6.1.46)i nie
h O jest ma
ierza� z elementami zde�niowanymi r�ownaniem (6.1.22). W�ow
zasT(E) = �2m�h2 [Z�EO℄: (6.1.47)Ozna
zaja�
 przez E ma
ierz spektralna� (z elementami fEkÆklg), a przez V ma
ierzmodalna� (z elementami fvikg) dla ma
ierzowego zagadnienia w lasnegoZV = OVE ; (6.1.48)przy 
zym VyOV = I; (6.1.49)oraz zak ladaja�
, _ze ma
ierze Z i O sa� nieosobliwe, po przekszta l
enia
h podobny
hdo zamiesz
zony
h w ko�n
u podrozdzia lu 6.1.1 znajdujemyT�1(E) = � �h22mV[E �EI℄�1Vy; (6.1.50)
zyli element ij ma
ierzy T�1(E) jest r�owny�T�1(E)�ij = � �h22m NXk=1 vikv�jkEk �E : (6.1.51)Wprowadzaja�
 ozna
zenie'k(r) = NXi=1 vik�i(r) (k = 1; 2; : : : ; N) (6.1.52)i uwzgle�dniaja�
 w r�ownaniu (6.1.42) wynik (6.1.51), otrzymujemy6deB(E;�;�0) = � �h22m NXk=1 rn'k(�)rn'�k(�0)Ek �E (6.1.53)6d Rozwinie�
ie (6.1.53) nie jest rozwinie�
iem spektralnym ja�dra eB(E;�;�0)!



6.1. Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow ... 119lub r�ownowa_znieeB(E;�;�0) = �h22m det� E �EI rn'�(�0)rn'T (�) 0 �NYk=1[Ek �E℄ ; (6.1.54)gdzie rn'T (�) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednowierszowa� z elementamifrn'k(�)g, a rn'�(�0) jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednokolumnowa� z elemen-tami frn'�k(�0)g.6.1.3 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow R̂(�)b̂ (E)i i
h odwrotno�s
iPoste�puja�
 zgodnie ze s
hematem przedstawionym w podrozdziale 6.1.1 i sto-suja�
 w kt�orejkolwiek z zasad waria
yjny
h (5.5.46) lub (5.5.66) funk
je pr�obne oposta
i 	(�)(r) = NXi=1 
 (�)i �i(r); 	0(�)(r) = NXi=1 
 0(�)i �i(r); (6.1.55)z 
zterosk ladnikowymi spinorowymi funk
jami bazowymi f�i(r)g, do
hodzi sie� donaste�puja�
y
h osza
owa�n element�ow ma
ierzowy
h i ja�der 
a lkowy
h operator�owR̂(�)b̂ (E) ���� êR(�)b̂ �0� var= NXi;j=1 �����(�)�i��(S(�)b )�1�ij��(�)�j ���0�; (6.1.56)eR(�)b̂ (E;�;�0) var= NXi;j=1 �(�)�i(�)�[S(�)b (E)℄�1�ij�yj(�0)�(�); (6.1.57)gdzie S(�)b (E) sa� kwadratowymi ma
ierzami hermitowskimi o wymiara
h N �N zelementamiS(�)bij (E) = �
(�)��i��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄�j�� 
(�)
�h 
�i��[Ĥ �E℄�j�: (6.1.58)Optymalne warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow f
 (�)i g i f
 0(�)i g w rozwinie�
ia
h (6.1.55) sa�elementami ma
ierzy jednokolumnowy
h e
 (�) oraz e
 0(�) dany
h przeze
 (�) = (S(�)b )�1f (�); e
 0(�) = (S(�)b )�1f 0(�); (6.1.59)gdzie f (�) oraz f 0(�) sa� ma
ierzami jednokolumnowymi z elementami odpowiednioff (�)i = ��(�)�i����g oraz ff 0(�)i = ��(�)�i���0�g.



120 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Ozna
zmy przez Y(�)b (E) i O hermitowskie ma
ierze kwadratowe N �N z ele-mentami Y (�)bij (E) = 
�h��i��[i�(�)n � 
(�)b̂(�)℄�j�+ 
�i��Ĥ�j�; (6.1.60)Oij = 
�i���j�; (6.1.61)przez E (�)b (E) ma
ierze spektralne (z elementami fE (�)bk (E) Æklg), a przez U(�)b (E)ma
ierze modalne (z elementami fu(�)bik(E)g) dla zagadnie�n w lasny
hY(�)b (E)U(�)b (E) = OU(�)b (E)E (�)b (E); (6.1.62)przy 
zym U(�)yb (E)OU(�)b (E) = I; (6.1.63)gdzie I jest ma
ierza� jednostkowa�. W�ow
zas rozwa_zania analogi
zne do przedsta-wiony
h w zako�n
zeniu podrozdzia lu 6.1.1 prowadza� do rozwinie��
6eeR(�)b̂ (E;�;�0) = 
�h
(�) NXk=1 �(�) (�)b̂k (E;�) (�)yb̂k (E;�0)�(�)E (�)b̂k (E)�E ; (6.1.64)gdzie (�)b̂k (E;�) = NXi=1 u(�)bik(E)�i(�); E (�)b̂k (E) = E (�)bk (E) (k = 1; 2; : : : ; N):(6.1.65)6.1.4 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow B̂(�)(E)i i
h odwrotno�s
iFunk
je pr�obne typu (6.1.55) mo_zna r�ownie_z zastosowa�
 w zasada
h waria-
yjny
h (5.5.86) lub (5.5.106). Poste�puja�
 podobnie jak w poprzedni
h podroz-dzia la
h, otrzymujemy w rezulta
ie naste�puja�
e osza
owania dla element�ow ma-
ierzowy
h i ja�der 
a lkowy
h operator�ow B̂(�)(E)���� êB(�)�0� var= (
(�))2 NXi;j=1 ����i�(�)n �i��(T(�))�1�ij�i�(�)n �j���0�; (6.1.66)eB(�)(E;�;�0) var= (
(�))2 NXi;j=1�(�)n (�)�i(�)�[T(�)(E)℄�1�ij�yj(�0)�(�)n (�0); (6.1.67)gdzie T(�)(E) sa� kwadratowymi ma
ierzami hermitowskimi o wymiara
h N �N zelementamiT (�)ij (E) = �
(�)�i�(�)n �i���j�+ 
(�)
�h 
�i��[Ĥ �E℄�j� = (
(�))2S(�)ij (E); (6.1.68)6e Rozwinie�
ia (6.1.64) nie sa� rozwinie�
iami spektralnymi ja�der eR(�)b̂ (E;�;�0)!
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ji w lasny
h operator�ow R̂(E), B̂(E), R̂(�)(E) i B̂(�)(E) ... 121przy 
zym S(+)ij (E) (odpowiednio S(�)ij (E)) jest elementem ma
ierzy S(+)(E) (od-powiednio S(�)(E)) zde�niowanej r�ownaniem (6.1.58) w sz
zeg�olnym przypadkub̂(+)(E) = 0̂ (odpowiednio b̂(�)(E) = 0̂). Znajomo�s�
 ma
ierzy T(�)(E) pozwala naznalezienie optymalny
h, dla rozwa_zanego przypadku, warto�s
i wsp�o l
zynnik�owrozwinie��
 (6.1.55); warto�s
i te sa� elementami sk ladowymi ma
ierzy jednokolum-nowy
h e
 (�) = (T(�))�1g(�); e
 0(�) = (T(�))�1g 0(�); (6.1.69)przy 
zym g(�) i g 0(�) sa� ma
ierzami jednokolumnowymi z elementami r�ownymiodpowiednio fg(�)i = �
(�)�i�(�)n �i����g i fg0(�)i = �
(�)�i�(�)n �i���0�g.Nie
h Z(�) be�da� hermitowskimi ma
ierzami kwadratowymi N �N z wyrazamiZ(�)ij = �
�h�i�(�)n �i���j�+ 
�i��Ĥ�j� (6.1.70)i nie
h E (�) oraz V(�) ozna
zaja� odpowiednio ma
ierze spektralne (z wyrazamifE (�)k Æklg) oraz ma
ierze modalne (z wyrazami fv(�)ik g) zagadnie�n w lasny
hZ(�)V(�) = OV(�)E (�); (6.1.71)przy 
zym V(�)yOV(�) = I; (6.1.72)gdzie O jest ma
ierza� zde�niowana� r�ownaniem (6.1.61). Poste�puja�
 podobnie, jakw podrozdzia la
h 6.1.1 i 6.1.2, mo_zna pokaza�
, _ze6feB(�)(E;�;�0) = 
�h
(�) NXk=1 �(�)n (�)'(�)k (�)'(�)yk (�0)�(�)n (�0)E (�)k �E ; (6.1.73)gdzie '(�)k (�) = NXi=1 v(�)ik �i(�) (k = 1; 2; : : : ; N): (6.1.74)6.2 Zastosowanie funk
ji w lasny
h operator�ow R̂(E), B̂(E), R̂(�)(E)i B̂(�)(E) jako baz Rayleigha{Ritza w zasada
h waria
yjny
h dlaelement�ow ma
ierzowy
h ty
h operator�owJako pierwszy przyk lad wykorzystania wynik�ow otrzymany
h w podrozdziale6.1, poka_zemy poni_zej, _ze stosuja�
 w zasada
h waria
yjny
h (3.4.73), (3.4.112),(5.5.46), (5.5.86) liniowe funk
je pr�obne typu (6.1.1) lub (6.1.55) z funk
jamibazowymi f�i(r) = 	i(E; r)g � DV(E) takimi, _ze i
h 
ze��s
i powierz
hniowef�i(�) = 	i(E;�)g � DS(E) sa� funk
jami w lasnymi operator�ow R̂(E) i B̂(E)lub R̂(�)(E) i B̂(�)(E), otrzymuje sie� znalezione przez nas w podrozdzia la
h 3.1 i5.1 reprezenta
je spektralne ja�der 
a lkowy
h ty
h operator�ow.6f Rozwinie�
ia (6.1.73) nie sa� rozwinie�
iami spektralnymi ja�der eB(�)(E;�;�0)!



122 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Dla prostoty, w dalszym 
ia�gu podrozdzia lu 6.2 be�dziemy nazywali funk
jeobje�to�s
iowe f	i(E; r)g funk
jami w lasnymi operator�ow R̂(E) i B̂(E) lub R̂(�)(E)i B̂(�)(E), pamie�taja�
 przy tym jednak, _ze, �s
i�sle rze
z biora�
, funk
jami w lasnymiwymieniony
h operator�ow sa� jedynie 
ze��s
i powierz
hniowe ty
h funk
ji. Ta wy-godna w u_zy
iu niekonsekwen
ja terminologi
zna nie powinna prowadzi�
 do ja-ki
hkolwiek nieporozumie�n.6.2.1 Zasada waria
yjna dla element�ow ma
ierzowy
h operatora R̂(E)Przyjmijmy, _ze funk
je pr�obne 	(r) i 	0(r) maja� posta�
 kombina
ji liniowy
h(wsp�olny
h) funk
ji w lasny
h f	i(E; r)g operator�ow R̂(E) i B̂(E),	(r) = Xi 
i	i(E; r); 	0(r) =Xi 
 0i	i(E; r); (6.2.1)przy 
zym oba sumowania przebiegaja� po pe lnym zbiorze funk
ji w lasny
h. Funk-
je 	(r) i 	0(r) o posta
i (6.2.1) sa� o
zywi�s
ie rozwia�zaniami r�ownania S
hr�o-dingera (3.1.4) dla dowolny
h warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow f
ig i f
 0ig. Ozna
za to,i_z 	(r) = 	(E; r); 	0(r) = 	0(E; r); (6.2.2)gdzie 	(E; r) i 	0(E; r) sa� pewnymi funk
jami nale_za�
ymi do DV(E).Podstawiaja�
 rozwinie�
ia (6.2.1) do funk
jona lu (3.4.71) i poste�puja�
 tak samo,jak w podrozdziale 6.1, znajdujemy, _ze w sz
zeg�olnym przypadku bazy waria
yjnejf	i(E; r)g ma
ierz S(E) � S0(E) jest diagonalna, a jej elementy, zde�niowane wog�olno�s
i r�ownaniem (6.1.4) z b̂(E) = 0̂, w tym przypadku sa� r�owneSij(E) = �	i��rn	j� = bi(E) Æij ; (6.2.3)gdy_z funk
je bazowe f	i(E; r)g spe lniaja� r�ownanie S
hr�odingera (3.1.4), r�ownaniew lasne (3.1.15) oraz rela
je� ortonormalno�s
i (3.1.17). Z r�owna�n (6.2.3) i (6.1.9)wynika, _ze optymalne warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow w rozwinie�
ia
h (6.2.1) dane sa�przez e
i = b�1i �	i����; e
 0i = b�1i �	i���0�: (6.2.4)Uwzgle�dniaja�
 wynik (6.2.4) w r�ownaniu (6.2.1) i obli
zaja�
 po
hodne normalneobu rozwinie��
 w punk
ie r = � na powierz
hni S, po skorzystaniu z r�ownaniaw lasnego (3.1.15), dostajemyrn	(�) = Xi 	i(E;�)�	i����; rn	0(�) =Xi 	i(E;�)�	i���0�: (6.2.5)Z rela
ji zupe lno�s
i (3.1.18) wynika, _ze oba szeregi w r�ownaniu (6.2.5) mo_znazsumowa�
, otrzymuja�
rn	(�) = �(�); rn	0(�) = �0(�): (6.2.6)W podrozdziale 3.4.3 pokazali�smy, _ze w przypadku b̂(E) = 0̂ warto�s
ia� sta
jonarna�funk
jona lu (3.4.71), osia�gana� dla funk
ji pr�obny
h spe lniaja�
y
h warunki (6.2.2)



6.2. Zastosowanie funk
ji w lasny
h operator�ow R̂(E), B̂(E), R̂(�)(E) i B̂(�)(E) ... 123i (6.2.6), jest warto�s�
 elementu ma
ierzowego ����R̂�0�; dlatego z r�owna�n (3.4.73),(6.2.1) i (6.2.4) otrzymujemy����R̂�0� var= Xi ����	i�b�1i �	i���0�; (6.2.7)a w konsekwen
ji, ze wzgle�du na dowolno�s�
 funk
ji �(�) i �0(�),R(E;�;�0) var= Xi 	i(E;�)b�1i (E)	�i (E;�0): (6.2.8)R�ownanie (6.2.8) jest znalezionym przez nas w
ze�sniej (por�ownaj (3.1.32)) rozwi-nie�
iem spektralnym ja�dra R(E;�;�0).6.2.2 Zasada waria
yjna dla element�ow ma
ierzowy
h operatora B̂(E)Wykorzystuja�
 w funk
jonale (3.4.111) funk
je pr�obne posta
i (6.2.1) i poste�-puja�
 zgodnie z pro
edura� opisana� w podrozdziale 6.1.2, otrzymujemy, _ze w bazief	i(E; r)g ma
ierz T(E), zde�niowana r�ownaniem (6.1.37), jest diagonalna, przy
zym jej elementy ma
ierzowe maja� posta�
Tij(E) = �rn	i��	j� = bi(E) Æij ; (6.2.9)za�s optymalne warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow rozwinie��
 (6.2.1) sa� r�ownee
i = �	i����; e
 0i = �	i���0�: (6.2.10)Z r�owna�n (6.2.1) i (6.2.10) wynika, _ze na powierz
hni S za
hodzi	(�) = Xi 	i(E;�)�	i����; 	0(�) = Xi 	i(E;�)�	i���0�; (6.2.11)ska�d, po zsumowaniu obu szereg�ow na mo
y rela
ji zupe lno�s
i (3.1.18), otrzymu-jemy 	(�) = �(�); 	0(�) = �0(�): (6.2.12)Z dyskusji przeprowadzonej w podrozdziale 3.4.4 wiemy jednak, _ze funk
jona l(3.4.111) jest sta
jonarny dla funk
ji waria
yjny
h spe lniaja�
y
h r�ownania (6.2.2)i (6.2.12), za�s jego warto�s�
 sta
jonarna jest r�owna ����B̂�0�. Podstawiaja�
 roz-winie�
ia (6.2.1) ze wsp�o l
zynnikami (6.2.10) do r�ownania (3.4.112), otrzymujemywie�
 ����B̂�0� var= Xi ����	i�bi�	i���0� (6.2.13)i dalej B(E;�;�0) var= Xi 	i(E;�)bi(E)	�i (E;�0); (6.2.14)
o zgadza sie� z r�ownaniem (3.1.20).
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...6.2.3 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow R̂(�)(E)Za l�o_zmy, _ze waria
yjne funk
je pr�obne 	(�)(r) i 	0(�)(r) sa� kombina
jami li-niowymi wsp�olny
h funk
ji w lasny
h operator�ow R̂(�)(E) i B̂(�)(E),	(�)(r) = Xi 
 (�)i 	i(E; r); 	0(�)(r) = Xi 
 0(�)i 	i(E; r); (6.2.15)przy 
zym oba sumowania przebiegaja� po pe lnym zbiorze funk
ji w lasny
h. Po-niewa_z wszystkie funk
je bazowe f	i(E; r)g spe lniaja� to samo r�ownanie Dira
a(5.1.17), r�ownie_z funk
je (6.2.15) be�da� rozwia�zaniami tego r�ownania dla dowol-ny
h warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow f
 (�)i g i f
 0(�)i g, to zna
zy	(�)(r) = 	(�)(E; r); 	0(�)(r) = 	0(�)(E; r); (6.2.16)gdzie 	(�)(E; r) i 	0(�)(E; r) sa� pewnymi funk
jami nale_za�
ymi do DV(E).Podstawiaja�
 rozwinie�
ia (6.2.15) do funk
jona l�ow (5.5.44), ze wzor�ow (6.1.58),(5.1.17), (6.1.59) znajdujemy naste�puja�
e posta
ie element�ow ma
ierzy S(�)(E) �S(�)0 (E) S(+)ij (E) = �
(�)�	i��i�(+)n 	j� = bi(E) Æij ; (6.2.17)S(�)ij (E) = �
(+)�	i��i�(�)n 	j� = (
(+))2bi(E) Æij (6.2.18)oraz optymalny
h warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow 
 (�)i i 
 0(�)ie
 (+)i = b�1i ��(+)	i����; e
 0(+)i = b�1i ��(+)	i���0�; (6.2.19)e
 (�)i = (
(�))2b�1i ��(�)	i����; e
 0(�)i = (
(�))2b�1i ��(�)	i���0�: (6.2.20)Uwzgle�dniaja�
 otrzymane warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow w rozwinie�
ia
h (6.2.15), przy-jmuja�
 w ni
h r = �, dzia laja�
 na obie strony ma
ierzami i�(�)n (�) i korzystaja�
 zr�owna�n w lasny
h (5.1.31) oraz (5.1.39), dostajemyi�(+)n (�)	(+)(�) = 
(+)Xi �(+)	i(E;�)�	i���(+)��; (6.2.21)i�(+)n (�)	0(+)(�) = 
(+)Xi �(+)	i(E;�)�	i���(+)�0�; (6.2.22)i�(�)n (�)	(�)(�) = (
(�))3Xi �(�)	i(E;�)b�2i (E)�	i���(�)��; (6.2.23)i�(�)n (�)	0(�)(�) = (
(�))3Xi �(�)	i(E;�)b�2i (E)�	i���(�)�0�: (6.2.24)Szeregi w r�ownania
h (6.2.21){(6.2.24) mo_zna zsumowa�
, korzystaja�
 z rela
ji zu-pe lno�s
i (5.1.36) i (5.1.44). W rezulta
ie otrzymujemyi�(�)n (�)	(�)(�) = 
(�)�(�)�(�); i�(�)n (�)	0(�)(�) = 
(�)�(�)�0(�): (6.2.25)



6.2. Zastosowanie funk
ji w lasny
h operator�ow R̂(E), B̂(E), R̂(�)(E) i B̂(�)(E) ... 125Z podrozdzia lu 5.5.2 wiemy, _ze w przypadka
h b̂(+)(E) = 0̂ albo b̂(�)(E) = 0̂warto�s
iami sta
jonarnymi funk
jona l�ow (5.5.46), osia�ganymi dla funk
ji pr�obny
hspe lniaja�
y
h warunki (6.2.16) i (6.2.25), sa� warto�s
i element�ow ma
ierzowy
hodpowiednio ����R̂(+)�0� albo ����R̂(�)�0�. Podstawiaja�
 rozwinie�
ia (6.2.15) zewsp�o l
zynnikami (6.2.19) i (6.2.20) do r�ownania (5.5.46) z b̂(�) = 0̂, po skorzysta-niu z r�ownania Dira
a (5.1.17) oraz r�owna�n w lasny
h (5.1.31) i (5.1.39), otrzymu-jemy ����R̂(+)�0� var= Xi �����(+)	i�b�1i ��(+)	i���0�; (6.2.26)����R̂(�)�0� var= (
(�))2Xi �����(�)	i�b�1i ��(�)	i���0�; (6.2.27)a w konsekwen
jiR(+)(E;�;�0) var= Xi �(+)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(+); (6.2.28)R(�)(E;�;�0) var= (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�1i (E)	yi (E;�0)�(�): (6.2.29)R�ownania (6.2.28) i (6.2.29) sa� identy
zne z otrzymanymi przez nas w
ze�sniejrozwinie�
iami spektralnymi (5.1.82) i (5.1.83).6.2.4 Zasady waria
yjne dla element�ow ma
ierzowy
h operator�ow B̂(�)(E)Podstawiaja�
 funk
je pr�obne posta
i (6.2.15) do funk
jona l�ow (5.5.85), ze wzo-r�ow (6.1.68) i (6.1.69) otrzymujemy wyra_zenia dla element�ow ma
ierzy T(�)(E)T (+)ij (E) = �
(�)�i�(+)n 	i��	j� = bi(E) Æij ; (6.2.30)T (�)ij (E) = �
(+)�i�(�)n 	i��	j� = (
(+))2bi(E) Æij (6.2.31)oraz dla optymalny
h warto�s
i wsp�o l
zynnik�ow w rozwinie�
ia
h (6.2.15)e
 (+)i = ��(+)	i����; e
 0(+)i = ��(+)	i���0�; (6.2.32)e
 (�)i = (
(�))2b�2i ��(�)	i����; e
 0(�)i = (
(�))2b�2i ��(�)	i���0�: (6.2.33)Uwzgle�dniaja�
 r�ownania (6.2.32) i (6.2.33) w rozwinie�
ia
h (6.2.15), przyjmuja�
 wni
h r = � i dzia laja�
 naste�pnie na obie strony otrzymany
h r�owna�n ma
ierzami�(�), dostajemy �(+)	(+)(�) = Xi �(+)	i(E;�)�	i���(+)��; (6.2.34)�(+)	0(+)(�) = Xi �(+)	i(E;�)�	i���(+)�0�; (6.2.35)�(�)	(�)(�) = (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�2i (E)�	i���(�)��; (6.2.36)



126 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...�(�)	0(�)(�) = (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�2i (E)�	i���(�)�0�: (6.2.37)Ze wzgle�du na rela
je zupe lno�s
i (5.1.36) oraz (5.1.44), szeregi w r�ownania
h(6.2.34){(6.2.37) mo_zna zsumowa�
, otrzymuja�
�(�)	(�)(�) = �(�)�(�); �(�)	0(�)(�) = �(�)�0(�): (6.2.38)Z r�owna�n (6.2.16) i (6.2.38) wynika, _ze funk
je 	(�)(r) i 	0(�)(r) sa� rozwia�zaniamir�ownania (5.1.17), spe lniaja�
ymi na powierz
hni S warunki brzegowe (5.5.67),
zyli tymi funk
jami, dla kt�ory
h funk
jona ly (5.5.85) sa� sta
jonarne i dla kt�ory
hprzyjmuja� warto�s
i ����B̂(�)�0�. Podstawiaja�
 do r�ownania (5.5.86) rozwinie�
ia(6.2.15) ze wsp�o l
zynnikami (6.2.32) i (6.2.33), otrzymujemy����B̂(+)�0� var= Xi �����(+)	i�bi��(+)	i���0�; (6.2.39)����B̂(�)�0� var= (
(�))2Xi �����(�)	i�b�3i ��(�)	i���0�; (6.2.40)a w konsekwen
ji, ze wzgle�du na za lo_zona� dowolno�s�
 funk
ji spinorowy
h �(�) i�0(�), B(+)(E;�;�0) var= Xi �(+)	i(E;�)bi(E)	yi (E;�0)�(+); (6.2.41)B(�)(E;�;�0) var= (
(�))2Xi �(�)	i(E;�)b�3i (E)	yi (E;�0)�(�); (6.2.42)
o zgadza sie� z r�ownaniami (5.1.38) oraz (5.1.46).6.3 Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E), R̂(E),B̂(�)(E) i R̂(�)(E)6.3.1 Zasada waria
yjna dla warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E)Funk
je pr�obne typu Rayleigha{Ritza mo_zna r�ownie_z wykorzysta�
 do znaj-dowania przybli_zony
h warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E) w opar
iu o zasade�waria
yjna� (3.4.25). Podstawienie funk
ji o posta
i	(r) = NXi=1 ai�i(r) (6.3.1)do funk
jona lu (3.4.22) prowadzi do r�ownaniaF [a y; a℄ = a yS aa yM a ; (6.3.2)w kt�orym a jest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednokolumnowa� o wyraza
h faig, a yjest N -sk ladnikowa� ma
ierza� jednowierszowa� o wyraza
h fa �i g, ma
ierz S � S(E)



6.3. Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow ... 127jest hermitowska� ma
ierza� kwadratowa� o wymiara
h N � N z elementami zde�-niowanymi r�ownaniemSij(E) = ��i��rn�j�+ 2m�h2 
�i��[Ĥ �E℄�j�; (6.3.3)za�s M jest hermitowska� ma
ierza� kwadratowa� o wymiara
h N �N z elementamiMij = ��i���j�: (6.3.4)Warto�s
i sta
jonarne funk
jona lu (6.3.2) ze wzgle�du na waria
je sk ladowy
h wek-tor�ow a i a y, eb(E) = stata;a y a yS(E)aa yM a ; (6.3.5)sa� przybli_zeniami warto�s
i w lasny
h operatora B̂(E). W dalszym 
ia�gu te wektorya i a y, dla kt�ory
h funk
jona l (6.3.2) przyjmuje warto�s
i sta
jonarne, be�dziemyozna
zali przez ea i ea y. Z za lo_zenia mamy wie�
ÆF [ea y;ea ℄ = 0: (6.3.6)Pierwsza waria
ja funk
jona lu (6.3.2) jest r�ownaÆF [ea y;ea ℄ = Æay (ea yMea)Sea� (ea ySea)Mea(ea yMea)2 + (ea yMea)ea yS� (ea ySea)ea yM(ea yMea)2 Æa: (6.3.7)Warunek (6.3.6) i r�ownanie (6.3.7) prowadza� do r�owna�n ma
ierzowy
hSea = ea ySeaea yMea Mea; ea yS = ea ySeaeayMea ea yM: (6.3.8)Ozna
zaja�
 w ni
h eb = ea ySeaea yMea ; (6.3.9)stwierdzamy, _ze eb jest warto�s
ia� w lasna�, za�s ea i ea y sa� odpowiadaja�
ymi jej prawymi lewym wektorem w lasnym uog�olniony
h ma
ierzowy
h zagadnie�n w lasny
hSea = ebMea; ea yS = ebea yM: (6.3.10)Je_zeli ma
ierz S jest nieosobliwa, li
zba rozwia�za�n zagadnie�n w lasny
h (6.3.10)jest r�owna rze�dowi ma
ierzy M.Poniewa_z ma
ierz S zale_zy od energii E, od energii zale_ze�
 be�da� o
zywi�s
iezar�owno wektory w lasne ea (i i
h sprze� _zenia hermitowskie ea y), jak i warto�s
i w lasneeb, to zna
zy ea = ea(E), ea y = ea y(E), eb = eb(E).Zagadnienia w lasne (6.3.10) wymagaja� sz
zeg�olnego traktowania, gdy_z rza�dma
ierzy M (ozna
zany poni_zej przez \rankM") be�dzie na og�ol mniejszy ni_z jej
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...wymiar, r�owny ilo�s
i funk
ji bazowy
h f�i(r)g u_zyty
h w rozwinie�
iu (6.3.1).6gJest to zwia�zane z tym, _ze wymiar przestrzeni L2( j )(S) jest mniejszy od wymiaruprzestrzeni L2h j i(V).6h Dlatego na og�o l uk lad funk
ji bazowy
h f�i(r)g be�dzieliniowo zale_zny na powierz
hni S i wyzna
znik ma
ierzy M (wyzna
znik Gramauk ladu N funk
ji powierz
hniowy
h f�i(�)g) be�dzie r�owny zero. Czytelnik ze
h
ezauwa_zy�
, _ze w isto
ie powinno tak by�
, je_zeli nasze przybli_zenie (6.3.1) funk
ji	k(E; r) ma by�
 jednakowo dobre na powierz
hni S i we wne�trzu obszaru V .Zauwa_zmy, _ze z hermitowsko�s
i ma
ierzy S(E) oraz M wynika, _ze wektoryw lasne eak(E) oraz eal(E) (z elementami odpowiednio feaik(E)g oraz feail(E)g),odpowiadaja�
e r�o_znym warto�s
iom w lasnym ebk(E) i ebl(E), sa� ortogonalne w sensieea yk (E)Meal(E) = 0 �ebk(E) 6= ebl(E)�: (6.3.11)W dalszym 
ia�gu be�dziemy zak ladali, _ze r�ownie_z wektory w lasne odpowiadaja�
ezdegenerowanym warto�s
iom w lasnym (je_zeli takie wyste�puja�) zosta ly zortogona-lizowane i _ze wszystkie wektory w lasne zosta ly unormowane tak, i_z dla dowolny
hdw�o
h z ni
h za
hodzi ea yk (E)Meal(E) = Ækl: (6.3.12)Je_zeli ozna
zymy przez fe	k(E; r)g funk
je o posta
i (6.3.1) ze wsp�o l
zynnikamirozwinie�
ia be�da�
ymi elementami wektor�ow w lasny
h feak(E)g,e	k(E; r) = NXi=1 eaik(E)�i(r); k = 1; 2; : : : ; rankM; (6.3.13)w�ow
zas ma
ierzowa rela
ja ortonormalno�s
i (6.3.12) po
ia�ga za soba� naste�puja�
a�rela
je� ortonormalno�s
i dla funk
ji powierz
hniowy
h fe	k(E;�)g, be�da�
y
h przy-bli_zonymi funk
jami w lasnymi operatora B̂(E)�e	k��e	l� = Ækl (6.3.14)(por�ownaj (3.1.17)). W dalszym 
ia�gu podrozdzia lu 6.3.1 be�dziemy przyjmo-wali, _ze wszystkie wektory w lasne feak(E)g oraz wszystkie przybli_zone funk
jew lasne fe	k(E;�)g zosta ly zortonormalizowane zgodnie z r�ownaniami odpowiednio(6.3.12) oraz (6.3.14).6g Algorytmy numery
znego rozwia�zywania ma
ierzowy
h zagadnie�n w lasny
h posta
i Ax =�Bx z osobliwa� ma
ierza� wagowa� B zosta ly podane przez Petersa i Wilkinsona [144℄ oraz przezMolera i Stewarta [145℄ (algorytm QZ). Implementa
ja algorytmu QZ w je�zyku Fortran 77 jestdoste�pna komer
yjnie w rama
h biblioteki program�ow IMSL (patrz przypis [32℄ w pra
y [31℄).Pakiet program�ow implementuja�
y
h algorytm QZ w je�zyku Fortran 77 zosta l r�ownie_z napisanyprzez autora rozprawy [146℄.6h R�o_zni
e� w wymiara
h przestrzeni L2( j )(S) i L2h j i(V) wida�
 sz
zeg�olnie dobrze w przypadkujednowymiarowym, gdy obje�to�s�
 V jest od
inkiem. Li
zba funk
ji, kt�ore sa� liniowo niezale_znena powierz
hni S (
zyli na dw�o
h ko�n
a
h od
inka V), r�owna wymiarowi przestrzeni L2( j )(S),wynosi dwa, za�s przestrze�n L2h j i(V) jest o
zywi�s
ie niesko�n
zenie wymiarowa.



6.3. Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow ... 129Funk
je fe	k(E; r)g, k = 1; 2; : : : ; rankM, dane r�ownaniem (6.3.13), mo_znawykorzysta�
 jako funk
je bazowe w 
elu znalezienia prostego wyra_zenia dla przy-bli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h operatora R̂(E) oraz do aproksymo-wania ja�dra tego operatora w opar
iu o zasady waria
yjne (3.4.73) lub (3.4.93).Utw�orzmy funk
je pr�obne typu Rayleigha{Ritza o posta
i	(r) = rankMXk=1 
k e	k(E; r); 	0(r) = rankMXk=1 
 0k e	k(E; r); (6.3.15)gdzie f
kg i f
 0kg sa� parametrami waria
yjnymi, i zastosujmy je do znalezieniaprzybli_zonej warto�s
i elementu ma
ierzowego operatora R̂(E) pomie�dzy funk
jamipowierz
hniowymi �(�) i �0(�). Poste�puja�
 wed lug s
hematu opisanego w pod-rozdziale 6.1.1, otrzymujemy���� êR�0� var= rank MXk;l=1 ����e	k�[eS�1℄kl�e	l���0�; (6.3.16)gdzie eS(E) jest hermitowska� ma
ierza� kwadratowa� o wymiara
h rankM� rankMz elementami eSkl(E) = �e	k��rn e	l�+ 2m�h2 
e	k��[Ĥ �E℄e	l�: (6.3.17)Uwzgle�dniaja�
 r�ownania (6.3.13) i (6.3.3), mo_zemy przepisa�
 r�ownanie (6.3.17) wzwartej ma
ierzowej nota
ji w posta
ieSkl(E) = ea yk (E)S(E)eal(E): (6.3.18)Prawa� strone� r�ownania (6.3.18) mo_zna upro�s
i�
, korzystaja�
 z kt�oregokolwiek zr�owna�n w lasny
h (6.3.10) oraz z rela
ji ortonormalno�s
i (6.3.12). W wyniku otrzy-mujemy eSkl(E) = ebk(E) Ækl; (6.3.19)
o implikuje, _ze ma
ierz eS�1(E) jest diagonalna, a jej elementy diagonalne sa� od-wrotno�s
iami warto�s
i w lasny
h zagadnienia (6.3.10). Z r�owna�n (6.3.16), (6.3.19)i (6.3.13) mamy zatem���� êR�0� var= rankMXk=1 ����e	k�eb�1k �e	k���0� = NXi;j=1 �����i� "rankMXk=1 eaikeb�1k ea �jk# ��j���0�;(6.3.20)ska�d wynika rozwinie�
ie spektralneeR(E;�;�0) var= rankMXk=1 e	k(E;�)eb�1k (E)e	�k(E;�0)= NXi;j=1 �i(�)"rankMXk=1 eaik(E)eb�1k (E)ea �jk(E)# ��j (�0): (6.3.21)



130 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Z rozwinie�
ia (6.3.21) oraz z rela
ji ortonormalno�s
i (6.3.14) wynika, _ze li
zbyfeb�1k (E)g, k = 1; 2; : : : ; rankM, sa� warto�s
iami w lasnymi hermitowskiego ope-ratora êR(E) o ja�drze zde�niowanym r�ownaniem (6.3.21), natomiast funk
je po-wierz
hniowe fe	k(E;�)g sa� funk
jami w lasnymi tego operatora. Operator êR(E)jest przybli_zeniem operatora R̂(E).Funk
je waria
yjne posta
i (6.3.15) mo_zna r�ownie_z u_zy�
 do znalezienia przy-bli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h operatora B̂(E) i do aproksymowa-nia jego ja�dra przy wykorzystaniu zasad waria
yjny
h (3.4.112) lub (3.4.132).Poste�puja�
 zgodnie z pro
edura� om�owiona� w podrozdziale 6.1.2, do
hodzi sie� donaste�puja�
ego przybli_zenia dla elementu ma
ierzowego ����B̂�0����� êB�0� var= rankMXk;l=1 ����rne	k�[eT�1℄kl�rn e	l���0�= NXi;j=1 ����rn�i�24rankMXk;l=1 eaik [eT�1℄klea �jl35 �rn�j ���0�: (6.3.22)Poniewa_z funk
je powierz
hniowe �(�) i �0(�) sa� dowolne, r�ownanie (6.3.22) de-�niuje operator êB(E) z ja�drem 
a lkowymeB(E;�;�0) var= rankMXk;l=1 rn e	k(E;�)�eT�1(E)�klrne	�l (E;�0)= NXi;j=1rn�i(�)24rankMXk;l=1 eaik(E)�eT�1(E)�klea �jl(E)35rn��j (�0); (6.3.23)aproksymuja�
ym ja�dro B(E;�;�0). We wzora
h (6.3.22) i (6.3.23) symbolem eT(E)ozna
zyli�smy hermitowska� ma
ierz kwadratowa� o wymiara
h rankM � rankM zelementami danymi r�ownaniemeTkl(E) = �rne	k��e	l�� 2m�h2 
e	k��[Ĥ �E℄e	l�: (6.3.24)Biora�
 pod uwage� de�ni
je� (6.3.13), z r�ownania (6.3.24) wynika, _ze element ma-
ierzowy eTkl(E) mo_zna r�ownie_z zapisa�
 w naste�puja�
y spos�obeTkl(E) = ea yk (E)T(E)eal(E); (6.3.25)gdzie T(E) jest hermitowska� ma
ierza� kwadratowa� o wymiara
hN�N z wyrazamiTij(E) = �rn�i���j�� 2m�h2 
�i��[Ĥ �E℄�j�: (6.3.26)W odr�o_znieniu od ma
ierzy eS(E) okre�slonej r�ownaniem (6.3.17), zde�niowanar�ownaniem (6.3.24) ma
ierz eT(E) w og�olno�s
i nie jest jednak diagonalna.



6.3. Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow ... 131Dla zupe lno�s
i rozwa_za�n zauwa_zymy jesz
ze, _ze, kieruja�
 sie� podobie�nstwempomie�dzy rozwinie�
iami spektralnymi (3.1.32) i (6.3.21), przez analogie� do rozwi-nie�
ia (3.1.20) mo_zemy zde�niowa�
 operator êB(E) o ja�drze 
a lkowymeB(E;�;�0) = rankMXk=1 e	k(E;�)ebk(E)e	�k(E;�0)= NXi;j=1 �i(�)"rankMXk=1 eaik(E)ebk(E)ea �jk(E)# ��j (�0); (6.3.27)aproksymuja�
y operator B̂(E). Jak  latwo sprawdzi�
, ja�dra (6.3.27) oraz (6.3.21)spe lniaja� rela
je�wS d2�00 eR(E;�;�00) eB(E;�00;�0) = wS d2�00 eB(E;�;�00) eR(E;�00;�0)= rankMXk=1 e	k(E;�)e	�k(E;�0) (6.3.28)(por�ownaj (3.1.29) i (3.1.18)). Suma wyste�puja�
a po prawej stronie r�ownania(6.3.28) jest ja�drem operatora rzutowego na podprzestrze�n funk
ji powierz
hnio-wy
h rozpinana� przez przybli_zone funk
je w lasne fe	k(E;�)g, k = 1; 2; : : : ; rankM.Ze wzgle�du na sz
zeg�olnie prosta� posta�
 ja�dra (6.3.27), w zastosowania
h prakty
z-ny
h korzystanie z de�niowanego przez to ja�dro operatora êB(E) mo_ze by�
 zna
zniewygodniejsze ni_z korzystanie z operatora êB(E) okre�slonego r�ownaniem (6.3.23).Nale_zy jednak wyra�znie podkre�sli�
 istotna� r�o_zni
e� pomie�dzy rozwinie�
iem (6.3.23)a rozwinie�
iem (6.3.27): pod
zas gdy pierwsze z ni
h otrzymali�smy na drodze za-stosowania metod ra
hunku waria
yjnego, rozwinie�
ie (6.3.27) nie zosta lo wypro-wadzone, le
z podane na zasadzie analogii.6.3.2 Zasada waria
yjna dla warto�s
i w lasny
h operatora R̂(E)Zastosujemy z kolei funk
je pr�obne Rayleigha{Ritza do znalezienia przybli_zo-ny
h warto�s
i w lasny
h operatora R̂(E). Podstawienie funk
ji (6.3.1) do funk-
jona lu (3.4.47) daje F [a y; a℄ = a yT aa yN a ; (6.3.29)przy 
zym a i a y sa� zde�niowane tak samo, jak w r�ownaniu (6.3.2), T(E) jestkwadratowa� ma
ierza� hermitowska� o wymiara
h N �N z elementami zde�niowa-nymi r�ownaniem (6.3.26), za�s N jest kwadratowa� ma
ierza� hermitowska� o wymia-ra
h N �N z wyrazami Nij = �rn�i��rn�j�: (6.3.30)



132 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Warto�s
i sta
jonarne funk
jona lu (6.3.29) ze wzgle�du na waria
je sk ladowy
h wek-tor�ow a oraz a y, gb�1(E) = stata;a y a yT(E)aa yN a ; (6.3.31)przybli_zaja� warto�s
i w lasne operatora R̂(E). Ozna
zaja�
 przez ea oraz ea y te wek-tory a oraz a y, dla kt�ory
h ÆF [ea y;ea ℄ = 0 (6.3.32)i dokonuja�
 waria
ji obu stron r�ownania (6.3.29), do
hodzimy do dw�o
h hermi-towsko sprze� _zony
h uog�olniony
h ma
ierzowy
h r�owna�n na warto�s
i w lasneTea = gb�1Nea; ea yT = gb�1 ea yN; (6.3.33)w kt�ory
h ea i ea y sa� odpowiednio prawym i lewym wektorem w lasnym, agb�1 = ea yTeaea yNea (6.3.34)jest stowarzyszona� z tymi wektorami warto�s
ia� w lasna�. Dla nieosobliwy
h ma
ie-rzy T li
zba rozwia�za�n zagadnie�n w lasny
h (6.3.33) jest r�owna rze�dowi ma
ierzyN. Tak jak w przypadku dyskutowanym w podrozdziale 6.3.1, r�ownania w lasne(6.3.33) be�da� na og�o l osobliwe, gdy_z rza�d ma
ierzy N mo_ze (i powinien) by�
 mniej-szy ni_z li
zba N funk
ji bazowy
h f�i(r)g u_zyty
h w rozwinie�
iu (6.3.1). Nale_zyprzy tym zwr�o
i�
 uwage�, _ze nawet w przypadku, gdy funk
je bazowe f�i(r)g u_zytew bie_za�
ej dyskusji sa� tymi samymi funk
jami, kt�ore wykorzystywali�smy w pod-rozdziale 6.3.1, w og�olno�s
i rze�dy ma
ierzy N i M nie musza� by�
 jednakowe, tozna
zy rankN 6= rankM. Ponadto, je_zeli gb�1k (E) jest warto�s
ia� w lasna� zagadnie-nia (6.3.33) aproksymuja�
a� warto�s�
 w lasna� b�1k (E) operatora R̂(E), za�s ebk(E) jestwarto�s
ia� w lasna� zagadnienia (6.3.10) przybli_zaja�
a� warto�s�
 w lasna� bk(E) opera-tora B̂(E), w og�olno�s
i za
hodzigb�1k (E) 6= eb�1k (E): (6.3.35)Podobnie, wektory w lasne eak (i i
h sprze� _zenia hermitowskie) zagadnie�n (6.3.10)oraz (6.3.33) odpowiadaja�
e warto�s
iom w lasnym ebk(E) oraz gb�1k (E) be�da� na og�o lr�o_zni ly sie�, pomimo stosowania przez nas ty
h samy
h ozna
ze�n w podrozdzia la
h6.3.1 i 6.3.2.Ze wzgle�du na hermitowsko�s�
 ma
ierzy T(E) oraz N, wektory w lasne zagadnie-nia (6.3.33) odpowiadaja�
e r�o_znym warto�s
iom w lasnym sa� ortogonalne w sensier�ownania ea yk (E)Neal(E) = 0 �gb�1k (E) 6= gb�1l (E)� : (6.3.36)W dalszym 
ia�gu za lo_zymy, _ze r�ownie_z wektory w lasne odpowiadaja�
e zdegene-rowanym warto�s
iom w lasnym (je_zeli takie wyste�puja�) zosta ly zortogonalizowane



6.3. Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow ... 133oraz _ze wszystkie wektory w lasne zosta ly unormowane tak, _ze za
hodziea yk (E)Neal(E) = �gb�1k (E)��2Ækl: (6.3.37)Rela
ja (6.3.37) implikuje, _ze funk
jee	k(E; r) = NXi=1 eaik(E)�i(r); k = 1; 2; : : : ; rankN; (6.3.38)ze wsp�o l
zynnikami be�da�
ymi sk ladowymi wektor�ow w lasny
h zagadnienia(6.3.33), spe lniaja� naste�puja�
a� rela
je� ortogonalno�s
i na powierz
hni S�rn e	k��rne	l� = �gb�1k (E)��2Ækl (6.3.39)(por�ownaj (3.1.21)). Cze��s
i powierz
hniowe fe	k(E;�)g funk
ji (6.3.38) aproksy-muja� funk
je w lasne operatora R̂(E).Kombina
je liniowe funk
ji (6.3.38) o posta
i	(r) = rankNXk=1 
k e	k(E; r); 	0(r) = rankNXk=1 
 0k e	 0k(E; r); (6.3.40)ze wsp�o l
zynnikami f
kg i f
 0kg podlegaja�
ymi waria
ji, mo_zna wykorzysta�
 doznalezienia przybli_zenia waria
yjnego dla element�ow ma
ierzowy
h i ja�dra 
a l-kowego operatora B̂(E). Zgodnie z wynikami uzyskanymi w podrozdziale 6.1.2,mamy ���� êB�0� var= rankNXk;l=1 ����rn e	k�[eT�1℄kl�rn e	l���0�; (6.3.41)przy 
zym eT(E) jest kwadratowa� ma
ierza� hermitowska� o wymiara
h rankN �rankN z elementami6ieT kl(E) = �rne	k��e	l�� 2m�h2 
e	k��[Ĥ �E℄e	l� = ea yk (E)T(E)eal(E): (6.3.42)Ostatnia r�owno�s�
 we wzorze (6.3.42) wynika z r�owna�n (6.3.38) oraz (6.3.26). Zewzgle�du na r�ownania w lasne (6.3.33) oraz rela
je� ortogonalno�s
i (6.3.37) spe lniana�przez i
h rozwia�zania, r�ownanie (6.3.42) mo_zna przekszta l
i�
 do posta
ieT kl(E) = �gb�1k (E)��1Ækl; (6.3.43)z kt�orej wynika, _ze ma
ierz eT(E) jest diagonalna. W tej sytua
ji odwr�o
eniema
ierzy eT(E) nie nastre�
za _zadny
h trudno�s
i i z r�owna�n (6.3.41) oraz (6.3.43)6i Ma
ierze eT(E) i eT(E), zde�niowane r�ownaniami odpowiednio (6.3.42) oraz (6.3.24), moga�by�
 r�o_zne, gdy_z w og�olno�s
i za
hodzi dimeT(E) = rankN 6= rankM = dimeT(E).
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...otrzymujemy naste�puja�
e waria
yjne przybli_zenie elementu ma
ierzowego opera-tora B̂(E) pomie�dzy funk
jami powierz
hniowymi �(�) i �0(�)���� êB�0� var= rankNXk=1 ����rn e	k�gb�1k �rn e	k���0�= NXi;j=1 ����rn�i� "rankNXk=1 eaikgb�1k ea �jk# �rn�j ���0�: (6.3.44)R�ownanie (6.3.44) de�niuje elementy ma
ierzowe operatora êB(E) z ja�drem 
a lko-wym eB(E;�;�0) var= rankNXk=1 rne	k(E;�)gb�1k (E)rn e	�k(E;�0)= NXi;j=1rn�i(�)"rankNXk=1 eaik(E)gb�1k (E)ea �jk(E)#rn��j (�0); (6.3.45)aproksymuja�
ym ja�dro operatora B̂(E).Zastosowanie funk
ji pr�obny
h (6.3.40) w zasadzie waria
yjnej (3.4.73), w kt�o-rej przyje�to b̂(E) = 0̂, prowadzi w efek
ie do elementu ma
ierzowego���� êR�0� var= rankNXk;l=1 ����e	k�[eS�1℄kl�e	l���0�= NXi;j=1 �����i� 24rankNXk;l=1 eaik [eS�1℄klea �jl35 ��j���0�; (6.3.46)aproksymuja�
ego element ma
ierzowy ����R̂�0�, oraz do ja�draeR(E;�;�0) var= rankNXk;l=1 e	k(E;�)�eS�1(E)�kl e	�l (E;�0)= NXi;j=1 �i(�)24rankNXk;l=1 eaik(E)�eS�1(E)�klea �jl(E)35 ��j (�0); (6.3.47)przybli_zaja�
ego ja�dro operatora R̂(E). W r�ownania
h (6.3.46) i (6.3.47) symbolemeS(E) ozna
zyli�smy kwadratowa� ma
ierz hermitowska� o wymiara
h rankN�rankNz elementami6jeS kl(E) = �e	k��rne	l�+ 2m�h2 
e	k��[Ĥ �E℄e	l� = ea yk (E)S(E)eal(E): (6.3.48)6j Ma
ierze eS(E) i eS(E), zde�niowane odpowiednio r�ownaniami (6.3.48) oraz (6.3.17), pomimoformalnego podobie�nstwa i
h de�ni
ji, nie musza� by�
 identy
zne, gdy_z w og�olno�s
i za
hodzidimeS(E) = rankN 6= rankM = dimeS(E) (por�ownaj przypis 6i na stronie 133).
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yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow ... 135Ostatnia r�owno�s�
 we wzorze (6.3.48) wynika z de�ni
ji (6.3.13) i (6.3.3). Wodr�o_znieniu od ma
ierzy eT(E) okre�slonej r�ownaniem (6.3.42), ma
ierz eS(E) wog�olno�s
i nie jest diagonalna.Aby unikna��
 odwra
ania ma
ierzy eS(E), w zastosowania
h, zamiast operatoraêR(E) z ja�drem (6.3.47), wygodniejsze mo_ze by�
 u_zywanie operatora êR(E) z ja�dremeR(E;�;�0) = rankNXk=1 rn e	k(E;�)�gb�1k (E)�3rn e	�k(E;�0)= NXi;j=1rn�i(�)"rankNXk=1 eaik(E)�gb�1k (E)�3ea �jk(E)#rn��j (�0): (6.3.49)Ja�dra (6.3.45) oraz (6.3.49) sa� wzajemnie \odwrotne" w sensie r�ownaniawS d2�00 eR(E;�;�00) eB(E;�00;�0) = wS d2�00 eB(E;�;�00)eR(E;�00;�0)= rankNXk=1 rn e	k(E;�)�gb�1k (E)�2rn e	�k(E;�0) (6.3.50)(por�ownaj (3.1.29) i (3.1.22)). Nale_zy jednak wyra�znie zazna
zy�
, _ze pod
zasgdy ja�dro (6.3.47) jest osza
owaniem waria
yjnym ja�dra operatora R̂(E), de�ni
ja(6.3.49) oparta jest jedynie na analogii pomie�dzy r�ownaniami (3.1.33), (6.3.45) oraz(3.1.23).6.3.3 Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E)Rozwa_zmy zastosowanie funk
ji pr�obny
h o posta
i	(�)(r) = NXi=1 a (�)i �i(r); (6.3.51)gdzie f�i(r)g sa� zadanymi spinorami 
zterosk ladnikowymi, do znajdowania przy-bli_zony
h warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(�)(E) i R̂(�)(E).6k Podstawiaja�
 funk-
je (6.3.51) do r�ownania (5.5.21), otrzymujemy funk
jona lyF (�)[a (�)y;a (�)℄ = a (�)yS(�)a (�)a (�)yM(�)a (�) ; (6.3.52)6k Przypominamy, patrz podrozdzia l 5.1, _ze operatory B̂(+)(E) i R̂(�)(E) maja� wsp�olne funk
jei warto�s
i w lasne, podobnie jak operatory B̂(�)(E) i R̂(+)(E). Ponadto, warto�s
i w lasne pierwszejpary operator�ow sa� odwrotno�s
iami warto�s
i w lasny
h drugiej pary. Dlatego w dalszym 
ia�gutego podrozdzia lu be�dziemy wspominali jedynie o funk
ja
h i warto�s
ia
h w lasny
h operator�owB̂(�)(E).



136 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...gdzie a (�) sa� ma
ierzami jednokolumnowymi z elementami fa (�)i g, a (�)y sa� ma
ie-rzami jednowierszowymi z elementami fa (�)�i g, natomiast S(�)(E) i M(�) sa� kwadra-towymi ma
ierzami hermitowskimi o wymiara
h N�N z elementami odpowiednioS(�)ij (E) = �
(�)��i��i�(�)n �j�� 
(�)
�h 
�i��[Ĥ �E℄�j�; (6.3.53)M (�)ij = ��i���(�)�j�: (6.3.54)Warto�s
i sta
jonarne funk
jona l�ow (6.3.52) ze wzgle�du na waria
je sk ladowy
hwektor�ow a (�)y i a (�),gb�1(E) = stata (�);a (�)y a (�)yS(�)(E)a (�)a (�)yM(�)a (�) ; (6.3.55)aproksymuja� warto�s
i w lasne operator�ow B̂(�)(E). Ozna
zaja�
 przez ea (�)y i ea (�)te wektory a (�)y i a (�), dla kt�ory
h funk
jona ly (6.3.52) osia�gaja� warto�s
i sta
jo-narne, to zna
zy ÆF (�)[ ea (�)y; ea (�)℄ = 0; (6.3.56)znajdujemy, _ze li
zby gb�1 = ea (�)yS(�)ea (�)ea (�)yM(�)ea (�) (6.3.57)sa� warto�s
iami w lasnymi, za�s ea (�) i ea (�)y sa� odpowiadaja�
ymi im prawo- i lewo-stronnymi wektorami w lasnymi uog�olniony
h ma
ierzowy
h zagadnie�n w lasny
hS(�)ea (�) = gb�1M(�)ea (�); ea (�)yS(�) = gb�1ea (�)yM(�): (6.3.58)Li
zba warto�s
i w lasny
h febk(E) �gb+1k (E)g oraz odpowiadaja�
y
h im wektor�oww lasny
h fea (+)k (E)g jest r�owna rze�dowi ma
ierzy M(+), natomiast li
zba warto�s
iw lasny
h fgb�1k (E)g i wektor�ow w lasny
h fea (�)k (E)g jest r�owna rze�dowi ma
ierzyM(�), przy 
zym w og�olno�s
i mo_ze za
hodzi�
 rankM(+) 6= rankM(�). Na mo
y her-mitowsko�s
i ma
ierzy S(�)(E) oraz M(�), wszystkie warto�s
i w lasne fgb�1k (E)g sa�rze
zywiste. Be�dziemy dalej zak ladali, _ze wektory fea (�)k (E)g zosta ly zortogonali-zowane i unormowane w taki spos�ob, _zeea (+)yk (E)M(+)ea (+)l (E) = Ækl (6.3.59)oraz ea (�)yk (E)M(�)ea (�)l (E) = (
(+))2 �gb�1k (E)��2Ækl: (6.3.60)W�ow
zas funk
jee	(�)k (E; r) = NXi=1 ea (�)ik (E)�i(r); k = 1; 2; : : : ; rankM(�); (6.3.61)
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i w lasny
h operator�ow ... 137aproksymuja�
e funk
je w lasne operator�ow B̂(�)(E), spe lniaja� rela
je ortogonalno-�s
i �e	(+)k ���(+) e	(+)l � = Ækl; (6.3.62)�e	(�)k ���(�) e	(�)l � = (
(+))2 �gb�1k (E)��2Ækl (6.3.63)(por�ownaj (5.1.35) i (5.1.42)).Zastosujemy funk
je (6.3.61) jako funk
je bazowe w waria
yjny
h obli
zenia
hprzybli_zony
h warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h operator�ow R̂(�)(E). Wybieraja�
funk
je pr�obne w posta
i	(�)(r) = rank M(�)Xk=1 
 (�)k e	(�)k (E; r); 	0(�)(r) = rank M(�)Xk=1 
 0(�)k e	(�)k (E; r)(6.3.64)i korzystaja�
 z wynik�ow podrozdzia lu 6.1.3, otrzymujemy���� êR(�)�0� = rank M(�)Xk;l=1 �����(�) e	(�)k �[(eS(�))�1℄kl��(�) e	(�)l ���0�; (6.3.65)gdzie eS(�)(E) sa� hermitowskimi ma
ierzami kwadratowymi o wymiara
h rankM(�)� rankM(�) z elementamieS(�)kl (E) = �
(�)�e	(�)k ��i�(�)n e	(�)l �� 
(�)
�h 
e	(�)k ��[Ĥ �E℄e	(�)l �: (6.3.66)Biora�
 pod uwage� de�ni
je (6.3.61) i (6.3.53), mo_zemy przepisa�
 r�ownanie (6.3.66)w posta
i eS(�)kl (E) = ea (�)yk (E)S(�)(E)ea (�)l (E): (6.3.67)Z r�owna�n (6.3.67), (6.3.58) oraz z rela
ji ortogonalno�s
i (6.3.62) i (6.3.63) wynika,_ze ma
ierze eS(�)(E) sa� diagonalne, przy 
zymeS(+)kl (E) = ebk(E) Ækl; (6.3.68)eS(�)kl (E) = (
(+))2�gb�1k (E)��1Ækl: (6.3.69)Uwzgle�dniaja�
 w r�ownaniu (6.3.65) wyniki (6.3.68) i (6.3.69), znajdujemy naste�-puja�
e przybli_zenia element�ow ma
ierzowy
h ����R̂(�)�0����� êR(+)�0� var= rank M(+)Xk=1 �����(+) e	(+)k �eb�1k ��(+) e	(+)k ���0�= NXi;j=1 �����(+)�i� 24rank M(+)Xk=1 ea (+)ik eb�1k ea (+)�jk 35 ��(+)�j���0�; (6.3.70)
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...���� êR(�)�0� var= (
(�))2 rank M({)Xk=1 �����(�) e	(�)k �gb�1k ��(�) e	(�)k ���0�= (
(�))2 NXi;j=1 �����(�)�i� 24rank M({)Xk=1 ea (�)ik gb�1k ea (�)�jk 35 ��(�)�j���0� (6.3.71)oraz ja�der 
a lkowy
h R(�)(E;�;�0)eR(+)(E;�;�0) var= rank M(+)Xk=1 �(+) e	(+)k (E;�)eb�1k (E)e	(+)yk (E;�0)�(+)= NXi;j=1�(+)�i(�)24rank M(+)Xk=1 ea (+)ik (E)eb�1k (E)ea (+)�jk (E)35�yj(�0)�(+); (6.3.72)eR(�)(E;�;�0) var= (
(�))2 rank M({)Xk=1 �(�) e	(�)k (E;�)gb�1k (E)e	(�)yk (E;�0)�(�)= (
(�))2 NXi;j=1 �(�)�i(�)24rank M({)Xk=1 ea (�)ik (E)gb�1k (E)ea (�)�jk (E)35 �yj(�0)�(�):(6.3.73)Funk
je (6.3.64) mo_zna tak_ze zastosowa�
 do znalezienia operator�ow êB(�)(E)aproksymuja�
y
h operatory B̂(�)(E). Na mo
y wynik�ow podrozdzia lu 6.1.4 otrzy-mujemy���� êB(�)�0� var= (
(�))2 rank M(�)Xk;l=1 ����i�(�)n e	(�)k ��(eT(�))�1�kl�i�(�)n e	(�)l ���0�= (
(�))2 NXi;j=1 ����i�(�)n �i� 24rank M(�)Xk;l=1 ea (�)ik �(eT(�))�1�klea (�)�jl 35 �i�(�)n �j���0�;(6.3.74)eB(�)(E;�;�0)var= (
(�))2 rank M(�)Xk;l=1 �(�)n (�)e	(�)k (E;�)�[eT(�)(E)℄�1�kl e	(�)yl (E;�0)�(�)n (�0)= (
(�))2 NXi;j=1�(�)n (�)�i(�)�24rank M(�)Xk;l=1 ea (�)ik (E)�[eT(�)(E)℄�1�klea (�)�jl (E)35 �yj(�0)�(�)n (�0); (6.3.75)
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i w lasny
h operator�ow ... 139gdzie eT(�)(E) sa� zde�niowane jako hermitowskie ma
ierze kwadratowe o wymia-ra
h rankM(�) � rankM(�) z elementamieT (�)kl (E) = �
(�)�i�(�)n e	(�)k ��e	(�)l �+ 
(�)
�h 
e	(�)k ��[Ĥ �E℄e	(�)l �: (6.3.76)Jak  latwo zauwa_zy�
, z r�owna�n (6.3.61) i (6.3.76) wynika, _zeeT (�)kl (E) = ea (�)yk (E)T(�)(E)ea (�)l (E); (6.3.77)gdzie przez T(�)(E) ozna
zyli�smy hermitowskie ma
ierze kwadratowe o wymiara
hN �N z elementamiT (�)ij (E) = �
(�)�i�(�)n �i���j�+ 
(�)
�h 
�i��[Ĥ �E℄�j� = (
(�))2S(�)ij (E): (6.3.78)Poniewa_z w og�olno�s
i ma
ierze eT(�)(E) nie sa� diagonalne, w prakty
e stosowanieoperator�ow êB(�)(E) mo_ze by�
 niewygodne. Jednak_ze, operatory B̂(�)(E) mo_znatak_ze aproksymowa�
 \niewaria
yjnymi" operatorami êB(�)(E) o ja�dra
heB(+)(E;�;�0) = rank M(+)Xk=1 �(+) e	(+)k (E;�)ebk(E)e	(+)yk (E;�0)�(+)= NXi;j=1 �(+)�i(�)24rank M(+)Xk=1 ea (+)ik (E)ebk(E)ea (+)�jk (E)35 �yj(�0)�(+) (6.3.79)orazeB(�)(E;�;�0) = (
(�))2 rank M({)Xk=1 �(�) e	(�)k (E;�)�gb�1k (E)�3e	(�)yk (E;�0)�(�)= (
(�))2 NXi;j=1 �(�)�i(�)24rank M({)Xk=1 ea (�)ik (E)�gb�1k (E)�3ea (�)�jk (E)35 �yj(�0)�(�)(6.3.80)(por�ownaj (5.1.38) i (5.1.46)). Ja�dra eR(+)(E;�;�0) oraz eB(+)(E;�;�0) sa� wzajem-nie \odwrotne" w sensie r�ownaniawS d2�00 eR(+)(E;�;�00) eB(+)(E;�00;�0) = wS d2�00 eB(+)(E;�;�00) eR(+)(E;�00;�0)= rank M(+)Xk=1 �(+) e	(+)k (E;�)e	(+)yk (E;�0)�(+) (6.3.81)(por�ownaj (5.1.77) oraz (5.1.36)), za�s ja�dra eR(�)(E;�;�0) oraz eB(�)(E;�;�0) spe l-niaja� rela
je� \odwrotno�s
i"
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ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...wS d2�00 eR(�)(E;�;�00) eB(�)(E;�00;�0) = wS d2�00 eB(�)(E;�;�00) eR(�)(E;�00;�0)= (
(�))2 rank M({)Xk=1 �(�) e	(�)k (E;�)�gb�1k (E)�2 e	(�)yk (E;�0)�(�) (6.3.82)(por�ownaj (5.1.77) oraz (5.1.44)).W powy_zszy
h rozwa_zania
h zastosowali�smy funk
je fe	(+)k (E; r)g jako funk
jebazowe w 
elu znalezienia przybli_zony
h element�ow ma
ierzowy
h i ja�der opera-tor�ow R̂(+)(E) oraz B̂(+)(E), a funk
je fe	(�)k (E; r)g do aproksyma
ji element�owma
ierzowy
h i ja�der operator�ow R̂(�)(E) oraz B̂(�)(E). Ni
 nie stoi jednak naprzeszkodzie, by posta�pi�
 odwrotnie i wykorzysta�
 funk
je fe	(+)k (E; r)g jako funk-
je bazowe w pro
edura
h waria
yjny
h prowadza�
y
h do aproksyma
ji element�owma
ierzowy
h i ja�der operator�ow B̂(�)(E) oraz R̂(�)(E), za�s funk
je fe	(�)k (E; r)g wpro
edura
h waria
yjny
h prowadza�
y
h do osza
owa�n element�ow ma
ierzowy
hi ja�der operator�ow B̂(+)(E) oraz R̂(+)(E). Wybieraja�
 funk
je pr�obne w posta
i	(�)(r) = rank M(�)Xk=1 
 (�)k e	(�)k (E; r); 	0(�)(r) = rank M(�)Xk=1 
 0(�)k e	(�)k (E; r) (6.3.83)i stosuja�
 wyniki podrozdzia lu 6.1.4, znajdujemy naste�puja�
e wyra_zenia dla ele-ment�ow ma
ierzowy
h operator�ow êB(�)(E) aproksymuja�
y
h operatory B̂(�)(E)���� êB(�)�0� var= (
(�))2 rank M(�)Xk;l=1 ����i�(�)n e	(�)k ��(eT(�))�1�kl�i�(�)n e	(�)l ���0�: (6.3.84)W r�ownaniu (6.3.84) eT(�)(E) sa� kwadratowymi ma
ierzami hermitowskimi o wy-miara
h rankM(�) � rankM(�) z elementamieT (�)kl (E) = �
(�)�i�(�)n e	(�)k ��e	(�)l �+ 
(�)
�h 
e	(�)k ��[Ĥ �E℄e	(�)l �: (6.3.85)Z w lasno�s
i (5.1.11) ma
ierzy �(�)n (�) wynika, _ze elementy ma
ierzy eT(�)(E) sa� wprosty spos�ob zwia�zane z elementami ma
ierzy eS(�)(E) zde�niowanymi r�ownaniem(6.3.66), za
hodza� bowiem rela
jeeT (�)kl (E) = (
(�))2 eS(�)kl (E): (6.3.86)Ozna
za to jednak (patrz r�ownania (6.3.68) i (6.3.69)), _ze ma
ierze eT(�)(E) sa�diagonalne, a i
h elementy sa� r�owneeT (+)kl (E) = �gb�1k (E)��1Ækl; (6.3.87)eT (�)kl (E) = (
(+))2ebk(E) Ækl: (6.3.88)
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i w lasny
h operator�ow ... 141Wynika sta�d, _ze r�ownania (6.3.84) mo_zna przepisa�
 w naste�puja�
y
h prostszy
hposta
ia
h���� êB(+)�0� var= (
(�))2 rank M({)Xk=1 ����i�(+)n e	(�)k �gb�1k �i�(+)n e	(�)k ���0�= (
(�))2 NXi;j=1 ����i�(+)n �i� 24rank M({)Xk=1 ea (�)ik gb�1k ea (�)�jk 35 �i�(+)n �j���0�; (6.3.89)���� êB(�)�0� var= rank M(+)Xk=1 ����i�(�)n e	(+)k �eb�1k �i�(�)n e	(+)k ���0�= NXi;j=1 ����i�(�)n �i� 24rank M(+)Xk=1 ea (+)ik eb�1k ea (+)�jk 35 �i�(�)n �j���0�; (6.3.90)z kt�ory
h wywnioskowa�
 mo_zna jawne wyra_zenia dla ja�der 
a lkowy
h operator�owêB(�)(E)eB(+)(E;�;�0) var= (
(�))2 rank M({)Xk=1 �(+)n (�)e	(�)k (E;�)gb�1k (E)e	(�)yk (E;�0)�(�)n (�0)= (
(�))2 NXi;j=1�(+)n (�)�i(�)24rank M({)Xk=1 ea (�)ik (E)gb�1k (E)ea (�)�jk (E)35�yj(�0)�(�)n (�0);(6.3.91)eB(�)(E;�;�0) var= rank M(+)Xk=1 �(�)n (�)e	(+)k (E;�)eb�1k (E)e	(+)yk (E;�0)�(+)n (�0)= NXi;j=1�(�)n (�)�i(�)24rank M(+)Xk=1 ea (+)ik (E)eb�1k (E)ea (+)�jk (E)35�yj(�0)�(+)n (�0):(6.3.92)Jak  latwo sprawdzi�
 bezpo�srednim ra
hunkiem, ja�dra eB(�)(E;�;�0) zwia�zane sa�w naste�puja�
y prosty spos�ob z ja�drami eR(�)(E;�;�0) zde�niowanymi r�ownaniami(6.3.72) i (6.3.73) eR(�)(E;�;�0) = �(�)n (�) eB(�)(E;�;�0)�(�)n (�0) (6.3.93)(por�ownaj (5.1.86)).



142 6. Zastosowanie funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza ...Stosuja�
 funk
je (6.3.83) w zasada
h waria
yjny
h dla element�ow ma
ierzo-wy
h operator�ow R̂(�)(E) (podrozdzia l 6.1.3), otrzymujemy���� êR(�)�0� var= rank M(�)Xk;l=1 �����(�) e	(�)k ��(eS(�))�1�kl��(�) e	(�)l ���0� (6.3.94)jako przybli_zenia warto�s
i element�ow ma
ierzowy
h ����R̂(�)�0� orazeR(�)(E;�;�0) var= rank M(�)Xk;l=1 �(�) e	(�)k (E;�)�[eS(�)(E)℄�1�kl e	(�)yl (E;�0)�(�) (6.3.95)jako przybli_zenia ja�der 
a lkowy
h operator�ow R̂(�)(E), przy 
zym eS(�)(E) sa� kwa-dratowymi, w og�olno�s
i niediagonalnymi, ma
ierzami hermitowskimi o wymiara
hrankM(�) � rankM(�) z elementamieS(�)kl (E) = �
(�)�e	(�)k ��i�(�)n e	(�)l �� 
(�)
�h 
e	(�)k ��[Ĥ �E℄e	(�)l � = (
(�))2 eT (�)kl (E):(6.3.96)Druga r�owno�s�
 we wzorze (6.3.96) jest konsekwen
ja� de�ni
ji (6.3.76).Operatory R̂(�)(E) mo_zna r�ownie_z aproksymowa�
 \niewaria
yjnymi" operato-rami êR(�)(E) o ja�dra
h odpowiednioeR(+)(E;�;�0) = (
(�))2 rank M({)Xk=1 �(+)n (�)e	(�)k (E;�)�gb�1k (E)�3 e	(�)yk (E;�0)�(�)n (�0)= (
(�))2 NXi;j=1�(+)n (�)�i(�)24rank M({)Xk=1 ea (�)ik (E)�gb�1k (E)�3ea (�)�jk (E)35 �yj(�0)�(�)n (�0)(6.3.97)oraz eR(�)(E;�;�0) = rank M(+)Xk=1 �(�)n (�)e	(+)k (E;�)ebk(E)e	(+)yk (E;�0)�(+)n (�0)= NXi;j=1�(�)n (�)�i(�)24rank M(+)Xk=1 ea (+)ik (E)ebk(E)ea (+)�jk (E)35 �yj(�0)�(+)n (�0)(6.3.98)(por�ownaj (5.1.84) i (5.1.85)). Ja�dra 
a lkowe eR(�)(E;�;�0) sa� powia�zane z ja�dramieB(�)(E;�;�0), zde�niowanymi r�ownaniami (6.3.80) i (6.3.79), poprzez rela
jeeR(�)(E;�;�0) = �(�)n (�) eB(�)(E;�;�0)�(�)n (�0) (6.3.99)



6.3. Zasady waria
yjne dla warto�s
i w lasny
h operator�ow ... 143(por�ownaj (5.1.86) i (6.3.93)). Ponadto, ja�dra eR(�)(E;�;�0) sa� \odwrotne" doja�der eB(�)(E;�;�0) w sensie r�owna�nwS d2�00 eR(+)(E;�;�00) eB(+)(E;�00;�0) = wS d2�00 eB(+)(E;�;�00)eR(+)(E;�00;�0)= (
(�))2 rank M({)Xk=1 �(+)n (�)e	(�)k (E;�)�gb�1k (E)�2e	(�)yk (E;�0)�(�)n (�0);(6.3.100)wS d2�00 eR(�)(E;�;�00) eB(�)(E;�00;�0) = wS d2�00 eB(�)(E;�;�00)eR(�)(E;�00;�0)= rank M(+)Xk=1 �(�)n (�)e	(+)k (E;�)e	(+)yk (E;�0)�(+)n (�0) (6.3.101)(por�ownaj (5.1.77), (5.1.64) oraz (5.1.65)).



Rozdzia l 7ZAKO�NCZENIEW trak
ie pra
 nad zastosowaniem metody R-ma
ierzy do opisu zderze�n elek-tron�ow z 
ie� _zkimi atomami i jonami atomowymi, autor doszed l do nieo
zekiwanegowniosku, _ze istnieja� powa_zne luki w sformu lowaniu metody dla r�ownania Dira
aoraz, do pewnego stopnia, r�ownie_z dla r�ownania S
hr�odingera. W tej sytua
ji autorpostawi l sobie za 
el rewizje� metody R-ma
ierzy dla rozpraszania poten
jalnego ipodanie jej systematy
znego sformu lowania od podstaw z wykorzystaniem forma-lizmu teorii operator�ow 
a lkowy
h. Przedstawiona Czytelnikowi rozprawa, opartana serii pra
 autora [121{125℄, po�swie�
ona jest prezenta
ji wynik�ow otrzymany
hw trak
ie realiza
ji tego programu.Zastosowanie aparatu matematy
znego teorii operator�ow 
a lkowy
h pozwoli lona sformu lowanie metody R-ma
ierzy dla r�owna�n S
hr�odingera i Dira
a w przy-padku obje�to�s
i reak
ji o dowolnym kszta l
ie. Wbrew w
ze�sniejszym twierdzeniomRosenthala [50℄, udowodniono, _ze mo_zliwe jest wykorzystanie metody Kapura{Peierlsa{Wignera do skonstruowania rozwinie��
 biliniowy
h zar�owno ja�dra 
a lko-wego R-operatora R̂b̂(E) wyste�puja�
ego w teorii nierelatywisty
znej, jak r�ownie_zja�der 
a lkowy
h R-operator�ow R̂(�)b̂ (E) pojawiaja�
y
h sie� w analogi
znej teorii dlar�ownania Dira
a. Pokazano, _ze, ze wzgle�du na r�o_zni
e w strukturze matematy
z-nej pomie�dzy r�ownaniami S
hr�odingera i Dira
a, wyniki otrzymane dla operator�owR̂b̂(E) i R̂(�)b̂ (E) r�o_znia� sie� obe
no�s
ia� dodatkowego 
z lonu w rozwinie�
ia
h ja�der
a lkowy
h R(�)b̂ (E;�;�0). Brak ma
ierzowej reprezenta
ji tego 
z lonu, znikaja�
egow grani
y nierelatywisty
znej, by l przy
zyna� b le�du we w
ze�sniejszy
h sformu lowa-nia
h metody R-ma
ierzy dla r�ownania Dira
a podany
h przez Goertzela [49℄ iChanga [52℄.Du_zo miejs
a w rozprawie po�swie�
ono konstruk
ji zasad waria
yjny
h zwia�za-ny
h z metoda� R-ma
ierzy dla r�owna�n S
hr�odingera i Dira
a. Stosuja�
 metode�opisana� przez Gerjuoya, Rau i Spru
ha [48℄, w spos�ob jednolity wyprowadzonoszesna�s
ie zasad waria
yjny
h, w tym jedena�s
ie nowy
h. Jeden z rozdzia l�ow roz-prawy po�swie�
ono om�owieniu mo_zliwo�s
i wykorzystania w wyprowadzony
h za-sada
h waria
yjny
h liniowy
h funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza do aprok-syma
ji warto�s
i w lasny
h, element�ow ma
ierzowy
h oraz ja�der 
a lkowy
h opera-tor�ow stosowany
h w teorii R-ma
ierzy.Wydaje sie�, _ze spo�sr�od szeregu wynik�ow przedstawiony
h przez autora w roz-prawie oraz w serii pra
 [121{125, 147℄, w najbli_zszej przysz lo�s
i bezpo�sredniezastosowanie prakty
zne znajda� przede wszystkim rezultaty doty
za�
e zasad wa-ria
yjny
h zwia�zany
h z metoda� R-ma
ierzy. Autor pra
uje obe
nie nad sformu lo-waniem odpowiednik�ow zasad waria
yjny
h z podrozdzia l�ow 3.4 i 5.5 dla uk lad�owwieloelektronowy
h oraz nad zastosowaniem i
h do opisu pro
es�ow towarzysza�
y
hzderzeniom elektron�ow z atomami.
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UZUPE LNIENIAA Funk
je delta Dira
aNie
h V � R3 be�dzie sko�n
zona� obje�to�s
ia� ograni
zona� powierz
hnia� S. Przyj-mujemy, _ze r ozna
za wektor po lo_zenia punktu nale_za�
ego do wne�trza obszaru V ,a � jest wektorem po lo_zenia punktu znajduja�
ego sie� na powierz
hni S. In�ni-tezymalny element obje�to�s
i V wok�o l punktu r ozna
zamy przez d3r, a skalarnyin�nitezymalny element powierz
hni S wok�o l punktu � przez d2�. Wprowadzamyrodzine� funk
ji delta Dira
a Æ(1)S (r), Æ(2)(���0) i Æ(3)(r�r0) taki
h, _ze dla dowolnejodpowiednio regularnej skalarnej lub spinorowej funk
ji �(r) za
hodziwV d3r Æ(1)S (r)�(r) = wS d2� �(�); (A.1)wS d2�0 Æ(2)(�0 � �)�(�0) = �(�) (� 2 S); (A.2)wV d3r0 Æ(3)(r0 � r)�(r0) = �(r) (r 2 V): (A.3)W 
a lej pra
y przyjmujemy, _ze 
a lkowanie po obje�to�s
i V obejmuje r�ownie_z po-wierz
hnie� S. Wynika sta�d, _ze w sz
zeg�olnym przypadku, gdy punkt r le_zy napowierz
hni S (
zyli, gdy r = �), mamywV d3r0 Æ(3)(r0 � �)�(r0) = �(�) (� 2 S): (A.4)Z r�owna�n (A.1), (A.2) oraz (A.4) mo_zna wywnioskowa�
, _ze formalnie (w sensiedystrybu
yjnym) za
hodza� r�owno�s
iÆ(3)(r0 � �) = Æ(2)(�0 � �)Æ(1)S (r0); Æ(1)S (r) = wS d2�0 Æ(3)(�0 � r): (A.5)B Dow�od zupe lno�s
i uk lad�ow funk
ji w lasny
h operator�ow B̂(E)i B̂(�)(E) dla zagadnie�n o symetrii sfery
znejPoka_zemy poni_zej, _ze je_zeli poten
ja l V̂ jest lokalny i sfery
znie symetry
zny,to zna
zy V (r; r0) = V (r) Æ(3)(r � r0); (B.1)i je_zeli powierz
hnia S jest sfera� o promieniu � i �srodku w 
entrum poten
ja lu,S = S�, w�ow
zas funk
je w lasne operatora B̂(E) stanowia� baze� w przestrzeniL2( j )(S�), a funk
je w lasne operator�ow B̂(�)(E) stanowia� bazy w przestrzenia
hL2(�)( j ) (S�).



B. Dow�od zupe lno�s
i uk lad�ow funk
ji w lasny
h operator�ow B̂(E) i B̂(�)(E) ... 147Przy powy_zszy
h za lo_zenia
h r�ownanie S
hr�odingera (3.1.4) separuje sie� wewsp�o lrze�dny
h sfery
zny
h i ma rozwia�zania sz
zeg�olne posta
i	lml(E; r) = Fl(E; r) ilYlml(r̂) (r 2 V); (B.2)gdzie Fl(E; r) jest rze
zywista� funk
ja� zale_zna� jedynie od odleg lo�s
i od 
entrum po-ten
ja lu, a Ylml(r̂) jest jedna� z harmonik sfery
zny
h. Je_zeli unormujemy funk
je�radialna� w taki spos�ob, aby Fl(E; �) = 1� ; (B.3)w�ow
zas z w lasno�s
i ortonormalno�s
i harmonik sfery
zny
h na sferze jednostkowejwynika, _ze funk
je powierz
hniowe	lml(E;�) = 1� ilYlml(�̂); (B.4)gdzie �̂ � r̂��r=� = n(�); (B.5)tworza� uk lad ortonormalny wzgle�dem powierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j )na sferze S� �	lml��	l0ml0 � = Æll0Æmlml0 : (B.6)Na mo
y zupe lno�s
i harmonik sfery
zny
h na sferze jednostkowej, uk lad ten jestr�ownie_z zupe lny w przestrzeni L2( j )(S�)Xlml 	lml(E;�)	�lml(E;�0) = Æ(2)(�� �0): (B.7)Wyka_zemy, _ze funk
je (B.4) sa� funk
jami w lasnymi operatora B̂(E). Rze
zywi�s
ie,poniewa_z powierz
hnia S� jest sfera�, po
hodna normalna rn jest po
hodna� radial-na� obli
zona� przy r = � i mamyrn	lml(E;�) � rn�Fl(E; r) ilYlml(r̂)�r=� = dFl(E; r)dr ���r=�ilYlml(�̂): (B.8)Po
hodna logarytmi
zna funk
ji 	lml(E; r) na powierz
hni sfery S�,1	lml(E;�)rn	lml(E;�) = 1Fl(E; �) dFl(E; r)dr ���r=�; (B.9)jest sta la, gdy_z prawa strona powy_zszego r�ownania nie zale_zy od po lo_zenia punktu� na sferze. Sta lo�s�
 po
hodnej normalnej ozna
za jednak (patrz dyskusja naste�pu-ja�
a po r�ownaniu (3.1.16)), _ze ka_zda z funk
ji powierz
hniowy
h (B.4) jest funk
ja�w lasna� operatora B̂(E) dla sfery S� i poten
ja lu (B.1). Sta�d oraz z r�owna�n (B.6)i (B.7) wynika, _ze funk
je w lasne operatora B̂(E) tworza� baze� na powierz
hni S�.



148 Uzupe lnieniaPrzejd�zmy do om�owienia analogi
znego problemu dla r�ownania Dira
a. Przyza lo_zenia
h po
zyniony
h na po
za�tku tego uzupe lnienia, r�ownanie (5.1.17) sepa-ruje sie� we wsp�o lrze�dny
h sfery
zny
h i ma rozwia�zania sz
zeg�olne posta
i	�mj (E; r) = � F�(E; r) il
�mj (r̂)G�(E; r) il+1
��mj (r̂) � (r 2 V); (B.10)gdzie F�(E; r) i G�(E; r) sa� rze
zywistymi funk
jami radialnymi, a 
��mj (r̂)sa� spinorami sfery
znymi. Je_zeli unormujemy funk
je� radialna� F�(E; r) w takispos�ob, by F�(E; �) = 1�; (B.11)z ortonormalno�s
i spinor�ow sfery
zny
h na sferze jednostkowej wynika, _ze funk
jepowierz
hniowe �(+)	�mj (E;�) = 1� � il
�mj (�̂)0 � (B.12)tworza� uk lad ortonormalny wzgle�dem powierz
hniowego ilo
zynu skalarnego ( j )na sferze S� ��(+)	�mj ���(+)	�0m0j � = Æ��0Æmjm0j : (B.13)Z zupe lno�s
i spinor�ow sfery
zny
h w przestrzeni funk
ji dwusk ladnikowy
h okre-�slony
h na sferze jednostkowej wynika naty
hmiast zupe lno�s�
 uk ladu funk
jif�(+)	�mj (E;�)g w przestrzeni L2(+)( j ) (S�)X�mj �(+)	�mj (E;�)	y�mj (E;�0)�(+) = Æ(2)(�� �0)�(+): (B.14)Udowodnimy, _ze funk
je (B.12) sa� funk
jami w lasnymi operatora B̂(+)(E). Po-dzia lajmy ma
ierza� i�(+)n (�) = � O i�n(�)O O � ; (B.15)gdzie �n(�) = n(�) � � = �̂ � �; (B.16)na funk
je f	�mj (E;�)g zde�niowane r�ownaniem (B.10). Mamyi�(+)n (�)	�mj (E;�) = � �G�(E; �) �n(�)il
��mj (�̂)0 � : (B.17)Korzystaja�
 z naste�puja�
ej w lasno�s
i spinor�ow sfery
zny
h�̂ � �
��mj (�̂) = �
��mj (�̂); (B.18)otrzymujemy i�(+)n (�)	�mj (E;�) = � G�(E; �) il
�mj (�̂)0 � : (B.19)



B. Dow�od zupe lno�s
i uk lad�ow funk
ji w lasny
h operator�ow B̂(E) i B̂(�)(E) ... 149Zde�niujmy wielko�s�
b�(E; �) = �
(�)G�(E; �)F�(E; �) = �
(�)�G�(E; �); (B.20)kt�ora dla danej sfery S� jest sta la (nie zale_zy od po lo_zenia punktu � na sferze).Zgodnie z ta� de�ni
ja�, z r�ownania (B.12) mamy
(+)b�(E; �)�(+)	�mj (E;�) = � G�(E; �) il
�mj (�̂)0 � : (B.21)Por�ownuja�
 (B.19) z (B.21), dostajemyi�(+)n (�)	�mj (E;�) = 
(+)b�(E; �)�(+)	�mj (E;�): (B.22)Z r�owna�n (B.22), (5.1.23) i (5.1.30) wynika, _ze funk
je f�(+)	�mj (E;�)g sa� funk-
jami w lasnymi operatora B̂(+)(E), a li
zby fb�(E; �)g sa� odpowiadaja�
ymi im(2j�j-krotnie zdegenerowanymi ze wzgle�du na mj) warto�s
iami w lasnymi. Sta�doraz z r�owna�n (B.13) i (B.14) wnioskujemy, _ze funk
je w lasne operatora B̂(+)(E)tworza� baze� w przestrzeni L2(+)( j ) (S�).Przemn�o_zmy r�ownanie (B.22) z lewej strony przez ma
ierz �(�)n (�). Po prze-kszta l
enia
h otrzymujemyi�(�)n (�)	�mj (E;�) = 
(�)b�1� (E; �)�(�)	�mj (E;�): (B.23)Sta�d oraz z r�owna�n (5.1.23) i (5.1.30) wnioskujemy, _ze funk
je f�(�)	�mj (E;�)g sa�funk
jami w lasnymi operatora B̂(�)(E), a li
zby fb�1� (E; �)g sa� odpowiadaja�
ymiim warto�s
iami w lasnymi. Stosuja�
 r�ownania (5.1.11), (5.1.13), (5.1.15) oraz(B.23), mo_zna przekszta l
i�
 r�ownanie (B.13) do posta
i(
(�))2b�2� (E; �)��(�)	�mj ���(�)	�0m0j� = Æ��0Æmjm0j : (B.24)Dzia laja�
 z kolei na r�ownanie (B.14) z lewej strony ma
ierza� �(�)n (�), z prawej za�sma
ierza� �(+)n (�0), po skorzystaniu z r�ownania (B.23) otrzymujemy(
(�))2X�mj �(�)	�mj (E;�)b�2� (E; �)	y�mj (E;�0)�(�) = Æ(2)(�� �0)�(�): (B.25)Z r�owna�n (B.24) i (B.25) wynika, _ze funk
je f�(�)	�mj (E;�)g stanowia� baze�ortogonalna� w przestrzeni L2(�)( j ) (S�).Za l�o_zmy teraz, _ze deformujemy stopniowo powierz
hnie� S i zmieniamy poten-
ja l V̂ . Je_zeli obie zmiany odbywaja� sie� w spos�ob 
ia�g ly i odpowiednio g ladki, tofunk
je w lasne dla przypadku sfery
znie symetry
znego (dok ladniej | i
h kom-bina
je liniowe ze wzgle�du na ml lub mj) powinny w spos�ob 
ia�g ly prze
hodzi�
w funk
je w lasne 	i(E;�) operator�ow B̂(E) lub B̂(�)(E) dla zdeformowanej po-wierz
hni S i zmody�kowanego poten
ja lu V̂ . Wydaje sie� naturalnym o
zekiwa�
,_ze w lasno�s�
 zupe lno�s
i funk
ji powierz
hniowy
h przy takiej stopniowej zmianiepowinna zosta�
 za
howana.



150 Uzupe lnieniaC Zale_zno�s�
 warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E) i B̂(�)(E) od energiiHama
her [38℄ wykaza l, _ze warto�s
i w lasne operatora B̂(E) sa� monotoni
z-nie maleja�
ymi funk
jami energii E w przedzia la
h rozdzielaja�
y
h i
h bieguny.Poni_zej przyto
zymy, z drobnymi zmianami, dow�od podany przez Hama
hera, anaste�pnie w analogi
zny spos�ob poka_zemy, _ze warto�s
i w lasne operatora B̂(+)(E)(odpowiednio B̂(�)(E)) sa� przedzia lami monotoni
znie maleja�
ymi (rosna�
ymi)funk
jami energii.Nie
h 	i(E; r) be�dzie rozwia�zaniem r�ownania S
hr�odingera[Ĥ �E℄	i(E; r) = 0 (r 2 V) (C.1)dla rze
zywistej energii E, spe lniaja�
ym na powierz
hni S warunek brzegowyrn	i(E;�) = bi(E)	i(E;�) (� 2 S); (C.2)i nie
h 	i(E0; r) be�dzie rozwia�zaniem analogi
znego r�ownania S
hr�odingera[Ĥ �E0℄	i(E0; r) = 0 (r 2 V) (C.3)dla rze
zywistej energii E0 6= E, spe lniaja�
ym na powierz
hni S warunek brzegowyrn	i(E0;�) = bi(E0)	i(E0;�) (� 2 S): (C.4)Hamiltonian Ĥ zosta l zde�niowany r�ownaniem (3.1.5). Z r�owna�n (C.1){(C.4)wynika, _ze funk
je 	i(E;�) oraz 	i(E0;�) sa� funk
jami w lasnymi operator�ow od-powiednio B̂(E) oraz B̂(E0) z warto�s
iami w lasnymi bi(E) oraz bi(E0). W dalszym
ia�gu be�dziemy zak ladali, jak sugeruje to u_zyta przez nas nota
ja, _zelimE0!E 	i(E0; r) = 	i(E; r); limE0!E bi(E0) = bi(E): (C.5)Zwra
amy przy tym uwage�, _ze _zadne z r�owna�n sk ladaja�
y
h sie� na wz�or (C.5)nie wynika z r�owna�n (C.1){(C.4); obie rela
je (C.5) stanowia� dodatkowe za lo_zenia.Dzieje sie� tak dlatego, gdy_z, w og�olno�s
i: (i) operator B̂(E) ma niesko�n
zenie wielewarto�s
i w lasny
h, (ii) warto�s
i w lasne operatora B̂(E) moga� by�
 zdegenerowane.Przemn�o_zmy r�ownanie (C.1) przez 	�i (E0; r), sprze� _zenie zespolone r�ownania(C.3) przez 	i(E; r), odejmijmy wynikaja�
e sta�d r�ownania stronami i s
a lkujmyrezultat po obje�to�s
i V . Otrzymujemy
Ĥ	i(E0)��	i(E)�� 
	i(E0)��Ĥ	i(E)� = [E0 � E℄
	i(E0)��	i(E)�: (C.6)Wykorzystuja�
 de�ni
je� (3.1.5) hamiltonianu Ĥ oraz stosuja�
 twierdzenie 
a lkoweGreena, dostajemy�h22m�	i(E0)��rn	i(E)�� �h22m�rn	i(E0)��	i(E)� = [E0�E℄
	i(E0)��	i(E)�: (C.7)



C. Zale_zno�s�
 warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E) i B̂(�)(E) od energii 151Biora�
 pod uwage� warunki brzegowe (C.2) i (C.4) oraz w lasno�s�
 rze
zywisto�s
iwarto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E) i B̂(E0), mo_zemy przekszta l
i�
 lewa� strone�r�ownania (C.7), otrzymuja�
 w wyniku�h22m�bi(E)� bi(E0)��	i(E0)��	i(E)� = [E0 �E℄
	i(E0)��	i(E)�: (C.8)Dziela�
 obie strony tego r�ownania przez (�h2=2m)(E � E0)�	i(E0)��	i(E)�, dosta-jemy bi(E0)� bi(E)E0 �E = �2m�h2 
	i(E0)��	i(E)��	i(E0)��	i(E)� ; (C.9)ska�d, dokonuja�
 przej�s
ia grani
znego E0 ! E, znajdujemy, _zedbi(E)dE = �2m�h2 
	i(E)��	i(E)��	i(E)��	i(E)� : (C.10)Poniewa_z li
znik u lamka stoja�
ego po prawej stronie jest na pewno dodatni, za�sjego mianownik nieujemny (mianownik prawej strony r�ownania (C.10) zeruje sie�dla ty
h energii E, dla kt�ory
h bi(E) = �1, gdy_z w�ow
zas, jak wynika z r�ownania(C.2), 8� 2 S: 	i(E;�) = 0), z r�ownania (C.10) wnioskujemy, _zedbi(E)dE < 0 �bi(E) 6= �1�; (C.11)
o ozna
za, _ze warto�s�
 w lasna bi(E) jest monotoni
znie maleja�
a� (od +1 do �1)funk
ja� energii w przedzia la
h rozdzielaja�
y
h bieguny tej funk
ji.Mno_za�
 r�ownanie (C.10) obustronnie przez �b�2i (E) i korzystaja�
 z zasadr�o_zni
zkowania funk
ji z lo_zonej oraz z warunku brzegowego (C.2), znajdujemy,_ze db�1i (E)dE = 2m�h2 
	i(E)��	i(E)��rn	i(E)��rn	i(E)� > 0 (C.12)w przedzia la
h rozdzielaja�
y
h miejs
a zerowe funk
ji bi(E).Przejdziemy do analizy zale_zno�s
i energety
zny
h warto�s
i w lasny
h opera-tor�ow B̂(�)(E) wykorzystywany
h w relatywisty
znej teorii R-ma
ierzy. Nie
h	i(E; r) oraz 	i(E0; r) be�da� odpowiednio rozwia�zaniami r�owna�n Dira
a[Ĥ �E℄	i(E; r) = 0 (r 2 V); (C.13)[Ĥ �E0℄	i(E0; r) = 0 (r 2 V); (C.14)gdzie Ĥ jest hamiltonianem zde�niowanym r�ownaniem (5.1.18), 
zynia�
ymi zado�s�
naste�puja�
ym warunkom brzegowym na powierz
hni Si�(�)n (�)	i(E;�) = 
(�)b�1i (E)�(�)	i(E;�) (� 2 S); (C.15)i�(�)n (�)	i(E0;�) = 
(�)b�1i (E0)�(�)	i(E0;�) (� 2 S) (C.16)



152 Uzupe lnieniai nie
h limE0!E 	i(E0; r) = 	i(E; r); limE0!E bi(E0) = bi(E) (C.17)(patrz uwaga naste�puja�
a po r�ownaniu (C.5)). Z r�owna�n (C.13){(C.16) wynika, _zefunk
je 	i(E;�) oraz 	i(E0;�) sa� funk
jami w lasnymi operator�ow odpowiednioB̂(�)(E) oraz B̂(�)(E0) z warto�s
iami w lasnymi b�1i (E) oraz b�1i (E0).Mno_za�
 r�ownanie (C.13) z lewej strony przez 	yi (E0; r), ma
ierzowe sprze� _zeniehermitowskie r�ownania (C.14) z prawej strony przez 	i(E; r), odejmuja�
 otrzy-mane r�ownania stronami i 
a lkuja�
 naste�pnie wynik po obje�to�s
i V , dostajemy
Ĥ	i(E0)��	i(E)�� 
	i(E0)��Ĥ	i(E)� = [E0 �E℄
	i(E0)��	i(E)�: (C.18)Uwzgle�dnienie de�ni
ji (5.1.18) hamiltonianu Ĥ oraz zastosowanie twierdzeniaGaussa przekszta l
a r�ownanie (C.18) do posta
i�	i(E0)��i
�h�n	i(E)� = [E0 �E℄
	i(E0)��	i(E)�: (C.19)Korzystaja�
 z r�owna�n (5.1.10) i (5.1.11), mo_zemy przepisa�
 r�ownanie (C.19) wnaste�puja�
y spos�ob�	i(E0)��i
�h�(�)n 	i(E)� � �i
�h�(�)n 	i(E0)��	i(E)� = [E0 �E℄
	i(E0)��	i(E)�:(C.20)Biora�
 pod uwage� warunki brzegowe (C.15) oraz (C.16), z r�ownania (C.20) dosta-jemy
�h
(�)�b�1i (E)� b�1i (E0)��	i(E0)���(�)	i(E)� = [E0�E℄
	i(E0)��	i(E)�; (C.21)a naste�pnie b�1i (E0)� b�1i (E)E0 �E = 
(�)
�h 
	i(E0)��	i(E)��	i(E0)���(�)	i(E)� : (C.22)Prze
hodza�
 w r�ownaniu (C.22) do grani
y E0 ! E, otrzymujemydb�1i (E)dE = 
(�)
�h 
	i(E)��	i(E)��	i(E)���(�)	i(E)� : (C.23)Li
znik u lamka po prawej stronie powy_zszego r�ownania jest dodatni, a jego mia-nownik nieujemny. Sta�d oraz z faktu, _ze 
(�) < 0 i 
(+) > 0, wnioskujemy, i_zdbi(E)dE < 0 (C.24)w przedzia la
h rozdzielaja�
y
h bieguny funk
ji bi(E) orazdb�1i (E)dE > 0 (C.25)w przedzia la
h rozdzielaja�
y
h miejs
a zerowe funk
ji bi(E).
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znik�ow 153D Pewne w lasno�s
i wyzna
znik�owZa l�o_zmy, _ze kwadratowa ma
ierz M o wymiara
h N �N zosta la podzielona na
ztery podma
ierze A, B, C i D w naste�puja�
y spos�obM = � A BC D � ; (D.1)przy 
zym A i D sa� ma
ierzami kwadratowymi o wymiara
h odpowiednio m�mi n � n, a B i C sa� ma
ierzami prostoka�tnymi o wymiara
h odpowiednio n �m im�n. Za
hodzi o
zywi�s
ie 0 < m;n < N orazm+n = N . Przyjmijmy, _ze ma
ierzA jest nieosobliwa i w zwia�zku z tym istnieje ma
ierz odwrotna do niej. Naszymzadaniem jest znalezienie wyzna
znika ma
ierzy M. W tym 
elu zauwa_zmy, _ze dlawyzna
znika ma
ierzy g�ornej tr�ojka�tnejN = � Im X0 In � ; (D.2)gdzie Im i In sa� ma
ierzami jednostkowymi o wymiara
h odpowiednio m � m in� n, za
hodzi detN = 1 (D.3)niezale_znie od posta
i prostoka�tnej ma
ierzy X o wymiara
h n�m. W konsekwen-
ji, korzystaja�
 z dobrze znanego twierdzenia o wyzna
zniku ilo
zynu ma
ierzy,mo_zemy zapisa�
detM = detM � detN = detMN = det�� A BC D �� Im X0 In ��= det� A AX + BC CX+ D � : (D.4)Zauwa_zmy, _ze otrzymane powy_zej wyra_zenie dla detM zawiera jako swobodny \pa-rametr" ma
ierz X, kt�ora� mo_zemy dobra�
 wed lug naszego uznania. Wykorzystamyten fakt _za�daja�
, aby ma
ierz X by la rozwia�zaniem r�ownaniaAX + B = 0; (D.5)to zna
zy X = �A�1B: (D.6)Podstawiaja�
 te� sz
zeg�olna� posta�
 ma
ierzy X do r�ownania (D.4), otrzymujemydetM = det� A 0C D� CA�1B � = detA � det �D� CA�1B� ; (D.7)gdzie ostatnia r�owno�s�
 wynika ze znanej w lasno�s
i wyzna
znik�ow [148℄.Rozwa_zmy teraz sz
zeg�olny przypadek, gdy n = 1. Wtedy A jest ma
ierza�kwadratowa� o wymiara
h (N � 1) � (N � 1), B jest (N � 1)-wyrazowa� ma
ierza�



154 Uzupe lnieniajednokolumnowa�, C jest (N � 1)-wyrazowa� ma
ierza� jednowierszowa�, a D jestma
ierza� kwadratowa� o wymiara
h 1 � 1, 
zyli po prostu li
zba�. Je�sli D = 0,z r�owna�n (D.1) i (D.7) mamydet� A BC 0 � = detA � det ��CA�1B� = �(detA) � CA�1B (n = 1); (D.8)przy 
zym w ostatniej r�owno�s
i pomine�li�smy symbol wyzna
znika \det", korzysta-ja�
 z faktu, _ze CA�1B jest ma
ierza� o wymiara
h 1 � 1, 
zyli li
zba�. Z r�ownania(D.8) wynika naste�puja�
a rela
jaCA�1B = �det� A BC 0 �detA (n = 1); (D.9)z kt�orej korzystali�smy wyprowadzaja�
 r�ownania (6.1.12), (6.1.13), (6.1.35),(6.1.43), (6.1.44) i (6.1.54).
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Stresz
zenie 163METODA R-MACIERZY DLA R�OWNA�N SCHR�ODINGERA I DIRACAW rozprawie przedstawiono operatorowe sformu lowanie metody R-ma
ierzy dla jed-no
za�stkowy
h r�owna�n S
hr�odingera i Dira
a. Pokazano, _ze w teorii dla r�ownania S
hr�o-dingera klu
zowa� role� odgrywa operator 
a lkowy po
hodnej logarytmi
znej B̂(E) orazoperatory R̂(E) = B̂�1(E) i R̂b̂(E) = [B̂(E)� b̂(E)℄�1. Operator B̂(E) przekszta l
a napowierz
hni reak
ji dowolna� funk
je�, kt�ora wewna�trz ograni
zonej przez te� powierz
hnie�obje�to�s
i spe lnia niezale_zne od 
zasu r�ownanie S
hr�odingera przy energii E, w po
hodna�normalna� tej funk
ji, natomiast b̂(E) jest dowolnym operatorem hermitowskim dzia laja�-
ym na funk
je okre�slone na powierz
hni reak
ji. Elementy ma
ierzowe operatora R̂b̂(E)w dowolnej ortonormalnej bazie funk
ji okre�slony
h na powierz
hni reak
ji tworza� R-ma
ierz Rb(E), znajomo�s�
 kt�orej pozwala na wyzna
zenie nierelatywisty
znej ma
ierzyrozpraszania U(E). W teorii dla r�ownania Dira
a odpowiednikami operator�ow B̂(E),R̂(E) i R̂b̂(E) sa� operatory B̂(�)(E), R̂(�)(E) oraz R̂(�)b̂ (E), kt�ore na powierz
hni re-ak
ji wia�_za� ze soba� g�orne i dolne sk ladowe funk
ji spinorowy
h spe lniaja�
y
h wewna�trzobje�to�s
i reak
ji niezale_zne od 
zasu r�ownanie Dira
a przy energii E. Elementy ma-
ierzowe operator�ow R̂(�)b̂ (E) tworza� R-ma
ierze R(�)b (E) powia�zane z relatywisty
zna�ma
ierza� rozpraszania U(E). Mody�kuja�
 metode� Kapura{Peierlsa{Wignera, znale-ziono rozwinie�
ia ja�der operator�ow R̂b̂(E) i R̂(�)b̂ (E) dla powierz
hni reak
ji o dowolnymkszta l
ie. Przeanalizowano zagadnienie zbie_zno�s
i otrzymany
h rozwinie��
 i w przypadkur�ownania Dira
a usunie�to b la�d wyste�puja�
y we w
ze�sniejszy
h ma
ierzowy
h sformu lo-wania
h teorii. Zastosowano metode� konstruk
ji zasad waria
yjny
h opisana� w pra
yprzegla�dowej Gerjuoya, Rau i Spru
ha [Rev. Mod. Phys. 55 (1983) 725{74℄ do wypro-wadzenia w spos�ob systematy
zny szesnastu, w tym jedenastu nowy
h, zasad waria
yj-ny
h dla warto�s
i w lasny
h operator�ow B̂(E), R̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)(E), dla element�owma
ierzowy
h operator�ow B̂(E), R̂b̂(E), B̂(�)(E) i R̂(�)b̂ (E) oraz dla odwrotno�s
i ty
helement�ow. U_zyto liniowy
h funk
ji pr�obny
h typu Rayleigha{Ritza do znalezienia przy-bli_ze�n dla warto�s
i w lasny
h, element�ow ma
ierzowy
h oraz ja�der 
a lkowy
h wymienio-ny
h operator�ow. R-MATRIX METHODFOR THE SCHR�ODINGER AND DIRAC EQUATIONSR-matrix theories for the one-parti
le S
hr�odinger and Dira
 equations have beenformulated in the language of integral operators. In the non-relativisti
 theory the 
entralrole is played by operators B̂(E), R̂(E) = B̂�1(E) and R̂b̂(E) = [B̂(E)� b̂(E)℄�1, whereb̂(E) is an arbitrary Hermitean operator a
ting on fun
tions de�ned on a rea
tion surfa
e.The logarithmi
 derivative operator B̂(E) relates fun
tion values to normal derivativeson a surfa
e of a 
losed volume inside whi
h the fun
tion satis�es the time-independentS
hr�odinger equation at energy E. Matrix elements of the operator R̂b̂(E) in an arbitraryorthonormal fun
tional basis on the rea
tion surfa
e form an R-matrix Rb(E) and thenon-relativisti
 s
attering matrix U(E) may be expressed in terms of Rb(E). The theoryfor the Dira
 equation uses operators B̂(�)(E), R̂(�)(E) and R̂(�)b̂ (E) whi
h link on therea
tion surfa
e values of upper and lower 
omponents of spinor wave fun
tions satisfying
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zeniein the rea
tion volume the time-independent Dira
 equation at energy E. Matrix elementsof the operators R̂(�)b̂ (E) form R-matri
es R(�)b (E) related to the relativisti
 s
atteringmatrix. By utilizing a modi�ed pro
edure due to Kapur and Peierls and to Wigner,expansions of integral kernels of the operators R̂b̂(E) and R̂(�)b̂ (E) have been found foran arbitrarily shaped rea
tion surfa
e. A question of 
onvergen
e of these expansions hasbeen 
onsidered and an error o

urring in earlier formulations of the R-matrix theoryfor the Dira
 equation has been 
orre
ted. A systemati
 
onstru
tion, based on a uni�edapproa
h des
ribed by Gerjuoy, Rau and Spru
h [Rev. Mod. Phys. 55 (1983) 725{74℄,of sixteen variational prin
iples related to the non-relativisti
 and relativisti
 R-matrixtheories has been presented. Rayleigh{Ritz linear trial fun
tions have been used in theseprin
iples yielding approximate eigenvalues of the operators B̂(E), R̂(E), B̂(�)(E) andR̂(�)(E) as well as approximate matrix elements and kernels of the operators B̂(E),R̂b̂(E), B̂(�)(E) and R̂(�)b̂ (E).


