Uogdlnione ré6wnania von Neumanna *

Marek Czachor
Katedra Fizyki Teoretycznej © Metod Matematycznych
Politechnika Gdanska, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdarisk

Spis tresci

1 Wstep

Liniowo$¢ i nieliniowo$¢ mechaniki kwantowej

Czy réwnanie von Neumanna rzeczywiscie musi by¢ liniowe?
Ro6wnanie von Neumanna jako klasyczny uklad hamiltonowski

Réwnanie von Neumanna czy Liouville-von Neumanna?

© 0 N O NN

Wypukloséé figury stanéow

Dynamika stanéw czystych 10

o N O Otk W N

Problem 1: Dokladne rozwigzania nieliniowych réwnan von Neumanna-
Heisenberga 11

9 Problem 2: Jakie uogoélnienia ré6wnania von Neumanna sg dopuszczalne? 12

10 Kwestia dodatnio$ci rozwigzan uogélnionych réwnan von Neumanna 12
11 Uogéblnione réwnania von Neumanna w formalizmie typu Nambu 13
11.1 3-nawias . . . . . . . .. 13
11.2 2n+1)-nawias . . . . . .. oL 14

12 Uogéblnione réwnania von Neumanna calkowalne przy pomocy binarnej
transformacji Darboux 17
12.1 Binarna transformacja Darboux i laxowska reprezentacja rownan von Neumanna 17

13 Dwie strategie prowadzace do nietrywialnych p[1] 19
13.1 Strategia pierwsza . . . . . . . . . ... 19
13.2 Strategia druga . . . . . . ... 21

14 Rozwigzania samorozproszeniowe 21

*Artykut przedstawia wyniki z konca 1999 r. Od tego czasu udalo si¢ rozszerzyc metode Darboux na o
wiele szersza klase nieliniowoéci. Udalo sie takze znalezé przyklady w pelni nieskonczenie wymiarowe.



15 Macierz gestosci z widmem zaleznym od czasu 23

16 Réwnania von Neumanna dla poduktadéw 24
17 Zagadnienie kompletnej dodatniosci dynamiki nieliniowej 26
18 Kilka otwartych probleméw 29
18.1 Relatywistyczne rownania von Neumanna . . . . . . . . . .. . .. . ... .. 29
18.2 W pei nieskonczenie wymiarowe przyktady rozwiazan metoda Darboux . . 29
18.3 Zwiazki ze statystyka nieekstensywna . . . . . .. .. ..o 29
18.4 Catkowanie technikami Darboux innych nieliniowo$ci . . . . . . . . . .. .. 30
18.5 Transformacje typu Darboux w zastosowaniu do réwnan Heisenberga . . . . 30
19 Podziekowania 31

1 Wstep

Celem ponizszego opracowania jest oméwienie pewnych nowych nurtéw badan nad nie-
liniowymi rownaniami operatorowymi pojawiajacymi si¢ w mechanice kwantowej lub przy
probach nieliniowych uogoélnien teorii kwantowych. Skoncentrujemy sie na wynikach doty-
czacych doktadnych rozwigzan réwnan typu von Neumanna. Nie beda nas wige interesowac
metody perturbacyjne w rodzaju formalnych rozwinie¢ w szeregi potegowe, ani tez metody
wariacyjne uzywane do wyznaczania stanu podstawowego w teoriach Hartree.

Spora czes¢ tekstu zostata poswiecona podstawowym kwestiom natury fizycznej w ro-
dzaju rozréznienia pomiedzy réwnaniem Liouville’a a réwnaniem von Neumanna, oraz pro-
blemowi sensownosci nieliniowych réwnan von Neumanna. W tej czedci praca nie pretenduje
do wielkiej $cistosci matematycznej i jest raczej proba odpowiedzi na pytania wielokrotnie
zadawane przez innych fizykéw przy réZnyCh okazjach. Opinie tu przedstawione sa wyrazem
osobistego pogladu autora na fizyczna i formalng struktur¢ mechaniki kwantowej.

Pomimo, iz wigkszos¢ zagadnien omoéwionych w artykule zwigzana jest z problemami po-
deJmowanyml przez autora w serii prac publikowanych w latach 1996-99, sam artykut jest nie
tyle ,przewodnikiem po publikacjach”, ile raczej ,przewodnikiem po zagadnieniu” widzia-
nym z perspektywy dotychczas uzyskanych wynikow. Jest faktem budujacym, iz wszystkie
dotychczas sformutowane problemy znajdowaly rozwigzania pozytywne, cho¢ zdarzato sie, iz
dalszy rozwdj badan korygowal kierunek przyjety na poczatku. Mam tutaj na mysli kwestie
interpretacji rozwigzan rownan von Neumanna jako macierzy gestosci, dynamik uktadow
ztozonych i ich kompletnej dodatniosci, struktur Nambu i hamiltonowskich, a takze kon-
strukcji nietrywialnych rozwigzan rownan ruchu przy pomocy technik Darboux. Bez owego
ostatniego wyniku nie byloby zadnej gwarancji, iz cata konstrukcja nie jest pusta. Odkrycie
rozwigzan samorozproszeniowych i zrozumienie ich konsekwencji dla teorii liniowych rownan
von Neumanna i Heisenberga z hamiltonianami zaleznymi od czasu uwazam za najwazniejszy
wynik, jaki udato si¢ uzyskac w ramach dotychczas realizowanego programu. W tym miejscu
nie moglem si¢ oprze¢ pokusie zasygnalizowania pewnych nowych rezultatéw i wskazania
narzucajacych sie kierunkéw dalszych badan.

2 Liniowos¢ i nieliniowos$¢é mechaniki kwantowej

Mechanika kwantowa jest teoria liniowa na przynajmniej kilka réznych sposobdéw. Na
kilka innych sposobow jest ona jednakze rowniez teorig nieliniowa. Liniowo$¢ i nieliniowos¢
splataja sie w niej w sposoéb dos¢ ztozony i czasami trudny do rozdzielenia.



Zatrzymajmy sie na moment przy najbardziej znanym przejawie liniowosci mechaniki
kwantowej — liniowosci réwnania Schrédingera Ujmujagc rZecz najpros'ciej, rownanie jest
liniowe gdyz suma dowolnych dwoch rozwigzan tego rownania Jest rowniez jego rozwigzaniem.
Przyktadowo, biorgc dwa rozwigzania zagadnien stacjonarnych !

zh|w1) = Hn) = Erlin) (1)

ihlie) = Hlihs) = Eslis) (2)
czyli

[a(8)) = e 1M (0)) (3)

[Va(t)) = e "M n(0)) (4)

stwierdzamy, ze ich suma

() = e P (0)) 4+ e My (0)) (5)

rowniez spekia

inlg) = Hly). (6)

Oscylujace czynniki et g=iwat opisujg dwa niezalezne klasyczne oscylatory, gdzie rolg
wspotrzednych kanonlcznych petnig urOJone i rzeczywiste sktadowe funkql falowych?. Z
fizycznego punktu widzenia liniowos¢ réwnania Schrodingera objawia sie tu dwojako. Po
pierwsze, oscylatory sg harmoniczne. Po drugie, sa niezalezne?.

Drugim aspektem liniowosci mechaniki kwantowej jest liniowo$¢ réwnania von Neuman-
na. Znane mi sa trzy roézne uzasadnienia tej wtasnosci. Po pierwsze, startujac od réwnania
Schrodingera (6) oraz jego wersji sprzezonej

~i{)| = (W|H (7)

'Uwaga na temat notacji. Myslac o funkcji falowej 1 (z,y, 2, t) jako o funkcji czterech zmiennych powin-
ni$my interpretowaé 1 jako oY /0t. Z drugiej strony oznaczenie 0v¢/Jt czesto stosowane jest na oznaczenie
rézniczkowania po zmiennej danej w sposéb jawny i odrdézniane od tzw. pochodnej zupelnej. W wypad-
ku funkcji falowej zmienne z, y, z sa niezalezne od t wiec 9v/0t = dip/dt. Sytuacja sie nie zmienia przy
przejéciu do réwnania von Neumanna. Natomiast przy analizie relacji pomiedzy réwnaniem von Neumanna
a réwnaniem Liouville’a interpretacja rézniczkowania wystepujacego w p staje sie bardziej skomplikowana,
gdyz w wypadku klasycznego réwnania Liouville’a istotne jest, iz dp/dt # 0p/0t. W ponizszych rozwazaniach
rézniczkowanie onaczane kropka rozumiane jest zawsze jako pochodna zupelna a zmienne inne niz ¢ trak-
towane beda jako parametry. W nierelatywistycznej mechanice kwantowej rozréznienie takie jest zupelnie
naturalne, gdyz wspolrzedne tego samego wektora stanu |¢(t)) moga byé parametryzowane, przykladowo,
przez (x,t) = (x|1(t)) (baza wektoréw wlasnych operatora polozenia) lub przez i(n,t) = (n|y(t)) (baza
wektoréw wlasnych hamiltonianu oscylatora harmonicznego).

2Przejscie do kwantowej teorii pola polega, zasadniczo rzecz biorac, na zastapieniu owych klasycznych
oscylatoréw oscylatorami kwantowymi. Pole kwantowe jest uktadem wielu takich oscylatoréw. Zauwazmy,
iz z tego punktu widzenia powyzsze oscylatory traktowane sa jako istniejgce obiekty fizyczne. Ich status
ontologiczny jest analogiczny do sieci krystalicznej, ktérej drgania obserwujemy jako fonony, plazmy bedace;j
nosnikiem plazmonéw itd.

3Mamy tu do czynienia bardziej z patologia niz z norma. Typowe klasyczne oscylatory sa harmoniczne
tylko w przyblizeniu nieskonczenie malych drgan. Dwa realnie istniejace oscylatory beda niezalezne pod
warunkiem, ze pominiemy ich wzajemne oddziatywania. Fizycznie sensowne klasyczne teorie sa stabilne, co
znaczy, ze ich przewidywania nie zaleza w sposéb zasadniczy od tego, czy powyzsze efekty sa pomijalne, czy
tez w ogdle nie istniejg. Dochodzimy tu do problemu nieliniowych uogdélnien réwnania Schrodingera. Wéréd
wspolczesnych fizykéw dominuje poglad, iz liniowosé jest w tym wypadku dokladna, por. S. Weinberg,
Dreams of a Final Theory (Vintage Books, New York, 1993).




dochodzimy do
ihpy = [H,py), (8)

gdzie operator p, = [1)(1| jest macierza gestosci opisujaca stan czysty. Warunek unormo-
wania |1¢) prowadzi do

Tl"ﬂw = 17 (9>
Py = py (10)

czyli py jest projektorem. Srednia dowolnej wielkosci fizycznej, reprezentowanej przez ope-
rator A, moze by¢ policzona wedtug wzoru

(A)p = (VIA[Y) = Tr (pyA). (11)

Jednakze w realnych eksperymentach nie mamy do czynienia ze stanami czystymi, cho¢by
dlatego, ze klasyczny stan zrodla czastek (atomow, czasteczek, itd.) nie jest doktadnie znany.
Nie znamy przeciez dokladnie temperatury panujacej w laboratorium, czy potozenia zrédta.
W praktyce wyniki eksperymentu sa liczone wedtug wzoru

(Do = [ dpsrw(py)(A)
= Te( [ dpyw(py)puA) (12)

gdzie w(py) jest rozkladem prawdopodobienstwa stanéw czystych, a catkowanie oznacza
usrednianie po wszystkich klasycznych konfiguracjach zrédta czyli, inaczej mowigce, po wa-
runkach poczatkowych dla dynamiki kwantowej?.

Jak wida¢, w sposob naturalny doszlismy do pojecia stanu mieszanego, czyli macierzy
gestosci

p= [ doswipe)ps (13)
spetniajacej
Aoy = Tr(pA). (14)

Z liniowo$ci réwnania (8) wnioskujemy, ze macierz gestosci opisujaca stan mieszany spelnia
lintowe réwnanie von Neumanna

ihp = [H.p). (15)

Dodatkowym argumentem za liniowoscig rownania opisujacego dynamike stanu mieszanego
jest sama konstrukcja fizyczna prowadzaca nas do pojecia takiego stanu. Rzeczywiscie, stan
mieszany wprowadzilismy jako klasyczng mieszanine stanow kwantowych. Usrednianie jest

4Nie chce wnikaé w subtelno$ci matematyczne zwigzane z calkowaniem po stanach czystych. W skonczenie
wymiarowych problemach taka catka oznacza odpowiednia catke po parametrach okreslajacych warunek
poczatkowy. W podejsciu Mielnika [7] zaklada sie, iz istnieje miara probabilistyczna 7 zdefiniowana na
borelowskich podzbiorach rozmaitosci stanéw kwantowych spelniajaca, w naszej notacji, warunek dr(p) =
w(p)dp. Probe dynamicznego opisu takich miar probabilistycznych znalezé mozna w A. Posiewnik, Int. J.
Theor. Phys. 26, 193 (1985); A. Posiewnik, Struktura i jezyk opisu eksperymentu fizycznego, Uniwersytet
Gdanski (Gdansk, 1992).



procedurg liniowg a dynamika uktadu kwantowego nie powinna zaleze¢ od sposobu klasycz-
nego usredniania. Wydaje sie ze nie ma zadnego fizycznego powodu dla wprowadzania tu
jakiegokolwiek nieliniowego elementu.

Trzeci argument wyglada nastepujaco. Standardowa procedura kwantowania polega na
zastapieniu funkcji A = A(p, ¢) operatorami, a nawiasu Poissona {-,-} komutatorem:

() = =l (16)

W klasycznej fizyce statystycznej rozklad prawdopodobienstwa stanéw czystych t —
(p(t),q(t)) dany jest przez funkcje p = p(p(t), q(t),t) spelniajaca réwnanie Liouville’a

9 p={H.0) (17)

gdzie H = H(p,q) jest funkcja Hamiltona. Réwnanie (17) jest zawsze liniowe w p, nawet
wtedy, gdy H generuje dynamike nieliniowa. Rzecz jasna, skwantowanie réwnania (17) daje
liniowe réwnanie (15) (p. przypis 1).

W dalszej czesci tej pracy przyjrzymy sie ponownie logicznej i fizycznej strukturze po-
wyzszych argumentéw. Poki co, przejdzmy do nieliniowych aspektow zwyktej mechaniki
kwantowej.

Jednym z czesto stosowanych chwytéw rachunkowych jest mozliwosé liczenia zagadnien
kwantowo mechanicznych w tzw. obrazach Schrédingera i Heisenberga. Technicznie rzecz
ujmujac mozliwos¢ ta zwigzana jest z matematyczng struktura wielkosci obserwowalnych.
Wszystkie one sg $rednimi postaci®

(A = Tr(p(t)A) = Tr (e M/ p(0)e " A)
= Tr(p(0)e/" Ae= Ry = Ty (pA(t)). (18)

Wielko$¢ nas interesujaca, czyli (A)y, mozemy otrzymaé poprzez wyliczenie p(t) lub A(t) ©,
co mozna uzyskaé¢ przez rozwigzanie rOwnania Heisenberga

ihA = [A, HJ. (19)
Zauwazmy, iz jest to skwantowana wersja réwnania
A={A H}. (20)

Rozpatrzmy teraz najprostszy hamiltonian opisujacy anharmoniczne zaburzenie oscylatora,
np.

H = H(a,a") = H(a(t),a(t)!)
= hwa'a+ he((a")?a + a'a?) (21)

gdzie a = a(0) jest, w obrazie Heisenberga, operatorem anihilacji w chwili ¢ = 0. a(t) speknia
rownanie Heisenberga

iha = [a,H(a,a")] = hwa + he(2a'a 4 a?), (22)

5Dla uproszczenia pomijam sytuacje, gdy operator A zalezy parametrycznie od czasu.
6Mozliwoéci tej nie mieliby$my, gdyby zalezno$é éredniej od p nie byla liniowa. Istnienie i réwnowaznosé
obu obrazow jest kolejna cecha wynikajaca z liniowosci mechaniki kwantowej.



ktore jest, oczywiscie, nieliniowe. Nieliniowe réwnania w obrazie Heisenberga sg typowe dla
optyki kwantowej i kwantowej teorii pola. Wtasnie dzigki ich nieliniowosci istnieje mozliwos¢
kwantowego opisu elektrodynamiki nieliniowe;.

Innym nieliniowym elementem pojawiajacym si¢ w mechanice kwantowej sa tzw. grani-
ce termodynamiczne. Niech ‘I/(()N) (,29,...,xN, ) bedzie rozwiazaniem liniowego réwnania
Schrodingera opisujacego stan podstawowy uktadu N oddziatujacych bozonéw (« jest para-
metrem zwigzanym z potencjatem oddzialywania). 1-czastkowa gestosé prawdopodobienstwa

spetnia

: N
J\P—Igo - s )({L',l'g, ooy, af/ N)Pd*r,y ... dPry
= |®(x)/" (23)

gdzie ®(z) jest rozwiazaniem nieliniowego réwnania typu Schrodingera (réwnanie Grossa-
Pitajewskiego). Interesujace jest, jak to dopiero niedawno udowodniono [1], iz jest to wynik
doktadny. Tak wigec oddziatywania pewnego typu moga generowaé¢ dynamike nieodréznialng
od dynamiki nieliniowej. Wrocimy jeszcze do tego zagadnienia, ale wpierw przyjrzyjmy sie
doktadniej argumentom prowadzacym do liniowosci réwnania von Neumanna.

3 Czy réwnanie von Neumanna rzeczywiscie musi by¢
liniowe?

Widzielid$my, ze réwnania Heisenberga bywaja nieliniowe pomimo, iz zwiazana z nimi dy-

namika w obrazie Schrodingera jest liniowa. Réwnanie von Neumanna jest bardzo podobne’

ihp = [H,p], (24)

lecz w poprzednim rozdziale przedstawiliémy (standardowy) argument pokazujacy iz linio-
wos¢ réwnania Schrodingera zdaje sie implikowaé liniowo$é réwnania (15).

Rozumowanie to zawieralo pewien btad logiczny [2]. Rzeczywiscie, réwnanie (8) zostato
co prawda wyprowadzone przy pomocy liniowego rownania Schrodingera, ale macierz gesto-
sci py z nim zwigzana okazata si¢ projektorem. Projektory maja wartosci wlasne 0 oraz 1
wiec, na mocy twierdzenia spektralnego, zachodzi py, = f(py,) dla kazdej funkcji spelniajace;

f(0) = 0 oraz f(1) = 1. Tak wigc liniowe réwnanie Schrédingera zgodne jest z cata rodzing
nielintowych réwnan postaci

ihp = [H, f(p)]- (25)

Logiczne przejscie od (8) do (15) zawieralo ukryte zalozenie, iz f(x) = x. Réwnanie (25) dla
f rozwijalnych w szereg potegowy jest postaci

ihp = [H(p),p. (26)

Zeby sie o tym przekonaé wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego naturalnego n

n—1

[H, p"] = [>_ p" " Hp*, pl. (27)
k=0

"Jest to réwnanie Heisenberga, tyle ze z czasem biegnacym ,do tytu”. Fakt, ze nazywamy je réwnaniem
von Neumanna zwiazany jest z ograniczeniami narzuconymi na jego rozwigzanie p: powinno byé ono her-
mitowskie, nieujemne i o jednostkowym $ladzie, tzn. jego wartosci wlasne powinny mie¢ interpretacje jako
prawdopodobienstwa. W klasycznej fizyce statystycznej roznica pomiedzy réwnaniem Liouville’a a réwna-
niem A = {A, H} bierze sie nie tyle z odwrdcenia czasu, ile z innej interpretacji rézniczkowania po czasie, p.
przypis 1.



Pozostale dwa argumenty za liniowoscia rownania von Neumanna zwigzane byty z jego in-
terpretacja jako kwantowej wersji rownania Liouville’a. Doktadniejsza analiza tego problemu
wymaga zrozumienia zwigzkéw pomiedzy dynamika macierzy gestosci a klasycznym forma-
lizmem hamiltonowskim.

4 Roéwnanie von Neumanna jako klasyczny uklad ha-
miltonowski

Zacznijmy od o$rodkowej przestrzeni Hilberta, w ktérej baze stanowia wektory |A), A €

N. Rozpatrzmy algebre Liego G utworzona z operatoréw L, = |A)(A’| 8. State strukturalne
algebry zdefiniowane sa wzorem

[LaaLb] - Qcach' (28)

Macierz gestosci p dziatajaca w tej przestrzeni Hilberta moze by¢ traktowana jako element
g, tj. p = p*L,. Naturalna metryka w G zwiazana jest z norma Hilberta-Schmidta: || A ||>=

Tr (AA"). Zdefiniujmy tensor metryczny wzorem

1 62 T ( 2) be 5 c (29)
a = S35 .5 1if ; a = 0Oq

gdzie 6,¢ jest deltg Kroneckera. Tensory gq,, ¢°° moga byé wykorzystywane do ,podnoszenia”
i ;opuszczania” indekséw w G (czyli przechodzenia z G do przestrzeni dualnej G* i odwrotnie).
Dla A, B € G zachodzg nastepujace wzory

0
A, = Tr (pA 30
5 T (04 (30)
Tr(AB) = ¢™A,By = guA*B° (31)
(AB), = 8,80“ Tr (pAB) =: gap. A’ B, (32)

gdzie ,potréjny tensor metryczny” gu. zwiazany jest ze stalymi strukturalnymi wzorem [3]

Qabc = Yabe — Yacb- (33)

Widzimy, iz réwnanie von Neumanna mozna teraz zapisac¢ jako

ihpa = ([H,p))a = gaeH p — gapep" HC

Opqg 0'Tr (H
= dechPC = chcabﬁ ( p)
apa apb

= {pa, Tr (Hp)}. (34)

Nawias pojawiajacy sie w (34) jest nawiasem Lie-Poissona [4]. R6wnanie von Neumanna jest
zatem klasycznym rownaniem poissonowskim. Role funkcji Hamiltona pelni $rednia energia
Tr (Hp). W wielu zastosowaniach wygodnie jest zastapi¢ baze wektoréw |A) baza odpowia-
dajaca widmu ciagltemu np. |p) lub |x). Powyzsze wzory nie zmieniaja ksztattu, trzeba tylko
wszedzie zamieni¢ pochodne czgstkowe na funkcjonalne, delte Kroneckera na delte Diraca i
odpowiednio dostosowaé¢ konwencje sumacyjna. W takiej ,funkcjonalnej” postaci struktura
lie-poissonowska zblizona jest do struktur hamiltonowskich pojawiajacych sie w teorii plazmy
lub klasycznej elektrodynamice.

8Stosujemy tu naturalng konwencje “AA’ = a”, analogiczna do spinorowej konwencji Penrose’a oraz
konwencje sumacyjna.



5 Roéwnanie von Neumanna czy Liouville-von Neu-
manna?

Sposob w jaki wprowadziliSmy stany mieszane w czesci drugiej mozna traktowaé jako
klasyczng mechanike statystyczng na rozmaitosci stanéw czystych opisywanych roéwnaniem
lie-poissonowskim (34). Doktadniej, procedura byta nastepujaca. WystartowaliSmy od row-
nania von Neumanna (odtad, dla uproszczenia, przyjmuje i = 1)

ipa = {pa; (H)}. (35)

Wspélrzedne p, mozna traktowaé jako wspotrzedne na rozmaitosci stanéow kwantowych.

Zeby rozwazaé klasyczne%9 fizyke statystyczna na tejze rozmaitosci definiujemy rozktad praw-
dopodobienstwa w p, Zaktadajac, jak zwykle, iz w jest rézniczkowalna funkcja p, oraz
biorac pod uwage réwnanie ruchu (35), dochodzimy do réwnania Liouville’a

0
i W = {(H),w}. (36)

Powtérzmy: WyprowadziliSmy réwnanie Liouville’a jako konsekwencje rownania von Neu-
manna doktadnie tak samo, jak standardowo wyprowadza sie réwnanie Liouville’a z rownan
Hamiltona w klasycznej fizyce statystycznej. Rownanie to opisuje dynamike rozktadu praw-
dopodobienstwa kwantowych stanow czystych i jest liniowe w w. Jest sprawg oczywista, ze
liniowo$¢ (36) w w jest catkowicie niezalezna od liniowosci réwnania von Neumanna i wynika
wytacznie z faktu, iz to ostanie jest réwnaniem hamiltonowskim.

Zastanowmy si@ wiec, czy sytuacja ulegtaby zmianie, gdyby za punkt wyjscia wzia¢ kwan-
towg dynamike dang réwnaniem (25). Okazuje sie, ze nic sie nie zmienial Wynika to z faktu, iz
réwnanie (25) jest takze réwnaniem lie-poissonowskim, z tym samym nawiasem Lie-Poissona
i z funkcja Hamiltona (H); = Tr(f(p)H) [2]. Mozna zatem rozwazaé nieliniowg dynamike
stanéw dana uogélnionym réownaniem von Neumanna (25), lecz stany mieszane, zdefiniowa-
ne jako rozktady prawdopodobienstwa na rozmaitosci stanow kwantowych, spetnia¢ beda
réwnanie Liouville’a, liniowe w w.

Réwnanie von Neumanna ma, z formalnego punktu widzenia, ksztalt analogiczny do
rownania Liouville’a, ale jest to tylko analogia 7 fizycznego punktu widzenia sg to rozne
rownama Czesto stosowana nazwe rownanie Liouville-von Neumanna” nalezy uzna¢ za
mylacg 1° KryJe si¢ za nig mniej lub bardziej jawne zalozenie, iz kazda macierz gestosci
spelmajqca p* # p jest klasyczng mieszaning kwantowych stanow czystych. W niektorych
podejsciach sformutowanie to podnoszone jest niemalze do rangi aksjomatu.

Wiadomo jednak, iz istnieje klasa stanéw kwantowych spetiajacych p* # p i nie maja-
cych nic wspolnego z potklasycznymi macierzami gestosci. Sa to stany uktadow skorelowa-
nych z innymi uktadami kwantowymi. Kazde oddzialywanie pomiedzy uktadami kwantowy-
mi prowadzi do powstania takich stanow. Jedynymi uktadami kwantowymi, ktorych stany
opisywane sg przez projektorowe macierze gestosci, sa uktady catkowicie izolowane oraz (by¢
moze) Wszech$wiat jako calosé. Z samej definicji sa to wiec uktady nieobserwowalne.

W tym kontekscie dobrym przyktadem moze byé¢ uktad bozonéw wspomniany w cze-

Sci drugiej. Istnienie oddziatywan powoduje, iz N-czastkowe rozwigzanie \IIE]N) rownania

9Przy analizie stanéw mieszanych rozumianych jako klasyczne zmienne losowe okrelone na zbiorze stanéw
czystych interpretowaliSmy w(py) jako rozklad prawdopodobienstwa warunkéw poczatkowych dla dynamiki
kwantowej. W realnych eksperymentach takie rozklady sa zalezne od czasu. Nasze rownanie Liouville’a jest
konsekwencja dynamiki hamiltonowskiej (réwnanie von Neumanna) i zalozenia, iz pochodna zupelna w = 0.

10K rytyka ta odnosi sie réwniez do autora niniejszego opracowania, ktéry w swych publikacjach wielokrot-
nie stosowal termin ,réwnanie Liouville-von Neumanna”.



Schrodingera opisuje nietrywialne korelacje pomigdzy czastkami. Stan jednego takiego bo-
zonu opisywany jest zredukowang macierzg gestosci spetniajaca warunek p* # p. Jak juz
wspominalismy, w granicy N — oo gestos¢ prawdopodobienstwa (x|p|z) jest identyczna z
rozktadem prawdopodobienstwa wynikajacym z réwnania Grossa-Pitajewskiego. W otocze-
niu stanu podstawowego zredukowana macierz gesto$ci bedzie zalezna od czasu i spetnia
jakies rownanie von Neumanna. Chociaz nie dysponujemy tutaj doktadnym analitycznym
wynikiem, wydaje sie oczywiste, iz musi to by¢ réwnanie nieliniowe.

6 Wypuklosé figury stanéw

Powyzszy podzial standéw mieszanych (tj. spelniajacych p? # p) na stany ,w petni kwan-
towe” oraz ,potklasyczne mieszaniny” prowadzi nie tylko do rozrdznienia pomiedzy réwna-
niem von Neumanna a rownaniem Liouville’a, ale rowniez do nowego spojrzenia na status
koncepcji wypuklej figury standw [5, 6, 7]. Zacytujmy Mielnika:  Majac mieszany ansambl
obiektéw nieklasycznych, nie mozna wskazac¢ jednoznacznie jego czystych sktadowych i jed-
noznacznie okresli¢ sposobu przygotowania mieszaniny. Dwie mieszaniny przygotowane na
dwa rézne sposoby poprzez wziecie dwoch réznych zbiorow stanéw czystych moga by¢ nie-
odréznialne. Stwierdzenie to jest jednym z najbardziej negatywnych praw ograniczajacych
percepcje kwantowych ansambli: Mozna by je nazwaé pierwszq zasadg niemoznosci teorii
kwantowej i uwazac¢ za gléwny przejaw nieklasycznej natury mikroobiektéw. Powyzsze pra-
wo nie stosuje sie wytacznie do teorii ortodoksyjnej, lecz mozna je wyprowadzi¢ z geometrii
dowolnej figury statystycznej nie bedacej sympleksem” [7].

Zbioér rozwigzan uogdlnionego réwnania von Neumanna nie jest wypukty, gdyz wypukta
kombinacja rozwiazan réwnania nieliniowego nie jest (poza sytuacjami szczegdlnymi) jego
rozwigzaniem. Nie bedac zbiorem wypuklym, nie jest tez sympleksem.

Majac dane rozwigzanie p = ,o(t) nie jesteSmy w stanie roztozy¢ go na stany czyste, jeze-
li poprzez stany czyste rozumie¢ rozwigzania b@d@ce projektorami. W konstrukeji Mielnika
stany mieszane sa doktadnie tym, co powyzej nazwalismy pétklasycznymi stanami miesza-
nyms, czyli sa to rozktady prawdopodobienstwa okreslone na zbiorach ,czystych stanéw
kwantowych”. W naszym lie-poissonowskim sformutowaniu nie wida¢ zadnego powodu dla
ograniczania ,czystych stanéow kwantowych” do projektorow.

NatrafiliSmy wiec na trudno$é¢ natury terminologicznej. By¢ moze rozsadnym bytoby mo-
wienie o dwoch rodzajach stanéw czystych, a nie o stanach czystych i  kwantowych stanach
mieszanych”, przeciwstawianych mieszanym stanom pélklasycznym

Traktujz%c wszystkie rozwiazania spetiajace p = p', p > 0, Tr p = 1, nieliniowych réwnan
von Neumanna jako stany czyste tworzace brzeg abstrakcyjnej Wypuklej figury stanéw mo-
zemy utrzymac konstrukcje Mielnika i sformalizowaé idee rozroznienia pomiedzy réwnaniami
Liouville’a i von Neumanna !

Mozna sobie na koniec zadaé pytanie, jak to mozliwe (fizycznie), ze kombinacja wypu-
kta p = p1p1 + p2p2 dwdch rozwiazan danego rownania von Neumanna sama rozwiazaniem
tego rownania moze nie by¢. Jezeli tak jest, to ,obecnos¢” mieszaniny ps zmienia dynamike
mieszaniny p; (i odwrotnie), co moze mie¢ miejsce jedynie wtedy, gdy obie mieszaniny w
jakis sposob na siebie oddziatuja. Jest to sytuacja jak najbardziej mozliwa, mozna si¢ jedy-
nie zastanawia¢ czy oddziatywanie takie jest sensu stricto nieliniowe, czy tez nieliniowosé

11 Co ciekawe, na podobny problem natrafiono przy prébach logicznej aksjomatyzacji mechaniki kwantowej.
W swej pracy doktorskiej [8] Aerts zwrdcil uwage na podstawowa niemoznosé polaczenia struktury iloczynu
tensorowego z tzw. aksjomatem ortouzupelnienia, prawem nakrywajacym i aksjomatem atomowosci. Trud-
nos¢ polega na kwantowo-logicznym odréznieniu pomiedzy stanem |¥)(¥| opisujacym uklad zlozony ,,1+27,
a zredukowana macierza gestosci p1 = Tr2|¥)(¥|. Rozwiazaniem zaproponowanym niedawno [9] jest osta-
bienie aksjomatycznej definicji stanu czystego w sposéb dopuszczajacy dolaczenie zredukowanych macierzy
gestosci do zbioru stanéw czystych.



pojawia sie ,efektywnie”, w wyniku przyblizen. Problem ten, sam w sobie bardzo interesu-
jacy, jest w gruncie rzeczy nieistotny z punktu widzenia analiz prezentowanych w niniejszym
opracowaniu.

7 Dynamika stanéw czystych

W konstrukeji Mielnika dynamika stanéw generowana jest przez dynamike stanow czy-
stych czyli przez dynamike okreslon@ na brzegu figury stanéow. Standardowym punktem
WYJSCIa jest wiec tutaj nieliniowe réwnanie Schrodingera okreslajz%ce dynamike wektora sta-
nu i stad, poprzez przyporzadkowanie |¥) — |[U)(U|, lub jakie$ jego uogdlnienie (por. np.
[7]), przechodzimy do dynamiki stanéw ,mieszanych”. Podejscie, ktére proponujemy w ni-
niejszym omoOwieniu, jest inne, gdyz wychodzimy od dynamiki stanu ,.czystego” p.

Za ujeciem takim kryje si¢ pewna dodatkowa motywacja. Rozpatrzmy bowiem jakiekol-
wiek nieliniowe rownanie Schrodingera, np.

i (x) = (Hi)(2) + F([ () *)e(e) (37)

gdzie Hi jest liniowym hamiltonianem, a F' funkcjg. Rownanie to ma sens o tyle, o ile
sensowne jest opisywanie rozpatrywanego uktadu przy pomocy funkcji falowej 1(z).

Zaktadajac, ze chcemy wprowadzi¢ oddziatywanie dwoch obiektéw opisywanych (kazdy z
osobna) takim rownaniem nieliniowym, natrafiamy na trudnosé natury zupetnie zasadniczej:
Na skutek oddziatywan funkcja falowa uktadu ztozonego W(z, y) nie jest postaci ¢y (x)i2(y),
a wiec zaden z ukltadow, sam w sobie, nie jest opisywany funkcjg falows. ,Naturalnym”
rozwiazaniem wydaje si¢ wprowadzenie réwnania 2-czastkowego

iW(z,y) = (H, ®1+1® Hy)V(z,y) + F(|¥(z,y)*)¥(z,y). (38)

Réwnanie takie jest lokalne (jako réwnanie rézniczkowe). Okazuje sie jednak, iz nawet dla
ukladéw nieoddziatujacych i nawet dla funkcji spetniajacych F(fg) = F(f)+ F(g) warunek
U(z,y) # ¥1(x)s(y) wystarcza, zeby zredukowana macierz gestosci jednego uktadu zalezata
od hamiltonianu drugiego uktadu. Tak wiec pomimo formalnej lokalnosci zachodzacej na po-
ziomie przestrzeni konfiguracyjnej, pojawia si¢ fizyczna nielokalnos¢ na poziomie przestrzeni
fizycznej.

Rozwiazaniem problemu jest inne réwnanie 2-czastkowe:

(2, y) = (Hi ®1)¥(z,y) + Flpi(2,2))¥(2,y) + (1 © H2)¥(2,y) + F(pa(y,y)) ¥ (,5)(39)

gdzie py sa zredukowanymi macierzami gestosci. Lokalnosé fizyczna mozna w tym wypadku
udowodni¢ rozpatrujac dynamiki zredukowanych macierzy gestosci 2
To jednak nie koniec ktopotéw. Przejscie od (37) do (39) nie jest jednoznaczne. Mozna
wymysla¢ rézne nieliniowosci zalezne od zredukowanych macierzy gestosci, ktore zredukuja
SiQ do (37) dla stanéw produktowych (czyli zredukowanych macierzy gestosci spetniajacych
pr = pk) Jedyng szansg na uzyskanie formalizmu jednoznacznego jest odwrdcenie rozumo-
wania i przyjecie za punkt wyjscia réwnan von Neumanna.

12Zwrécil na to uwage jako pierwszy Polchinski w [23], potem ideg rozwinal troche Jordan w jezyku
lie-poissonowskim [24]. Za najogdlniejsze sformulowanie problemu mozna chyba uznaé podejscie od strony
3-nawiasu [10, 26]. Socjologa nauki powinien zainteresowaé fenomen cytowan pracy Polchinskiego. Niemalze
bez wyjatku artykul ten cytowany jest jako jedna z dwdch prac pokazujacych koniecznosé pojawienia sie
efektéw nielokalnych w konsekwencji dynamiki nieliniowej. W rzeczywistosci teza pracy byta dokladnie prze-
ciwna. Pomimo, iz praca Polchinskiego jest bardzo prosta i bardzo poprawna, znakomita wiekszos¢ fizykéw
zajmujacych sie podstawami nieliniowej mechaniki kwantowej nie przyjmuje do wiadomosci jej zasadniczych
tez.
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Tak wiec, chcac nie chcac, musimy rozpatrywaé¢ dynamike dang rownaniami von Neu-
manna, nawet jezeli interesujg nas jedynie stany czyste. Wyglada na to, ze poszukujac fun-
damentalnych nieliniowych uogoélnien mechaniki kwantowej musimy skoncentrowac sie na
uogolnianiu rownan von Neumanna, a nie na rownaniach typu Schrodingera.

Doktadniejsza analize problemu rozszerzen dynamik na uktady wielu czastek przedsta-
wiamy w rozdziatach XVI i XVII.

8 Problem 1: Dokladne rozwigzania nieliniowych réw-
nan von Neumanna-Heisenberga

Jak wida¢, nieliniowe réwnania ogodlnej postaci
iX = [H(X), X] (40)

pojawiaja sie w wielu zagadnieniach kwantowo mechanicznych. Zasadnicza trudnos$é¢ polega
jednak na tym, ze nie sa znane ogoélne techniki ich rozwiazywania. Sytuacja jest gorsza niz w
klasycznej teorii rownan rézniczkowych, gdyz nieliniowosci pojawiajace sie w (40) sa ,nieabe-
lowe”. Nawet dla tak prostych nieliniowosci jak wielomian pojawiajacy si¢ w réownaniu (22)
metody znane z teorii ,abelowych” réwnan rézniczkowych w ogoélnosci nie dadza sie zastoso-
wac. Nie znamy bowiem nieabelowych odpowiednikéw twierdzen o catkowaniu przez rozktad
na utamki proste, tak jak nie wiemy, co znaczy ,sprowadzenie do wspolnego mianownika”
dwoch operatorow.

W najprostszych przyktadach, gdy X sa skonczenie wymiarowymi macierzami, rownania
redukuja sie do uktadéw réwnan nieliniowych. Jest jednak rzecza typowa, ze mamy tu do czy-
nienia z operatorami X dziatajacymi w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta,
jak to widzielismy na przyktadzie oscylatora anharmonicznego. W tej sytuacji standardowe
metody oparte na redukowaniu (40) do uktadu réwnan nie daja praktycznie zadnych szans
na znalezienie rozwigzan, lub cho¢by udowodnienie ich istnienia, czy wreszcie okreslenie
podstawowych wtasnosci rozwigzan przy zalozeniu, ze istnieja.

Metoda binarnej transformacji Darboux, opisana w dalszej czedci niniejszej pracy, jest
przyktadem nowego typu analitycznej techniki catkowania nieliniowo$ci nieabelowych.

Réwnanie (40) posiada jeszcze jedna interesujaca wlasno$é pokazujaca jak subtelne moga
by¢ linie podziatu pomigdzy tym co liniowe w mechanice kwantowej, a tym co nieliniowe.

Otoz zatdzmy, ze udato nam sie znalez¢ jakies jawne rozwiazanie nieliniowego réwnania
(40), X = X (t). Podstwiajac to rozwiazanie do nieliniowego hamiltonianu H (X) uzyskujemy
pewien nowy operator Hi(t) = H(X(t)). Nasze rozwiazanie X (t) jest zatem réwnoczesnie
szczegblnym rozwigzaniem liniowego réwnania

WY = [Hy(t),Y], (41)

z hamiltonianem zaleznym od czasu. Obserwacja ta jest by¢ moze dos¢ banalna, ale zobaczy-
my poznlej, iz mozna w ten sposob generowa¢ doktadnie rozwigzalne réwnania (41) zZ ﬁzyczme
sensownymi i nietrywialnymi hamiltonianami zaleznymi od czasu. W wypadku réwnan von
Neumanna i Heisenberga z hamiltonianami zaleznymi od czasu zasadnicza trudnos¢ jest tej
samej natury, co w przypadku nieliniowym: Jest nig nieprzemiennosé¢ operatoréw Hi(ty) i
Hi(ty) wzietych w réznych chwilach czasu ¢, ty 1 zwiazana z nia niemozno$é dokladnego
przeniesienia na grunt nieabelowy wzoréw znanych ze zwyktej analizy. Typowa procedura
jest w tym wypadku rozwijanie rozwiazan w szereg Dysona, o ktorym skadinad wiadomo,
iz w wielu interesujacych przypadkach nie jest zbiezny. Procedura oparta o binarng trans-
formacje Darboux prowadzi do doktadnych rozwigzan bez konieczno$ci odwolywania sie do
metod perturbacyjnych.
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9 Problem 2: Jakie uogdlnienia r6wnania von Neuman-
na sg dopuszczalne?

Z pewnoscig nie wszystkie nieliniowe uogdélnienia liniowego réwnania von Neumanna sa fi-
zycznie sensowne. Nie wszystkie takie rownania beda prowadzity do normowalnych i nieujem-
nych rozwiazan p. Po drugie, istotne jest aby mozna bylo rozpatrywaé¢ w sposob wewnetrznie
spojny uktady nieoddziatujace. Chodzi o to, ze w kazdym realnym problemie mamy do czy-
nienia z poduktadem uktadu wigkszego. Jezeli poduktad 6w nie oddziatuje z otoczeniem,
to jego opis przy pomocy nieliniowego réwnania von Neumanna powinien by¢ niezalezny
od tego, czy zajmujemy si¢ nim tak jakby otoczenie nie istniato, czy tez z uwzglednieniem
otoczenia. Moze si¢ zdarzy¢, ze taki opis jest niemozliwy.

Problem zwigzany jest SciSle z wymogiem kompletnej dodatniosci dynamiki nieliniowej.
Zagadnieniu temu poswiecimy osobny rozdziat. Analize nieliniowego odpowiednika dynamik
kompletnie dodatnich trzeba przeprowadzi¢ w trzech krokach. Po pierwsze nalezy okresli¢
klase nieliniowych dynamik zachowujacych dodatnio$¢. Po drugie, nalezy sprecyzowaé¢ pro-
cedure rozszerzania dynamiki z poduktadu na uktady go zawierajace. Po trzecie wreszcie,
nalezy zrozumie¢ relacje tak zdefiniowanych dynamik do tzw. nieliniowych odwzorowan kom-
pletnie dodatnich rozpatrywanych w literaturze matematycznej.

10 Kwestia dodatnioSci rozwigzan uogoélnionych réow-
nan von Neumanna

Zatozmy, iz X (t) = X (t)T, Tr X(t) < oo, jest rozwigzaniem jakiego$ nieliniowego réwna-
nia operatorowego. 7 faktu, iz $lad X (¢) jest skonczony wynika, iz widmo X (¢) jest dyskretne.
Zeby X (t) byto macierza gestosci powinno zachodzi¢ Tr X (¢) = 1 (czyli $lad musi by¢ caltka
ruchu) oraz widmo X (¢) musi by¢ nieujemne dla kazdej chwili ¢.

Dopuszczalna jest sytuacja, gdy widmo jest zalezne od czasu, byle tylko te dwa powyzsze
warunki byly spelnione. W dalszej czesci artykulu poznamy przyktad dynamiki macierzy
gestosci z widmem zaleznym od czasu. Przy obecnym stanie wiedzy brak jest kryteriow ana-
litycznych pozwalajacych jednoznacznie oceni¢ na podstawie samego typu rownania kiedy w
takiej sytuacji widmo pozostaje dodatnie. Mozna sobie wyobrazi¢ sytuacje, gdy rozwigzanie
jest dodatnie tylko w skonczonym odcinku czasu.

Duzo ,bezpieczniejsza” jest sytuacja, gdy wiemy, iz wartosci wlasne X (t) sa niezalezne
od czasu. Wtedy wystarczy zagwarantowaé, iz X (0) jest macierza gestosci.

Uogdlnione réwnania von Neumanna przedstawione w nastepnym rozdziale formutowane
sg w ramach formalizmu lie-poissonowskiego oraz jego uogélnienia na dynamiki typu Nambu
z nawiasem wielokrotnym. Podejscie takie w sposob naturalny pozwala kontrolowaé nie-
zmienniki, cho¢ niekoniecznie symetrie. W szczegdlnosci, mozna zagwarantowac, ze wszyst-
kie wyrazenia C,(X) = Tr(X"), n € N, sg funkcjami Casimira i jako takie sa niezalezne
od czasu. Jest rzecza znana [12], ze w przypadku skonczonego zbioru niezerowych wartosci
whasnych X (¢) niezaleznosé¢ od czasu C,(X) implikuje niezaleznosé¢ od czasu wartosci wla-
snych X (¢). Okazuje sie, ze wynik ten tatwo mozna uogdlni¢ na przypadek nieskonczonego
zbioru wartosci wlasnych, o ile X (0) jest macierza gestosci [13].

Inng klasa rownan, ktérych rozwigzania maja dobrze okreslong interpretacje jako macie-
rze gestosci, sa nieliniowe réwnania catkowalne przy pomocy binarnej transformacji Darboux.
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11 Uogdlnione ré6wnania von Neumanna w formalizmie
typu Nambu

11.1 3-nawias

W czesci czwartej zapisaliSmy rownanie von Neumanna w wersji lie-poissonowskiej

— Q2 PA T e 42
ifa D00 O (42)
gdzie h = Tr (pH). Przepisujac to réwnanie jako
.. 8pd oh 0S
= abc R A = > ha S 43
ifa 30 Dpn O {pa. h, S} (43)

gdzie S = L1pap® = 39papy = 3Tr (p?) = 3Cs(p), dochodzimy w sposéb naturalny do

pojecia 3-nawiasu ,Lie-Nambu” '? [10] zdefiniowanego wzorem

0A 0B oC

A B, C}y = Quper—7—. 44
{ ) b } b apa apb apc ( )

3-nawias jest catkowicie antysymetryczny i spetnia tozsamosé [10]
{Cma Cna } = 07 (45)

gdzie C, = Tr(p*). Rozpatrzmy teraz funkcje g(z), o ktérej zakltadamy jedynie iz jest
rozwijalna w szereg potegowy oraz, ze dla dowolnej macierzy gestosci p operatory g(p),
f(p) =9 (p), gdzie ¢'(x) = dg/dz, sa dobrze zdefiniowane.

Tozsamosé (45) implikuje, iz dla dowolnej dynamiki danej réwnaniem

ipa = {pa,h, Trg(p)} (46)

zachodzi C = 0, dla kazdego naturalnego £ i dla dowolnego h, a co za tym idzie rozwiazanie
p(t) bedace macierza gestosci w chwili ¢ = 0 posiada widmo niezalezne od czasu. Dla h =
Tr (pH) réwnanie (46) zapisane w zwyktej notacji operatorowej jest nieliniowym réwnaniem
von Neumanna

ip=[H, f(p)] (47)

na ktore trafiliSmy juz wczesniej przy analizie réwnan zgodnych z liniowym réwnaniem
Schrodingera.

Za réwnaniem (47) kryje sie kilka réznych struktur hamiltonowskich. Po pierwsze, jak
juz wspomnieliémy wczesniej, jest to zwykte rownanie lie-poissonowskie z funkcja Hamiltona
hy = Tr(f(p)H). Bierze si¢ to z tozsamosci [11]

1

{- T (pH), Trg(p)} = {-, Te (g'(P)H), 5 Tr (p*)}- (48)

13Zapis réwnania von Neumanna przy pomocy nawiasu potréjnego wprowadzony zostal przez
Bialynickiego-Birule i Morrisona [14] w kontekscie zwyklej liniowej mechaniki kwantowej i bez zadnych
odniesien do mozliwosci nieliniowych uogélnien. Praca ta odegrata jednak podobna role dla rozwoju badan
nad nieliniowymi réwnaniami von Neumanna jak praca Nambu [15] dla teorii uogdlnionych uktadéw ha-
miltonowskich. Zwrécitla ona bowiem uwage na mozliwo$¢ uogdlnien kwantowej dynamiki bez zmieniania
struktury algebry obserwabli, co z kolei naprowadzilo na trop réwnan z f(p).
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Tak wiec funkcja Hamiltona dla (47) jest nie tyle ,liniowo usredniona energia”, ile raczej
»f-usredniona energia”. Patrzac na problem inaczej, mozemy powiedzie¢, iz z rozwiazaniem
p zwiazane sa dwie macierze gestosci: p oraz p = f(p)/ Tr f(p). Bardzo podobna sytuacja
wystepuje w termodynamice nieekstensywnej ', jezeli przyja¢ f(p) = p?, ¢ > 0.

Druga strukture hamiltonowska uzyskujemy definiujac, dla Tr (pH), nawias

(F,G)y ={F,h,G}. (49)

Jego antysymetria wynika z calkowitej antysymetrii 3-nawiasu, natomiast tozsamos¢ Ja-
kobiego implikowana jest przez liniowo$¢ h. Role funkcji Hamiltona pelni S = Trg(p).
Doktadniejsza analize tego problemu mozna znalezé w [3, 2].

Jak widaé¢, wybor liniowej funkcji h jest dosé¢ naturalny, nawet jezeli chcemy aby
dynamika byta nieliniowa. Istnieje oczywiscie mozliwo$¢ wybrania ogdlnego nieliniowego
h # Tr(f(p)H) przy standardowym S = C5/2, lub uogélniania zaréwno h jak i S. Ta
pierwsza mozliwos¢ rozpatrywana byta przez Bone [22] i Jordana [24] w kontekscie nieli-
niowej mechaniki kwantowej Weinberga [25]. Réwnanie von Neumanna przyjmuje woéwczas
postac

ip=[H(p), ] (50)

gdzie H(p) = g—’;. Tak ogdlny nieliniowy operator H(p) jest jednak trudny do zinterpretowa-

nia w kategoriach fizycznych 5. Najogélniejszy przypadek (nieliniowe h i S # Cy/2) nie byt
doktadniej badany.

11.2 (2n + 1)-nawias

3-nawias bywa nazywany nawiasem Lie-Nambu ze wzgledu na obecno$¢ stalych struk-
turalnych algebry Lie. Uogolnienie mechaniki klasycznej zaproponowane przez Nambu [15]
oparte bylo na zastapieniu calkowicie antysymetrycznego symbolu €abe; POjawiajacego sig
w nawiasie Lie-Poissona bryly sztywnej, symbolem n-wymiarowym €,,. 4, 1 odpowiednim
uogdblnieniem 3-nawiasu na n-nawias. Symbol €4, z jednej strony zwigzany jest z objetoscia
(poprzez wyznacznik macierzy 3 x 3), z drugiej za$ z obrotami (poprzez stale strukturalne
algebry obrotéw). Wedlug Nambu, nawias Poissona dla réwnan Eulera, z geometrycznego
punktu widzenia, zwigzany jest raczej z objetoscia niz z obrotami, a parametr n opisuje wy-
miar przestrzeni stanéw. Myslac o 3-nawiasie dla rownania von Neumanna widzimy jednak,
ze Qqe nie ma wyraznego zwigzku z objetoscia, co ma nawet pewien sens, gdyz w typowej
sytuacji wymiar przestrzeni stanow jest nieskonczony. Na pierwszy rzut oka jest wiec rzecza
zupetnie nieoczywista, czy istnieje jakies naturalne uogoélnienie réwnania von Neumanna przy
pomocy n-nawiasu z n > 3, do tego zgodne z liniowym réwnaniem Schrodingera i majace
rozwigzania o widmie niezaleznym od czasu.

Przyjrzyjmy sie wiec jeszcze raz tensorowi metrycznemu g,, oraz staltym strukturalnym
Qape. Tensor metryczny definiowany byt jako (1/2 razy) druga pochodna (funkcjonalna lub
czastkowa) kwadratu normy Hilberta-Schmidta macierzy gestosci. Macierz gestosci dziata

4 Termodynamice nieekstensywnej po§wiecony jest specjany numer Brazilian Journal of Physics 29, No. 1
(1999). Pelna bibliografie zagadnienia mozna znalezé pod adresem http://tsallis.cat.cbpf.br /biblio.htm.

15Chodzi o wartosci whasne dh/dp. W g-termodynamice ,éredniej” h = Tr p? H odpowiada pewien dh/dp,
ale fizyczne widmo energii stanowia wartosci wlasne H a nie ,efektywnego” hamiltonianu 0h/dp, ktére
same w sobie tez nie sa fizycznie dobrze okreslone, por. M. Czachor, Phys. Rev. A, 53, 1310 (1996). Dla
og6lnego wyboru h moze nie istnie¢ zaden jednoznacznie zdefiniowany H. Ro6wnania z 3-nawiasem i liniowym
h definiuja H jednoznacznie, co pozwala wprowadzaé¢ uogélnione funkcje Hamiltona przy niezmienionym
pojeciu widma energii. Taka interpretacja wprowadzona zostala w [10] ze wzgledéw czysto formalnych.
Statystyki nieekstensywne dostarczaja tutaj calej gamy réznych argumentéw fenomenologicznych.
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w przestrzeni Hilberta, w ktorej tez jest okreslona jaka$ norma. ,Tensor metryczny” z nig
zwigzany mozna okresli¢ jako

an _ 0%
0P A0 ar

gdzie, analogicznie jak w czesci IV, definiujemy wspoétrzedne wektora stanu poprzez |¢) =

w

(¥[¥) (51)

YalA), (] = P (A’| 6. Tensor odwrotny I, definiujemy poprzez rozktady jednosci **
Licow?? = 6,8 (55)
Icaw®E = 647 (56)
Definiujemy nastepujace dwa tensory
guan = AL A AL A Al A (57)
Gayan = Imadagalagay - Ia, jar Lo, . (58)

Tensor metryczny g% jest szczegdlnym przypadkiem (57) dla n = 2. Zachodzi réwniez gq, =
Ga- Natomiast (sic!) uzywajac gq do obnizenia indekséw w (57) znajdujemy

Yaias...an, = Gan...agm- (59)

Dlatego tez jezeli piszemy, przyktadowo, gu. oznacza to ,obnizong” wersje ¢%¢, czyli G .
Niech teraz nawiasy prostokatne obejmujace zbior indeksow oznaczaja antysymetryzacje.
Zachodza wzory

Co = 9" pay -+ Pa, (60)
Qabc = 2 !g[abc] (6 1 )
Qabc — 2!g[abc] (62)

16Stosujemy konwencje sumacyjng. W bazie odpowiadajacej wspéirzednym ciaglym, np. pedowi, pochodne
czastkowe zastepujemy funkcjonalnymi i sumy catkami. wA4’ jest w ogélnosci dystrybucja okreslajaca jadro
calkowe definiujace iloczyn skalarny. Nie zawsze jest to wiec delta Diraca badz Kroneckera.

17Oznaczanie obu tensoréw przez w oraz I moze sic wydawaé dziwaczne. Uzasadnienie jest nastepujace.
Roéwnanie Schrodingera mozna zapisaé jako klasyczne réwnania Hamiltona w postaci

- oh
- AA — i 52
w Py Do (52)
= ah
—iw,, = —. 53
w (o) a ( )

Dla rzeczywistej funkcji Hamiltona h oba réwnania przechodza w siebie wzajemnie przy sprzezeniu zespolo-
nym i mozna je traktowac jako zespolony zapis rownan Hamiltona gdzie czesci rzeczywiste i urojone 4 sa
odpowiednikami kanonicznych pedéw i wspoélrzednych. Nawiasem Poissona jest

oF 0G
{F,G} =Tan—

Oznacza to, ze wAA jest zespolong postacia wspolrzednych formy symplektycznej a 144/ odpowiada tenso-
rowi poissonowskiemu, co jest zgodne ze zwyczajowa notacja. Préby uczynienia notacji bardziej elegancka,
np. poprzez oznaczenie g44" i g4/, okazaly sie nieudane i miejscami mylace.
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sugerujace nastepujace definicje:

Qal...an = (n_l)!g[al...an} (63)
Qat-an (77/ . 1)!g[a1...an] (64)

oF £,
{F\,...,F,} = Q L9 (65)

Tak zdefiniowany nawias jest catkowicie antysymetryczny i znika tozsamosciowo dla parzy-
stego n. Dla nieparzystych n nawias jest nietrywialnym uogdélnieniem 3-nawiasu.
Twierdzenie 1: Niech n = 2m + 1. Wtedy

2)

{Ck170k27“‘70km+17'7"'7'}:O (66)
b)
{C’kl,C’k2,-,...,-}|p2:p:0 (67)
c¢) Niech ,,~” oznacza sprzezenie zespolone. Wtedy
{Fla---7F4m+3} — _{Fla---7F4m+3} (68)
{Fla---7F4m+1} — {Fla---7F4m+1} (69)
Wnhniosek 1: Niech z3 = —1%, 2gmi3 = —i|2amss|, 2ams1 = |Zam+1], 22m = 0 a funkcje S; =
S;(Ch, Cy, .. .) sa rozniczkowalne wzgledem Cj. Wtedy réwnanie

pa - Zzn{pcuhla"'7h(nfl)/2asl7°"aS(nfl)/Q}a (70)

posiada nastepujace whasnosci

a) dla p? = p redukuje si¢ do liniowego réwnania von Neumanna,

b) implikuje Cy = 0,

c¢) pochodna p jest hermitowska,

d) rozwiazania mozna zapisa¢ w formie szeregu, ktorego kazdy wyraz jest hermitowski.

Whiosek 2: Rozwiazania p(t) takiego réwnania, o ile istnieja, sa macierzami gestosci jezeli
p(0) jest macierza gestosci.

Przyktad: Rozpatrzmy réwnanie z 5-nawiasem, z5 = 1,

pa - {p(mhlahQ)SlaSQ}a (7]‘)

gdzie hy = Tr(A1p), ha = Tr(Agp), S1 = Cy/2, Sy = C3/3. Jest ono réwnowazne operato-
rowemu rownaniu

po=([p, Ai]As — [p, AsJ A1) p* + p*(As[ Ay, p] — As[As, p)])
+p(A2,02A1 — A102A2) + (A1P2A2 - A2P2A1)P
= [p[A1, AQ]p + [Ah AQ]pQ + [pa [AQ, Al]p]-l—a p] ) (72)

gdzie [A, Bl = AB + BA, [A, B]¢c = ACB — BCA. Jak wida¢ jest to nieliniowe réwnanie
von Neumanna z hamiltonianem

H(/O) = ip[Ala AQ]/O + i[Alv A2]P2 + [/07 i[A% Al]p]Jr' (73>

Latwo tez sprawdzié, ze p = 0 dla p* = p. Do réwnan typu Nambu wrocimy jeszcze przy
okazji analizy problemu rozszerzania dynamiki z poduktadu na uktad go zawierajacy.
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12 Uogdlnione réwnania von Neumanna calkowalne
przy pomocy binarnej transformacji Darboux

Techniki typu Nambu pozwalaja na czesciowg charakteryzacje rozwigzan uogoélnionych
rownan von Neumanna. Problem jednak w tym, ze nie mamy gwarancji, ze owe rozwigzania
w ogole 1stnleJ@‘ Rozwigzania formalne, dane za pomoca szeregdéw, mozna co prawda napi-
sa¢, ale nic nie wiemy na temat ich zbieznodci. Rownania te sa nieliniowe i, jak wida¢ w
powstzym przyktadzie, bardzo ,nieabelowe”,

Pierwszym réwnaniem, dla ktorego udato si¢ podac algebraiczng technike znajdowa-
nia doktadnych rozwiazan [16] (binarna transformacje Darboux) jest réwnanie Eulera-
Poincarégo-Arnolda-von Neumanna '8

ip=[H,p*| = [Hp+ pH, p). (74)

Jest ono postaci (25). Mozna je zatem uzyskaé przy pomocy 3-nawiasu jesli h = Tr (Hp),
S = (C3/3. Alternatywnie, mozna mysle¢ o nim jako o lie-poissonowskim réwnaniu z funkcja
Hamiltona hy = Tr (Hp?).

W nastepnym kroku, gdy juz zrozumiano powody, dla ktérych transformacja Darboux
moze by¢ tu zastosowana, znaleziono ogdlniejsza klase takich réwnan [17], mianowicie

ip = [H(p),p]
= YAt g = Yo A (75)

gdzie A jest niezaleznym od czasu samosprzezonym operatorem. Roéwnania takie nie sg juz w
ogolnosm typu Nambu (przynajmnlej taka ich postac nie jest mi znana ) natomiast posiadaja
rozwigzania bedace macierzami g@stosm Roéwnania nalezace do powyzszej klasy posiadaja
nieliniowosci kwadratowe co zdaje si¢ mie¢ zwigzek ze strukturg binarnej transformacji Dar-
boux.

12.1 Binarna transformacja Darboux i laxowska reprezentacja
réwnan von Neumanna

Roéwnania (75) mozna traktowaé jako relacje pomiedzy p i A bedaca warunkiem nie-
sprzecznosci pewnego uktadu réwnan liniowych. Sa to dwa réwnania, tzw. para Laxa dla
(75), nastepujacej postaci

zulp) = (p—pA)lp), (76)
ilg) = (DA™ FpAF — pAT) ), (77)
k=0

gdzie z,, u € C. Rzeczywiscie, mnozac (77) przez z, i rézniczkujac (76) po czasie, i wreszcie
poréwnujac oba wyniki stwierdzamy, ze |p) moze istnie¢ pod warunkiem, ze zachodzi (75).

18Nazwa bierze sie z ksztaltu réwnania, analogicznego do pewnego zapisu réwnan Eulera dla bryly sztyw-
nej. Réwnania Eulera zostaly uogdlnione na przypadek algebr innych niz o(3) przez Arnolda. J. E. Mars-
den sugerowal w prywatnej rozmowie, iz wlasciwszym byloby moéwienie o réwnaniu Eulera-Poincarégo-von
Neumanna, gdyz wyniki uzyskane przez Arnolda znane byly wczesniej Poincarému. Standardowe rownanie
Eulera-Poincarégo-Arnolda posiada rozwigzania, ktore nie sg macierzami gestoéci a H nie jest hamiltonia-
nem.
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Tak wiec, jezeli udato si¢ nam znalezé jakie$ rozwiazanie |¢), to wiemy, ze operatory A i p
powiazane sa réwnaniem (75).

Zazwycza] dla danego A tatwo jest znalezé jakies rozwiazanie p speliajace (75) i stowa-
rzyszone z nim rozwigzanie pary Laxa. Takie ,tatwe” rozwiazania sa, same w sobie, zazwyczaj
niezbyt interesujace. Idea transformacji Darboux polega na znalezieniu przeksztatcenia

p — p[l], (78)
lp) = lell]), (79)
takiego, ze
zlell]) = (pll] — pA)|el]), (80)
ilell]) = (I;A"kp[l]A'“—uA"“)\w[l]% (81)

Z samej konstrukcji wynika, ze jezeli |¢[1]) istnieje, to p[1] spetnia (75). Na podstawie ,nie-
ciekawego” rozwiazania p skonstruowaliSémy wiec nowe rozwiazanie p[l]. Sztuka operowania
transformacja Darboux polega na konstruowaniu nietrywialnych p[1].

Przy konstrukcji transformacji jako punkt wyjscia bierze sie az trzy pary Laxa. Jedng
pare juz poznaliSmy. Pozostate dwie wybiera sie zazwyczaj w wersji sprzezonej tj.

Al = (@l(p—A), (52)
—it] = @M(ng”*pAk—AA””) (33)
20d = (o —rvA), (84)
iyl = <xﬂ(§;fv**pAk—-uAn+0, (35)

gdzie A, zy, v, 2z, sg pewnymi nowymi parametrami zespolonymi. Zauwazmy, ze pary sprze-
zone posiadaja taki sam warunek niesprzecznosci jak para (76)—(77). Wybér dwoch dodat-
kowych par w wersji sprzezonej pozwala na stosowanie tej techniki nawet w wypadku, gdy
A nie jest samosprzezony. Pary (76)—(77) i (84)—(85) wykorzystane zostana do przetransfor-

mowania pary (82)—(83) 1.

Definicje:
e x|
ros (x|e) (86)
pll] == p+(p—v)[P A (87)
Wil = @l(1-5—2p) (88)

Uwagi: (a) W konkretnych zastosowaniach najprosciej jest wybraé (x| = (¢|, v = 1. Wtedy
A = AT, p = p' implikuja p[1] = p[1]T. (b) Istnieje wersja binarnej transformacji Darboux
dla réwnan, w ktérych rozwiazania par Laxa nie sa wektorami, lecz operatorami [16, 17]. (c)
Czytelnik zaznajomiony ze zwykta transformacja Darboux wykorzystywang w supersyme-
trycznej mechanice kwantowej i jej wersja binarng [18] moze sie zastanawiaé¢ w jakim sensie

YW wyborze tej konkretnej (sprzezonej) pary nie ma nic szczegdlnego. W rzeczywistosci dowolne dwa
rozwiazania moga by¢ uzyte do przetransformowania trzeciego.
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nasza transformacja jest binarna. Odpowiedz jest nastepujaca: nasza binarna transformacja
skonstruowana zostata w doktadnej analogii do standardowej transformacji binarnej, tyle ze
za punkt wyjscia bierze sie tzw. elementarng transformacje Darboux [19]. Sama elementarna
transformacja — jak dotad — nie okazala sie w przydatna, wiec jej nie omawiamy.

Twierdzenie 2: [17]

At = @Al(p[t] — AA) (89)
—iN]l = (w3 A pA = aam) (90)

Twierdzenie 3: [17]
pl1] = (1+"% - “P)p(1+ T“P) = TpT". (91)

Uwagi: (a) Twierdzenie 3 jest rzeczywiscie twierdzeniem a nie definicja. Przejscie od definicyi
(87) do wzoru (91) wymaga zalozenia, iz P konstruowane jest przy pomocy rozwi@zan par
Laxa. Wzor (91) nie zachodzitby, gdyby pare Laxa zastapi¢ para ,zerowej krzyvvlzny tj.
gdyby réwnanie wlasne wystepujace w parze Laxa zastapi¢ ogdlniejszym réwnaniem typu
Zacharowa-Szabata [16, 17]. (b) T jest unitarny, jezeli v = fi. Jezeli dodatkowo p jest urojone
toT =1—-2P

Twierdzenie 4: [17] Niech X bedzie operatorem spetniajacym [X, A] = [X,p] = 0, p
rozwiazaniem réwnania (75) a Y liczbg zespolona. Wtedy

PX(t) _ e—z‘(n—f—l)XA”t(p(t)_|_X)ez‘(n+1)XA”t (92)
py(t) = Yp(Yt) (93)
réwniez spetniaja (75).

Uwaga: Twierdzenie 4 jest wykorzystywane do konstruowania macierzy gestosci p[1] z roz-
wigzan p, ktore sg niedodatnie lub nieunormowane.

13 Dwie strategie prowadzace do nietrywialnych p|1]

Powyzsze twierdzenia gwarantuja jedynie, iz przeksztatcenie p — p[l] produkuje jedno
rozwiazanie na podstawie innego rozwiazania. Nie mamy jednak zadnej gwarancji, ze p|[1]
bedzie fizycznie interesujace. Co gorsza, musimy wystartowac od rozwigzania p, ale skad je
wzigc?

Doktadniejsza analiza struktury par Laxa pozwolita na znalezienie dwoch strategii pro-

wadzacych do interesujacych rozwigzan. Zostaty one szczegdlowo przedstawione w pracach
[16, 17, 20, 21].

13.1 Strategia pierwsza
Dziata ona w wypadku rownania
ip = [H, ). (94)

Niech a € R. Wybieramy p(0) spetiajace warunek [A,, H] = 0, gdzie A, = p(0)? — ap(0).
Jak tatwo widzie¢ operator

p(t) = exp[—iaHt]p(0)exp [iaH{] (95)
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jest rozwiazaniem (94). Znajdujemy

plJ(t) = T (p(0) + (1 — A Fu() e m 2 [10(0)) (p(0)], H]eh )M, (96)

gdzie |¢(0)) jest rozwiazaniem pary Laxa (76)-(77) (dlan =1, A = H) w chwili poczatkowe]

t=0a
Fu(t) = (p(0)] exp (i& " |;‘A t)[(0)).

Zauwazmy, ze dla |p(0)) bedacego wektorem wtasnym A, skracaja sie zalezne od czasu
czynniki stojace obok komutatora [|p(0))(p(0)|, H]. Tak wigc warunkiem koniecznym dla
nietrywialnosci p[1] jest A,|p(0)) # alp(0)), a €

Korzystajac z Twierdzenia 3 mozemy napisac¢

pll(t) = Te™™p(0)e T (97)
Aby p[1](t) byto macierza gestosci wystarczy, zeby p(0) nia byto, gdyz operator
U(t) _ TeiaHt _ (1 + uP( )) —iaHt (98)
fi
jest unitarny. Mozemy zatem napisaé¢ zalezny od czasu generator dynamiki ¢ — p[1](t)
Hi(t) = UU! (99)
= TT ' +aTHT" (100)

Macierz gestosci p[1] jest réwnoczes$nie rozwiazaniem dwoch réwnain von Neumanna: nieli-
niowego

ip[1] = [H, p[1]"] = [Hp[1] + p[1]H, p[1]] (101)

oraz liniowego
ip[l] = [Hu(t), p[1]]. (102)
Latwo to zrozumie¢. Zachodzi po prostu
Hy(t) = Hp[1](t) + p[1](¢) H. (103)

Przyktad zastosowania powyzszej metody do konstrukcji zaleznego od czasu hamiltonianu
H,(t) wraz z odpowiadajacym mu rozwiazaniem p[1](t) podany zostal w pracy [21]. Oka-
zalo sig, ze Hl( ) opisuje rozpraszanie impulsu analogicznego do solitonu optycznego na
uktadzie 3-poziomowym. Natomlast z punktu widzenia dynamiki nieliniowej p[1](¢) opisuje
proces ,samorozpraszania’ (rozproszeniowego odpowiednika samooddziatywania) oscylatora
harmonicznego.

Granica pomiedzy tym co liniowe, a tym co nieliniowe, jest w mechanice kwantowej
rzeczywiscie delikatna.
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13.2 Strategia druga

Metoda naszkicowana powyzej nie stosuje si¢ do réwnan (75) dla n > 1. Réwnania
takie sg ,nieabelowymi zaburzeniami” rownania Eulera-Poincarégo-Arnolda-von Neumanna.
Przyktadowo, dla n = 2 znajdujemy

Zp = [AQ, p2] + [A7 IOAp] (104)
= [H,p|+ VH, pVHp| (105)

gdzie Wybralismy A=+H.

Punktem wyjscia jest tuta] obserwaCJa [17], ze dla kazdego n réwnania te posiadaja (co
najmniej) dwie klasy rozwigzan stacjonarnych spetniajacych warunek pA = +Ap. Przypa-
dek, gdy Aip komutujg nie jest interesujacy, gdyz operator P dany réwnaniem (86) bedzie
komutowat 7 pi

Natomiast dla ,oA = —Ap jest szansa na wynik nietrywialny. Zatézmy [P, p] # 0. Dla
n=2m

ilg) = (Amp—pA™)|p) = 2,A"|p) (106)

wiec rozwigzanie jest postaci

|o(1)) = ™4™ |(0)). (107)

Dlan=2m+1
ilp) = —pA"p) (108)

skad wynika, iz
[p(1)) = €4 p(0)). (109)

Z faktu, iz p oraz z, sa zespolone wynika nietrywialno$¢ transformacji. Wyjatkiem jest
sytuacja, gd)y rozwiazanie pary Laxa jest wektorem wlasnym A" (dlan = 2m) lub A" (dla
n=2m-+1

Nalezy mie¢ na uwadze fakt, iz p antykomutujace z dodatnio okreslonym A nie moze
by¢ operatorem dodatnim, gdyz Tr pA = 0. Wtadnie w tym miejscu istotna role odgrywaja
transformacje wystepujace w Twierdzeniu 4.

Strategia pierwsza zostala zastosowana do konkretnych przyktadéw w [16, 21]. Strate-
gia druga oméwiona zostala szczegétowo w [17] i zilustrowana przyktadem w [20]. W obu
przypadkach uzyskano bardzo szczegdlng klase macierzy gestosci nazwanych rozwigzaniami
Samorozproszeniowymi.

14 Rozwigzania samorozproszeniowe

Rozpatrzmy hamiltonian postaci H = €N, gdzie € jest parametrem a

szjo(rjtn)\r—l—n}(rjtn\. (110)

Parametr r € R zalezy od konkretnego modelu (np. » = 1/2 dla 1-wymiarowego oscyla-
tora harmonicznego; dla 3-wymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego r = 3/2).
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W przestrzeni Hilberta z baza {|r + n)}22, Wyblerzmy jakas 3-wymiarowa podprzestrzen
rozpieta przez trzy kolejne stany wzbudzone |k), |k + 1) oraz |k + 2).

Stosujac pierwszg strategie dochodzimy do rodziny rozwigzan parametryzowanej przez
aeR

2

P11 = D PO 1rurolk + u)(k + 0| (111)

u,v=0

gdzie macierz wspétezynnikow w (111) wyglada nastepujaco

L[5 Ew <
A0 = 7 | €0 5§§5§§)’ (112)

24 3i —v/5i) \/3+Vba
§0 = (\;;(ew()tﬁ +l2e :;t/5) e (113)

ge2wot/5 | (1 + 4\/52') o2

_ 2iwot
C(t> - 3(e2wot/5 + OzQ) e, (114)

wo = 10¢/(15 4 /5) jest pewna nowa czestoscia okreslajaca dynamiki asymptotyczne. Prze-
pisujac (111) jako

pl(t) = e py(t)e™ (115)
znajdujemy, dla 0 < |a| < oo,
5 1 45
3 3
pun(—00) = iz ) ’ 4v/5i P Ve X ’
—3+ 75 0 5
5 0 -3
pint(+00) = ==| 0 5+V5 0
-3 0 5
Widzimy zatem, ze rozwiazanie nasze interpoluje w sposéb ciagly pomiedzy stanami
gLy y
pult) = gy (—o0)et N (116
oraz
Pout(t) = € N py(4o00)e™ 0N, (117)
Stany asymptotyczne spetniaja liniowe rownanie
ip = [woN, p] (118)

opisujace swobodna ewolucj¢ oscylatora harmonicznego. Fakt, iz plnt(+oo) # Pint(—00) 0zna-
cza, ze mamy do czynienia z dynamikg charakterystyczng dla rozpraszanla Jednakze w prze-
c1w1enstw1e do standardowego opisu standéw rozproszeniowych przejscie od pj, do pous dane
jest w sposéb jawny dla kazdej chwili t. Mozemy tez, na podstawie (100), napisa¢ doktadna
posta¢ hamiltonianu generujacego dynamike interpolujaca. Jest nim

Hl(t) = wON -+ Hint(t) (119)
gdzie Hin(t) opisuje asymptotycznie wylaczane zaburzenie w 3-poziomowej podprzestrzeni
okreslonej przez wybér p[1]. Jawna postaé takiego zaburzenia mozna znalezé w [21].
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-20 0 20 40 60

Rysunek 1: Potozeniowa gesto$¢ prawdopodobienstwa dla jednowymiarowgo oscylatora har-
monicznego w stanie samorozproszeniowym jako funkcja czasu dla —25 < t < 60. Wyraz-
nie wida¢ ciagte przejscie pomiedzy symetrycznymi stanami asymptotycznymi. Hamiltonian
Hiw(t) opisuje w tym wypadku rozpraszanie impulsu typu ,sech” na uktadzie 3-poziomowym
odpowiadajacym 2, 3 i 4 stanom wzbudzonym oscylatora. Moment samorozpraszania prze-
suwa sie proporcjonalnie do In |a|. Rysunek odpowiada ov = 5 [21].

15 Macierz gestosci z widmem zaleznym od czasu

Jak juz wspominaliémy na poczatku artykutu, z punktu widzenia interpretacji rozwiaza-
nia p jako macierzy gestosci bardzo uzyteczne jest, jezeli potrafimy udowodni¢ niezaleznosé
wartosci wlasnych p od czasu. Warunek taki nie jest jednak konieczny. Wystarczy jezeli
Trp=1oraz p > 0.

Rozpatrzmy uklad dwoch czastek o spinie 1/2 opisywanych hamiltonianem

12 0 0
H=20,®1+1®o0, = (2) (1) _01 g (120)
00 2 -1
Stosujac pierwsza strategie konstrujemy p[1](t) = exp[—5iHt|pin(t) exp[bi Ht] gdzie
Pint (t)
5—/Ttgh2t 0 —13i-3V7—TB—iy/T05  —Ti+3y/7—3/T5+iv/105
1 0 5+ ﬁtgh i 15i+\/§5cis/%£z\/ﬁ \Eg/%(fil/%
_ b h
2 13z‘73\/5;)£:i\/ﬁ 715i+\§;£+i\/ﬁ 51 Scx—cl)% ’itgh ot 2“’8 x
IR I 0 5— V5 tgh2t
p[1](t) jest nieunormowang macierza gestosci spetniajaca ip[l] = [H, p[1]%] (rozwigzaniem

unormowanym jest p[1](¢/10)/10). Z ogélnych wlasnosci transformacji Darboux (lub dyna-
mik lie-poissonowskich) wynika, iz widmo p[1] jest niezalezne od czasu.
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Tak jednak nie jest [3, 16], jezeli rozpatrzymy zredukowane 1-czastkowe macierze gestosci
p1 = Trop[l], p2 = Trip[l]. Ich wartosci whasne to, odpowiednio,

1 V15— 7
pa(l) = —ii\/_tgh%, (121)
2 20
1 /26 + 2105
9) = YTV 122
p=(2) 2 40 cosh 2t (122)

Zauwazmy, iz na pierwszy rzut oka obie czastki ze sobg nie oddziatuja, gdyz H nie zawie-
ra cztonu oddziatywania. Przyktad 6w pokazuje, ze problem jest jednak bardziej ztozony.
Hamiltonian H;(t) odpowiadajacy rozwiazaniu p[l] zawiera¢ bedzie cztony oddzialywania,
ktore nie znikng po wyliczeniu czesciowych sladow. Dochodzimy wiec do anonsowanego juz
wczesniej problemu opisu uktadéw nieoddziatujacych.

16 Roéwnania von Neumanna dla podukladow

Istnieje klasa réwnan nieliniowych, dla ktérych tatwo konstruuje si¢ rozszerzenia dyna-
mik z poduktadéw na uktady je zawierajace. Sa to rownania lie-poissonowskie, lub ,prawie
lie-poissonowskie” [26]. Ogdlniejsze réwnania typu Nambu whasnosci tej zdaja sie nie po-
siada¢, przynajmniej w ramach zwyktego opisu poduktadu przy pomocy zredukowanych
macierzy gestosci. Wynika stad, ze ,dualne” struktury hamiltonowskie dla réwnan posta-
ci ip = [H, f(p)] przestaja by¢ réwnowazne, jezeli spojrzeé na nie z perspektywy dynamik
poduktadow.

Zilustrujmy to przyktadem. Rozpatrzmy réwnanie ip = [H, p?| Przy pomocy nawiasoéw
Poissona wprowadzonych powyzej mozemy je zapisa¢ lie-poissonowsko jako

ipa = {pa, Te Hp*} = {pa, Tr Hp?, Tr p* 2} (123)
lub ,dualnie” jako
ipa = (pa, Tr p*/3)u = {pa, Tr Hp, Tr p*/3}. (124)
Ujmujac rzecz od strony technicznej, réwnanie (123) prowadzi do
ip=[Hp+ pH, p| (125)
a (124) do
ip = [H, (126)

co rzeczywiscie wychodzi na jedno. Jezeli, jak zakladamy, rownanie opisuje poduktad, to p
jest zredukowang macierza gestosci, np.

p=p1= Tropiyo, (127)

gdzie pi1o jest macierzg gestosci catego uktadu ztozonego. Z faktu, iz macierz zredukowana
zmienia sie w czasie wynika, iz p; o jest réwniez zalezna od czasu. Interesuje nas znalezienie
réwnania spetnianego przez p;,o przy dodatkowym warunku, ze Tropi o spelnia (126). Jest
jasne, ze aby problem byl dobrze okreslony musimy co$ zaloZyé o dynamice uktadu ,2”
zdefiniowanego przez zredukowang macierz gestosci po = Tripiyo.
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W ramach formalizmu lie-poissonowskiego zaktadamy jedynie, iz uktad py spetnia row-
nanie typu Lie-Poissona z jakas funkcja Hamiltona hy = ho(pe). Okazuje sie, iz wystarczy
zatozy¢ teraz, ze funkcja Hamiltona uktadu ztozonego jest postaci

h1+2 = hlo Tr2+h20 Tl"l (128)
a 0 = p1io spekhia
i@a1a2 = {Qa1a27 h1+2} (129)

gdzie wprowadzili$my ztozony indeks a = ajay. Przyktadowo, zatézmy hy(ps) = TroHops,
hi(p1) = TriHip?. Wtedy (129) réwnowazne jest nieliniowemu réwnaniu von Neumanna

i0=[(Hip1 + p1H1) ® 1o + 11 @ (Hapa + patl2), 0]. (130)

Biorac cze$ciowe §lady z obu stron réwnania (130) odtwarzamy wyjSciowe réwnania von
Neumanna dla poduktadéw. Zapisujac (129) w wersji Lie-Nambu

Z.Q'alag = {Qa1a2> h1+25 CQ(Q)/Q} (]‘3]‘)

stwierdzamy natychmiast, iz C,(0) = Triy2(0") sa funkcjami Casimira, skad wniosek, iz
widmo p jest niezalezne od czasu. To samo dotyczy widm zredukowanych macierzy gestosci,
gdyz kazda z nich z osobna takze spetnia rownanie lie-poissonowskie. Doktadniejsza analize
problemu opisu poduktadéw z perspektywy lie-poissonowskiej i Lie-Nambu znalez¢é mozna
w pracach [24, 23, 10, 26].

W opisie ,dualnym” sytuacja wyglada inaczej. WidzieliSmy juz w czesci poprzedniej, iz
rozwiazanie réwnania

i0=[H @1y + 1, ® Hy, 0% (132)

prowadzi do zredukowanych macierzy gestosci o widmach mogacych zalezeé¢ od czasu. Stad
wniosek, ze

ipl 7é [Hlap%]’ (133)

a zatem (132) nie moze by¢ alternatywnym rozszerzeniem (126) na uktad ztozony.
Sprébujmy wiec inaczej. W rozwazanym przyktadzie poduktady spetniajg réwnania

ima = (pras Tra(p))/3)m, (134)
P2 = (P2as Tr2(p3)/3) s, (135)

Naturalng definicja moze by¢

i@alaz = (Qamza Trl(p?)/3—|— Trl(p§>/3>H1®12+11®H2‘ (136)

Uzytecznym ogélnym wynikiem, udowodnionym w [10], jest

Twierdzenie 5: Niech {-,-, -} jest 3-nawiasem odpowiadajacym uktadowi ztozonemu opi-
sywanemu macierzg gestosci ¢ = piyo. Niech F(p) = Fy o Tra(p), G(p) = G3 o Trq(p)
beda dowolnymi rézniczkowalnymi wzgledem g, funkcjami (funkcjonatami) o wartosciach
zespolonych. Wtedy

{F.G, -} =0. (137)
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Uwaga: Interesujacy jest przypadek, gdy jedna z funkcji pojawiajacych sie w Twierdzeniu 5
jest po prostu zredukowana macierz gestosci, np. F(0) = p1,. Wynika stad natychmiast, iz
{plaa pra } - O

Obliczajac czesciowy slad (np. Trs) obu stron (136), wykorzystujac relacje pomiedzy
powyzszym nawiasem Poissona a 3-nawiasem oraz stosujac Twierdzenie 5 mozemy napisac

ip1a = {p1a Tr1Hip1 + TroHops, Trq(p})/3 + Trq(p3)/3}
= {pia, Tr1Hip1, Tr1(p3)/3}
= (plaa Trl(p?)/?))Hl (138)

Zasadniczo rzecz blor@C o&@gn@hsmy to o co nam chodzito: Podukiad opisywany macie-
173 gestosci p ,nie wie”, ze jest czedcia Wleszego uktadu ztozonego, gdyz jego dynamika
okreslona jest catkowicie przez obiekty zwiazane z nim samym.

Pozostaje jednak problem. Skad wtasciwie wiemy, ze rozwiazanie p; o jest macierza ge-
stosci? W ogdélnosci nie potrafimy nic powiedzie¢ na temat wartosci wtasnych piyo, gdyz
Cr(p112) nie jest funkcja Casimira dla dynamiki (136). Doktadnie ten sam problem pojawit
sie¢ w przyktadzie macierzy gestosci z widmem zaleznym od czasu, tyle ze tam zalezne od
czasu byly wartosci wlasne zredukowanych macierzy gestosci, podczas gdy p;yo mialo wid-
mo niezalezne od czasu. Przy rozszerzeniu danym réwnaniem (136) zredukowane macierze
gestosci majg state widmo, ale p;o W ogdlnosci tej wtasnosci nie posiada.

Z powyzszych rozwazan wynika jasno, iz najlepszym kandydatem na nieliniowe uogolnie-
nia rownania von Neumanna sa dynamiki lie-poissonowskie. Inne typy dynamik prowadza do
zjawisk w chwili obecnej trudnych do interpretacji, lecz niekoniecznie niefizycznych. W wy-
padku uktadow ztozonych mozna je prawdopodobnie interpretowaé jako pewien nowy rodzaj
efektow kolektywnych.

17 Zagadnienie kompletnej dodatnio$ci dynamiki nie-
liniowej
Dynamiki

p(0) = ¢'(p(0)) := p(t) (139)

zachowujace widmo macierzy gestosci sa przyktadem odwzorowan dodatnich. Dodatniosé
oznacza w tym wypadku, iz warunek p(0) > 0 pocigga za sobg p(t) > 0 dla t # 0. Ostatnim
zagadnieniem zwigzanym z interpretacja rozwigzan rownan von Neumanna jako macierzy
gestosci jest kwestia kompletne; dodatniosci odwzorowan gb

Liniowe odwzorowania kompletnie dodatnie biora sie z nastepujacego rozumowania
[27]. Rozpatrzmy uktad fizyczny, ktérego dynamika dana jest dodatnim odwzorowaniem
#i(a) = a(t), ¢t : A — A gdzie A jest zbiorem operatoréw ograniczonych dziatajacych
w przestrzeni Hilberta H; (dla unikniecia niuanséw matematycznych zatézmy, iz jest ona
skoniczenie wymiarowa). Rozpatrzmy teraz macierz gestosci p112(0) uktadu wiekszego skta-
dajacego sie z naszego uktadu wyjsciowego i pewnego nowego uktadu zwigzanego z prze-
strzenia Hilberta o wymiarze m < oo. O tym dodatkowym uktadzie zaktadamy, iz ewoluuje
trywialnie, czyli sie po prostu nie zmienia.

Poczatkowa macierz gestosci uktadu ztozonego mozemy zapisac jako

p142(0) = Zl;lm+2(0)ss'kz\8><8'\®V€><l| (140)
= ki ar @ k) (I, (141)
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lub, co w tym kontekscie jest bardziej popularne, jako

ar ... Qim
p142(0) = : : : : (142)

Am1 -+ Amm

Zauwazmy, iz ,elementy macierzowe” ay; sa operatorami z A. Poniewaz dynamika w A jest
zadana i innego elementu dynamicznego w naszym uktadzie ztozonym nie ma, naturalne
wydaje sie zalozenie, ze caty uktad ewoluuje wedtug wzoru

oi(ann) ... di(aim)
pie2(t) = : : : : (143)
Qﬁ (am1) .. ¢ti(amm)

Jezeli p142(t) = @1, 5(p14+2(0)) ma by¢ macierza gestosci, to jej wartosci wlasne nie powin-
ny by¢ ujemne. Ponadto, dodatnio$¢ pio(t) nie powinna zaleze¢ od wymiaru m uktadu
dotgczonego. Jezeli tak jest, to mowimy, ze ¢} jest dynamika kompletnie dodatnia.

Pojecie dynamiki kompletnie dodatniej jest wigc bardzo naturalne i na pierwszy rzut oka
niezalezne od liniowosci ¢}. Z tego wlasnie powodu w literaturze matematycznej zaczeto
bada¢ nieliniowe odwzorowania kompletnie dodatnie zdefiniowane tak samo jak w przypadku
liniowym, tyle ze, rzecz jasna, opuszczajac wymog liniowosci ¢! [28, 29).

Z fizycznego punktu widzenia pojawia sie jednak trudnos$é [30, 31, 32]. Ot6z jedno z
twierdzen na temat nieliniowych odwzorowan kompletnie dodatnich glosi, iz ¢} posiadajace
whasnos$¢ 1-jednorodnosci, tj. spetniajace warunek ¢ (Aa) = A@! (a), jest kompletnie dodatnie
wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowe. Problem w tym, ze z praktycznie kazda dynamika dang
rownaniem

ip=[H(p), ] (144)

jest zwiazana dynamika zasadniczo od niej nieodréznialna i taka, ze odpowiadajace jej ¢}
jest 1-jednorodne. Wystarczy bowiem rozwazy¢ rownanie z O-jednorodnym hamiltonianem

ip = [H(p/Trp), p] (145)

generujace, na rozmaitosci stanéw unormowanych przez Trp = 1, dynamike nieodréznialng
od dynamiki (144).

W pierwszym odruchu mozna by pomysleé¢, iz wreszcie znalezliSmy zasadniczy argument
przeciwko nieliniowym uogoélnieniom mechaniki kwantowe. Czyzby wszystkie nieliniowe dy-
namiki podukltadu zwigzane byly z koniecznoscig pojawienia si¢ ujemnych prawdopodo-
bienstw na poziomie uktadéw wickszych? Gdyby tak byto, to jedynym kandydatem na uktad
ewoluujacy nieliniowo byltby caly Wszech$wiat!

Z drugiej strony, widzieliSmy w czesci poprzedniej, ze nie ma wiekszych trudnosci z trak-
towaniem nieliniowo ewoluujacych uktadow jako poduktadéw. Mato tego. Konstrukcja od-
wzorowan kompletnie dodatnich zaktada, iz uktad dotaczany ewoluuje trywialnie i do tego
jego przestrzen Hilberta jest skoniczenie wymiarowa. W opisie dynamik lie-poissonowskich
dopuszczaliémy nie tylko nietrywialne dynamiki uktadéw dotaczanych, ale nawet dynamiki
nieliniowe, no i nie robilismy zadnych zatozen co do wymiarowosci. Nasze dynamiki zachowy-
waly widmo macierzy gestosci zaré6wno na poziomie poduktadéw, jak i uktadéw zlozonych.
Nie ma wigc zadnej mozliwosci, zeby pojawity sie tu jakies ujemne prawdopodobienstwa.

Zeby zrozumieé¢ o co tu chodzi, najprosciej jest jawnie rozwigzaé jakis problem Niech
dynamika bedzie lie-poissonowska z funkcjami Hamiltona hy(p1) = (TriHpi)?/ Tryp; i
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ho(p2) = Trops gdzie py, pe sa, odpowiednio, macierzami wymiaru n x n i m x m. Funkcja
Hamiltona uktadu ztozonego jest

hiya(pryz) = hio Tra(pire) + hoo Tri(pige) (146)
T H®l1 2
( rltﬁ © Lapiso) + Tr12p142. (147)
1420142

Réwnaniami von Neumanna sg

.. Tr 1Hp1
= 2———|H 148
101 Tr 1p1 [ 7p1] ( )
ips = 0 (149)
.. TriaoH®1
i1 = 2 142 20142 [H ® 1,, p1+2] (150)
Tr 1 op142

wiec dynamika uktadu ,,2” jest trywialna. Spetnione sg zatem wszystkie zalozenia uzywane
przy konstrukcji odwzorowan kompletnie dodatnich.
Oznaczmy

U(p2(0)) = exp | — 20Ty (Hpy(0)) Ht/ T 11 (0)]. (151)
Rozwiazaniami réwnan von Neumanna sg pa(t) = p2(0) oraz

pi(t) = U(p1(0))p1(0)U;  (p1(0)) (152)
pri2(t) = Ui(pi(0)) ® 12p142(0)Us(p1(0)) @ 1a. (153)

Zauwazmy, iz dynamiki oraz operacja brania czesciowego sladu tworza diagram przemienny,
tzn.

Tryo¢l,, = ¢l o Try. (154)

Jest to jeden z powoddéw, dla ktorych lie-poissonowska procedura zanurzania poduktadow
opisana w czesci poprzedniej jest dobrze okreslona. Odwzorowanie

p1(0) = 1(p1(0)) == Ut(p1(0))p1(0) Uy (p1(0)) (155)

jest 1-jednorodne i nieliniowe, a zatem nie jest kompletnie dodatnie. Z drugiej strony spetnia
ono fizyczne wymagania stawiane takim odwzorowaniom, gdyz rozszerzona dynamika jest
dodatnia niezaleznie od m.

Zaktadajac warunek poczatkowy dla uktadu ztozonego

a a a
a a+b a+bd
a a+b a+bd
a a a

p112(0) (156)

Q2 2 2

gdzie a, b sa dodatnimi i hermitowskimi macierzami n x n (tak wiec m = 4) oraz wynikajacy
stad warunek poczatkowy dla podukltadu p;(0) = Trop112(0) = 4a + 2b. znajdujemy

p(t) = Ui(2a+b)(4a + 2b)U; ' (2a + b). (157)
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7, drugiej strony

a a
a+b a+bd
a+b a+bd

a a

pria(t) = Uy(2a + b) U (2a +b), (158)

QL 2
ISIEESEERS RIS

gdzie Uy(2a + b) = Uy(2a + b) @ 1,.
Zgodnie z argumentacjg prowadzaca do pojecia kompletnie dodatniej dynamiki powinno
zachodzi¢

Ty

B ta ta + fa+ ta

el =1 Gia) dlatb) dhlatb) di(a) |° (159)
o) B P  da)

Ze tak nie jest tatwo sie przekonaé¢ biorac element macierzowy odpowiadajacy pierwszemu
wierszowi i pierwszej kolumnie w obu macierzach. Poprawna dynamika daje

a — Uy(2a + b)aU; ' (2a + b) (160)
podczas gdy (159) datoby

a — Ui(a)aU; *(a). (161)

Idac dalej, mozna pokazac, iz kompletnie dodatnia dynamika nieliniowa odpowiedzialna jest
réwniez za inne niefizyczne efekty [32]. Nie jest wiec przypadkiem, ze nieliniowe dynamiki
lie-poissonowskie kompletnie dodatnie nie sg.

18 Kilka otwartych probleméw

Zakonczmy nasz przeglad przyktadami zagadnien otwartych bedacych naturalng konty-
nuacja powyzszych konstrukeji.

18.1 Relatywistyczne rownania von Neumanna

W pracy [10] przedstawiono prébe uogdlnienia réwnania Diraca w formalizmie z 3-
nawiasem. Pochodna czasowa wystepujaca w p byta w tym wypadku pochodna kierunkowsg
w kierunku 4-wektora normalnego do pewnej hiperpowierzchni rownoczesnosci. Poniewaz nie
udato sie udowodni¢ niezaleznodci tak sformutowanej dynamiki od wyboru hiperpowierzch-
ni podjeto probe sformutowania problemu w sposob jawnie niezmienniczy w formalizmie
z czasem wlasnym. Pierwszym krokiem bylo przepisanie wynikéow z pracy [10] w ramach
sformutowania z nieokreslona metryka [34]. Nastepnie podjeto prébe opisu w formalizmie
z metryka okreélong dodatnio. Wstepne rezultaty dotyczace takiego sformutowania znalezé
mozna w [35], ale pelne i satysfakcjonujace sformutowanie relatywistycznych réwnan dla
macierzy gestosci nie zostato jeszcze podane.
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18.2 W pelni nieskonczenie wymiarowe przyklady rozwigzan me-
todg Darboux

Rozwigzania samorozproszeniowe uzyskane przy pomocy pierwszej strategii bazuja na
3-wymiarowych podprzestrzeniach. Rozwigzania uzyskane przy pomocy strategii drugiej nie
podlegaja takim ograniczeniom, ale z racji braku dodatniosci p zwiazanej z warunkiem
Tr Ap = 0 pojawia sie koniecznosé przesuwania i przeskalowywania widma. Metoda podana
w Twierdzeniu 4 bazuje na znalezieniu operatora X komutujacego z p i A. W skonczenie
wymiarowych przyktadach zawsze mozna wzig¢ X = A1, A € R. W nieskonczenie wymiaro-
wych sytuacjach tak uzyskane rozwiazanie nie bedzie normowalne. By¢ moze potrzebna jest
tu jakas inna, ,trzecia strategia”.

18.3 Zwiazki ze statystyka nieekstensywna

Srednia energia (H) = TrpH, gdzie p = p?/ Tr (p?) pelni w termodynamice nieeksten-
sywnej role energii wewnetrznej. Poniewaz w zwyklej fizyce statystycznej srednia energia
jest rownoczesnie funkcja Hamiltona dla dynamiki macierzy gestosci, pojawia sie pytanie,
czy tak nie jest réwniez w przypadku nieeckstensywnym. Pozytywna odpowiedz na to pytanie
oznaczalaby, iz nieekstensywnym odpowiednikiem réwnania von Neumanna jest

ip = [H, p). (162)

Byltby to wynik o podstawowym znaczeniu zaréwno dla termodynamiki nieekstensywnej,
jak i teorii rownan von Neumanna. Naturalnym punktem wyjscia jest tu analiza stabilnosci
dynamicznej wzgledem dynamiki (162) stanéw réwnowagi termodynamicznej wynikajacych
z termodynamiki nieekstensywnej. Wstepne rezultaty pokazuja, iz nie ma trudnosci natury
zasadniczej z powiazaniem ,g-termodynamiki” z ,g-dynamika” [2, 36]. Nie udalo sie jednak
jak dotad znalez¢ zadnego dowodu, iz taki zwiazek jest rzeczywiscie implikowany przez jakas
fundamentalng zasade. Wcigz jest to wiec tylko hipoteza.

18.4 Catkowanie technikami Darboux innych nieliniowo$ci

Jak juz wspomniano powyzej, wydaje sie iz binarna transformacja Darboux ma zwigzek z
catkowaniem réwnan z nieliniowosciami kwadratowyms. Nie podjeto jak dotad powazniejszej
proby zastosowania w tym kontekscie transformacji ,trynarnej” lub innych, ktére mozna
uzyska¢ poprzez sktadanie wigkszej liczby transformacji elementarnych.

18.5 Transformacje typu Darboux w zastosowaniu do réwnan He-
isenberga

Jest to w chwili obecnej kierunek najbardziej obiecujacy, otwierajacy cata game nowych
mozliwosci. Rownaniem Heisenberga nazywaé¢ bedziemy rownanie typu von Neumanna, ale
ktorego rozwiazanie nie jest macierza gestosci. Punktem wyjscia jest nastepujacy (niepubli-

kowany) wynik pochodzacy od N. Ustinowa 2°. Niech ¢,[0], V[0], J, ¥[0] beda pewnymi
operatorami.

Twierdzenie 6: Rozpatrzmy rodzing réwnan

i0al0] = (V[0] — pad)pal0], a=0,1,2,... (163)

20Dziekuje N. Ustinowowi za informacje i M. Kunie za dyskusje.
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gdzie pu, € C, oraz dodatkowe réwnanie
W] = [V[0] — \J, ¥[0]] (164)
gdzie A € R. Niech 7 bedzie projektorem niezaleznym od czasu oraz

Bo[0] = 0[0](70[0] 00[0]7) " o[0]F (165)

gdzie odwrotnos¢ liczona jest w 7-niezmienniczej podprzestrzeni (p. [16]). Wtedy

ial] = (V] = pal)galll, a=1,2,... (166)
W] = [V[1] = \J, U[1]] (167)
gdzie
vall] = <1+ZS:ZZPO[O])%‘[O]’ a=12,. .. (168)
VI = VIO (o o) (R0 T (169
v = (1+ ’LO _"AOPO[O])LIJ[O]@ + /jfo_—/? Fof0]). (170)

Twierdzenie 6 jest podobne do Twierdzenia 3, lecz nie jest mu rownowazne. Ponizej
przedstawimy konstrukcje oparta o Twierdzenie 6 [33} Wezmy V[0] = J = h, gdzie h jest
pewnym operatorem samosprzezonym. Stosujac Twierdzenie 6 znajdujemy

i0al0] = (1= pta)hpal0], (171)

W] = (1—N\[h, ¥[0]] (172)

pll] = (1+ ZE - Z?P 0])o1[0] (173)

1] = h+ (po = fio) [Fo[0], 7] i (174)

v[] = (1+ *LOO _’li\OPO[O])\I/[OKl + ’ifo__’iopo[()]) (175)

a zatem

igall] = (1] = pah)pall]l. @=1,2,.... (176)

i) = [h[1] — Ab, W[1]] = [H[1], U[1]]. (177)

Oznaczmy dalej 1 — pig = Vo, 1 = A = w, (1 = \)h = wh = H i rozpatrzmy przypadek
szczegolny gdy

T o= 1 (178)
p1(t)

wll®) = | gy | = le®) =) (179)

o] = [PONED]_ e tig) (plem (180)

(p()le@)) — (pleilo—mlht|p) -
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SkonstruowaliSmy w ten spos6b nowy hamiltonian
Y — W
(pleiomrolit|p)

i odpowiadajace mu rozwigzanie réwnania Heisenberga. Mozna pokazaé, ze jezeli H =
Hy ® 15+ 1; ® Hy i odpowiednio dobierze sie¢ parametr 1 oraz warunek poczatkowy |p), to
(181) wprowadza czlon oddzialywania znikajacy dla ¢ — +oo. Poniewaz W[0](t) moze by¢
dowolnym rozwiazaniem réwnania Heisenberga z hamiltonianem H (tj. bez oddziatywania)
Twierdzenie 6 pozwala na jawna konstrukcje unitarnej transformacji opisujacej dynamike z
oddzialywaniem. Rozwiazania, ktére w ten sposéb sie konstruuje maja bardzo podobne wta-
snosci do rozwigzan samorozproszeniowych, tyle ze tatwo mozna skonstruowac¢ przyktady w
pelni nieskoniczenie wymiarowe. Mozna spekulowac, iz taki sposob wprowadzania oddziaty-
wan bedzie alternatywsg dla teorii pol z cechowaniem.

H[] = H+ e [lp) il hle™" (181)
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