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Twierdzenie Bella jest jednym z bardziej fragmyjch odkry fizyki kwantowej. Sformutowane
zostato w 1964 r. przez Johna S. Bella, fizyka z genewskiego CERN, jako wariant emokgar
Einsteina-Rosena-Podolskiego. Ujamjzecz skrotowo, twierdzenie gtosi,nalezy zachowa
jak najdalej idca ostraznos¢é w wypowiadaniu & na temat zdarze ktoremogtybysic wydarzy,
ale niemnienie wydarzyhsie.

Matematyka dowodu jest bardzo prosta, ¢gmsa kademu kto zna podstawowe wiasoio

zbioréw i rachunku prawdopodoligwa. Pomimo prostoty ,technicznej”, twierdzenie ociega Si
0 subtelnéci natury logicznej trudne do uchwycenia i precyzyjnego sformutowania. Efektem
owych trudndci jest niegassca i petna emocji dyskusja w pewnycldach fizykow, logikow i
filozoféw. W czasach dzisiejszych dyskusja ta nabrata réwmjeniaru zdumiewajco
przyziemnego. Okazujeesbowiem, & twierdzenie Bella przektadacdbezpdrednio na pewne
problemy zwizane z bezpiecastwem szyfrowania danych. Praca autorstwa polskiego fizyka z
Cambridge, Artura Ekerta, pokazog istnienie takiego zwzku, jest obecnie najegiej

cytowan, praa z dziedziny kryptografii.

Pierwszym krokiem konstrukcji prowagtzj do tezy twierdzenia jest pewna nierégh@wana
nierdbwnacia Bella.
Zanim jednak do niej dojdziemy, musimy zrozuénpak etapow pérednich.

Nieréwnosci

Sparéd r&znych relacji matematycznych charakterynyich prawdopodobiestwa, szczegéin
rol¢ odgrywaj nierowndci. Przyktadowo, dla dowolnego prawdopoddisisvap zachodzi
O<p<l. Nierbwnda¢ ta jest w sposob oczywisty spetniana vedgan eksperymencie, gdzie
przyjmuje postap=N1/N; N, jest liczky ,trafien” przy N probach, a liczba trafienie mae by
wigksza od liczby prob.

Inny rodzaj nierowngci pojawia s¢ dla wartdci srednich (oczekiwanych) zmiennych losowych.
Dla przyktadu, jako zmiermnlosows wezmy wynik rzutu kostk do gry. Wynikami mog by¢: 1,

2, 3, 4,5, 6. Przi rzutach zanotujemi; jedynek,N, dwojek, Nz trojek, itd. Wartdcia sredni
liczby oczek jest

<N>= N1/N+2 No/N+3 N3/N+4 No/N+5 Ns/N+6 Ne/N.

Jak s¢ tatwo przekoné, niezalenie od rodzaju kostki zawsze zachodz &N> <6. 1

odpowiada sytuacji, gdy zawsze wypada jedynka, 6 gdy zawsze wypadaszost



Jeszcze inny typ nierobwid pojawia s¢, gdy mylimy w kategoriach zbiorow.
Prawdopodobigstwo, ze ca nalezy do zbioruA nie mae by mniejsze, ni
prawdopodobigstwo, ze to ca nie tylko naley do A, ale dodatkowo rowniedo jakiegd innego
zbioruB, czyli, w notacji matematyczng)(An B) < p(A). Przyktadowo, prawdopodoliistwo, ze
zabawka w pokoju mojego dziecka jest klockiem nigenm¢ mniejsze ni
prawdopodobigstwo, iz zabawka jest czerwonym klockiem, gdyzerwonych klockow nie
moze by wiecej niz wszystkich klockdw.

Jako szczegolne zastosowanie takiegnikanieréwndci, rozpatrzmy nierownig dla trzech
zbioréw zdarzg, moéwiaca, ze prawdopodobiestwo posiadania trzech wiasgoA, B, C, nie jest
wieksze nk prawdopodobigstwo posiadania dwoch z nich, czp{iAn Cn B) < p(AnB). Niech
zbiér A odpowiada przedmiotom przyganym przez magneB,— przedmiotom ptywagcym na
powierzchni wody. Przy pomocy magnesu i wodyzemy oddziek srut od kulek
pingpongowych, umieszczaj nad naczyniem magnes lub wleagaglo naczynia wad
Zdarzenie nateyce doAn B polega na znalezieniu przedmiotu prageinego przez magnes i
réwnoczénie ptywapcego w wodzie. Prawdopodoh&wo p(An B)=0, gdy to, co jest
przycigane przez magnes, nie chce pywaatazmy terazze srut i pitki moga by¢ zaréwno
czarne jak i biate, a zbiér biatych przedmiotow oznaczmy @kdbiorowi An C odpowiada
wyciagniecie biatej kulkisrutu, aBn C — biatej pitki, itd. Oczywistym jestzip(An CnB)=0, gdy
to, co przyciga magnes, nie chce phygyanawet jéli ograniczy¢ sie do jedynie do biatych
przedmiotow.

Czytelnik dziwi s¢ maze, czemu dzielwtos na czworo w kwestii tak oczywistej? Zgshy

wiec naszA zbiorem fotondw przepuszczonych przez polaryzator liniowy, przepusegzaj
swiatto spolaryzowane w ptaszcaye pionowejB — to samo dla polaryzatora ustawionego
poziomo, &C — dla polaryzatora nachylonego padé 45 stopni wzgbem pozostatych dwoch.
Fotony petni role kulek z poprzedniego przyktadu. Prawdopodasieo przejcia przez idealny
polaryzator wynosi %. Prawdopodolséwvo przejcia przez drugi polaryzator, ustawiony za
nim, wynosi co&, gdziea to kat miedzy polaryzatorami. Jest to tzw. prawo Maluszelle
polaryzatory ustawioneaprostopadle, tp(AnB)=0. Jednake, jezeli wstawt pomkdzy dwa
prostopadte polaryzatory polaryzator nachylony pgidrk 45 stopni, tp(AnCnB)= % Y2 ¥

=1/8. Jeeli wicc zawszenusi zachodzip(An CnB) < p(AnB), to 1/8< 0 co, jakazywo, prawd,
nie jest. Analogiczny problem pojawia sgdy zamiast fotonow weniemy elektrony, zamiast
polaryzatoréw odpowiednio skonstruowane magnesy, a polagyz@owa zasgpimy

momentem magnetycznym. Odpowiednik prawa Malusa zawiera teraz prawdopetiobie
warunkowe co¥a/2), gdziea to kat miedzy magnesami.d potéwkowy bierze siz faktu, i
p(AnB)=0 gdy odwrocimy drugi magnes do gory nogami (czyli o 180 stopni), a nie o 90 stopni,
jak to ma miejsce dla polaryzatoréw.

Prawo Malusa potwierdzone jest w niezliczonych eksperymentach i nie batghiiwesci. Cas
wigcC najwyraniej jest nie tak z naszym mgjem prawdopodobiestwa opartego o intuicje z
teorii zbioréw. Odktadac na p@niej analiz tego zjawiska, sformutujmy kilka uwag.
Sprzecznég, ktéra uzyskalsmy, jest prostym przyktadem trudsod, na ktore trafia giprébupc
pogodzé zwykty ,szkolny” rachunek prawdopodoliigtwa z mechanika kwantawNierowna¢
Bella jest trudnécia podobnej natury, lecz @dsz. Okazuje si, ze problem jest ogolniejszy i nie
tkwi wcale w mechanice kwantowej, przynajmnidjijehodzi o prawo Malusa.



Prawo Malusa dla budzika

Ponizszy przyktad podat Dirk Aerts z Brukseli w 1986 r. Lhaen go za obowizkowecwiczenie
dla kazdego, kto chce zrozunmdi¢rudnaci z klasycznymi nieréwriziami pojawiagce st w
mechanice kwantowe;.

Rozpatrzmy tarezbudzika. Umawiamy gj ze zegar ma trzy wskazéwki tej samej diajo
czarry godzinow, czerwom minutowy i z6tta do ustawiania budzenia. Mas umieszczamy na
koncu zottej wskazdwki i na élep ustawiamy godzinbudzenia. Nagpnie bierzemy dwie masy
my, My, ktoérych sum znamy, npm+ np=1g, ale nie znag z osobna warkgi m; i m,. Mas; m,
przyklejamy na kacu wskazowki godzinowej (czarnej)ma na kacu minutowej (czerwonej).
Nastpnie ustawiamy godzéna zegarze w taki sposéteby wskazowki czarna i czerwona
skierowane byty przeciwnie, np. na 8:11, i mierzymy sity prgy@nia grawitacyjnego rulzy
masami. Jeeli przycikhganie jest silniejsze rulzy mi my, niz migdzymi mp, przesuwamy
wskazowk budzenia na wskazéwlgodzinows; w przeciwnym przypadku przesuwamyna
wskazowlk minutows. W pierwszym wypadku mowimye wynikiem pomiaru jest +1 a w
drugim,ze —1. Nasfpnie usuwamyr, i m,, am pozostawiamy na wskazoéwce budzenia w jej
nowym ustawieniu. Jako etap kolejny, ponownie zmieniamy gedanprzyktadowo, 12:33 i
powtarzamy proceduruzywajac na nowo losowo wybranych mas’; i m’,, spetniagcychm’s+
m’>=1g.

Obliczmy teraz prawdopodolistwa wyniku +1 przy pierwszym pomiarze, oraz
prawdopodobigstwa wynikéw +1 i —1 w drugim eksperymencie, pod warunkienpierwszy
pomiar dat +1. W pierwszym eksperymencie prawdopodsbie zwhzane jest z brakiem
informacji o dwoch zmiennych: pateniu masym oraz wartéci masymy. W drugim
eksperymencie pokeniem znamy, ale nie znamy wagtw masym’y. Zaktadagc, ze podziat 1g
masy nam i mp oraz m'; i m’; odbywa st losowo ize wszystkie maiwe rozktady g rownie
prawdopodobne, oraz wykorzystajwzér Newtona na silgrawitacyjr, uzyskujemy
nastpujace prawdopodobiestwa:p(8:11,+1)=1/2 (pierwszy eksperyment z nieznanym
potozeniem masyn), p(8:11,+1n12:33,+1)= ¥ cd§a/2), gdziea to kat pomicdzy
wskazowkami godzinowymi w obu eksperymentach. Uzyskgliwiec prawo Malusa dla
elektronow, ktore sprzeczne jest, jak czeniej ustalilsmy, z nierownécia p(AnCnB) <
p(AnB)!

Stalo s¢ cos dziwnego. Matematyka i fizyka, ktorycliydi smy, nie wykraczaj poza poziom
szkotysredniej, a sprzeczié pojawia s¢ na poziomie innego, réwnie prostego rozumowania.

Zeby zrozumié o co chodzi, zauwany wpierw, iz koniunkcje postaci 8:11,+112:33,+1 maj
sens jedynie dla zdanzevyskpujacychjedno po drugimKoniunkcja taka znaczy: ,przy
ustawieniu wskazowek na 8:11 masapadita na wskazéwlgodzinow; przykolejnym
pomiarze wykorzystagym ustawienie 12:33 ponownie spadta na wskazayakizinove”.
Zwréémy uwag, ze nie mamy wcale gwarancik, przy odwréceniu kolejriei pomiardw, tj.
wpierw 12:33, a potem 8:11, uzyskakbyy ponownie wyniki +1 i +1. Dzieje stak dlategoze
pierwszy pomiagzmieniapotazenie masyn na zegarze i to w sposétzny dla r&nych ustawié
wskazowek.



Jak wid&, w omawianym eksperymencie nie ey zatay¢ nawet,ze ,Ai B” to logicznie to
samo co Bi A”, gdyz porzadek zdarzg nie jest bez znaczenia. ZdarzeAigawiera w sobie
stwierdzenie ,mase oshgneta wskazowk godzinows lub minutows ustawione na 8:11”,
podczas gdy zdarzenBeto ,masam oskhgreta wskazowk godzinows lub minutowy ustawione
na 12:33". Ma to sens dla zdafizeojawiapcych s¢ jedno po drugim, ale nie dla zdaiize
zachodzcych réwnoczénie! Oczywicie, poniewa dla zbioréw zawsze zachodh A= AnB,
wnioskujemy, z prawdopodobigstw koniunkcji nie da situ modelowa przy pomocy algebry
zbioréw.

Gdybanie probabilistyczne

Wyjasnijmy sobie jeszcze jedrkwestk. Wynik kazdego pomiaru jest jednoznacznie ckray
przez potaenie masyn oraz wielkd¢ masym,, gdyz wystarczy obliczy sity przycagania
grawitacyjnego pomedzy mi m, oraz

mi m, przy konkretnym ustawieniu wszystkich trzech wskazowek budzika. Prawdopastelzie
pojawiap sie, gdy brakuje nam e&ci danych. Przypomnijmy,e przed pierwszym pomiarem nie
mamyzadnej informacji, a po pierwszym pomiarze znanzygatazenie masyn. Potazenie to

jest jednoznacznie oldlene przez wynik pierwszego pomiaru. Zagadnienie jest zupetnie
klasyczne, dlaczego zatem modelowanie prawdopofisiveprzez zbiory nie ma mimo
wszystko zastosowania?

Zauwamy, iz prawdopodobigstwo znalezienia masy na kaicu czarnej wskazowki po
pierwszym pomiarze wynosi %2. A ile wynosito prawdopodasieo znalezienia masy na

koncu tege czarnej wskazowki... przed pierwszym pomiarem, czyli ,prawdopodktioie
warunku”? Zero! Niemniej, prawdopodobhstwo warunkowe jest tu dobrze zdefiniowane,zgdy
dla drugiego pomiaru istotne jest gdzie znajdujersdsam po pierwszym pomiarze, a nie przed.
Akt uwarunkowanianie polega tu jedynie nazyskaniu informacjp uktadzie, czyli okrdeniu w
jakim podzbiorze wszystkich mtwych wartcsci znajduje si badana cecha uktadu, lecz
dodatkowazmieniaon ukfad poprzez przeniesienie masy nieznanego pofenia na koniec
jednej z dwoéch wskazowek budzika. Sytuacja taka jest ri@nsodo poprawnego opisu przez
prawdopodobigstwa modelowane na zbiorach i zuana jest z tzw. paradoksem Borela znanym
z klasycznego rachunku prawdopoddisisva.

Natomiast zupetnie inne zagadnienie pojawta@ily zapytamy ,jakie jest prawdopodolséno
trafienia w talg kombinacg mas i potaen, ze gdybymy ustawili wskazéwki na 8:11 to
uzyskalibymy +1, przy czym +1 uzyskalibgny réwniez wtedy, gdybymy zamiast8:11 wybrali
12:33". Problem jest podobny do poprzedniegieljgpomimé ruch masym. Poniewa

potozenie masyn okresli¢ mazna przez podaniegka (60<360 stopni, a maga, spetnia warunek
0< my <1g, jako przestrzeparametrow mzemy przypc prostolkat [0,360]x[0,1]. Trzeba teraz
okresli¢ jak, dla konkretnego ustawienia wskazéwek godzinowej i minutowejadggibior
parametrow postacBb(m,), dla ktérych sita przyggania pomidzy masamm orazm, jest
wigksza nk dla masmi mp, obliczy to dla dwdch rénych ustawié wskazowek, wzic czes¢
wspolr, wreszcie policzyjej pole i podzielt przez 360, czyli pole catego prositk
Prawdopodobigstwo tak wyliczone nie ztamigadnej nierowngci, ktéra mazna wyprowadzi w
ramach modelu opartego o algebbioréw, ale w szczegdlda na pewno nie uzyskamy prawa
Malusa. Na Rys. 1 krzywa niebieska opisuje prawdopodshi® warunkowe cé&1/2) a



krzywa czerwona odpowiednie prawdopodabie/o dla problemu z gdybaniem, jako funkcje
kata pomédzy wskazowkami godzinowymi.

Rys. 1
Komplementarnosé

Wedtug Nielsa Bohra dwie wielkoi fizyczne nazywamy komplementarnymizéé wiedza na
temat jednej z nich wyklucza lub zaburza znajérugie]. Bohr przyzwyczait nas do istnienia
wielkosci komplementarnych w mechanice kwantowej, lecaligaz Czytelnikow po chwili
zastanowienia poda jakprzyktad zzycia wzkty. W kontekcie prawa Malusa dla budzika
komplementarneaswyniki pomiarow dla 8:11 i 12:33. Rzeczyeie, w momencie, gdy
decydujemy s na sprawdzenie wyniku dla jednego konkretnego ustawienia wskazoéwek, tak
dalece inieodwracalnieniszczymy informagj na temat wyniku ewentualnegtiernatywnego
pomiaru,ze traci sens pegie koniunkcji obu zmiennych losowych. M&widoktadniej, istotnym
elementem definicji wyniku pomiaru byto dotarcie masygo jednej z dwdch wskazéwek, a
przecie masa ta nie m@ rownoczénie dotrzé do dwdéch ranych miejsc. W tym przypadku,
prawdopodobigstwa wyliczone na podstawie gdybania g nijak do czstasci

wystepowania wynikow w konkretnych praktycznych eksperymentach. Nie ma natomiast
ktopotow z pomiarami wielkizi komplementarnych wykonywanych jeden po drugim.

Dotarlismy do niezwykle wanego punktu naszego rozumowaniagenpojdzmy jeszcze troch
gkebiej.

Zmienne losowe, ktére rozwalismy, mazna byto wyrazt przy pomocy funkcji
przyporadkowujcych wart@ci +1 lub —1 parametron®m,) okreslajacym konfiguragg masm,
my i mp. W pierwszym eksperymencie, funkcja taka przyjmuje viart(6,m;)=+1, jezeli sita
Newtona pongdzy masamm i my jest wigksza od sity pomgdzy masammi mp. Chac okreli¢
wartas¢ oczekiwam zmiennej losowef musimy zna rozktady prawdopodobistwa dla obu
parametrow, czyli jaki procent pola powierzchni prosgtak0,360]x[0,1] zajmuj punkty @,m)
spetniajce A(B,m)=+1. W drugim eksperymencie mamy zmigthosows B(¢p,m’1), gdzied
okresla potazenie wskazéwki godzinowej, leémednie i prawdopodobistwa obliczamy jedynie
wzgledem zmiennejn’;. Tak wic zmienne losowA(6,my) i B(¢,m’1) sa funkcjami okrélonymi,
odpowiednio, na prostakie [0,360]x[0,1] i odcinku [0,1]. Precyzyjniejsze bytoby zapisanie
drugiej zmiennej losowej jakBy(m’1). Trzeba wykazaduza ostraznos¢ przy rozpatrywaniu
zmiennej losowej odpowiadggjej np. iloczynowi lub sumie wynikdéw z pierwszego i drugiego
pomiaru, gdy prawdopodobigstwo losowego trafienia @=¢ jest zerowe, wic nie wolno



bezkrytycznie dziedi przez prawdopodohistwo ,warunku” 6=¢ (na tym widnie oparty jest
pozorny paradoks odkryty przez Borela). Rzecz jasna, nie ma problemu z policzeniesoi wa
oczekiwanej odpowiedniej zmiennej losowej, trzeba tylko ptdiiz koniunkcje rozumianeas
w sensie wartai pomiarow dla eksperymentow robionych jeden po drugim.

Dlatego te nie wolno po prostu pomuage A(6,my)B(0,my) lub doda A(B,my)+B(0,my), gdyz
odpowiadatoby to zagadnieniu opartemu o gdybanie, a wiec innemu problemowi.

Korelacje

Ostatnim brakujcym elementem ukfadanki jest zrozumieniegpigj korelacji migdzy
zdarzeniami.

Rozpatrzmy jako przyktad wgdzenie produkuice pary kostek do gry. Ugdzenie
skonstruowane w taki sposéte kostki z kadej pary ustawioneasdo siebigsciankami
posiadajcymi taky samy liczbe kropek, p. Rys. 2. Z kosikjak z kadym sz&cianem) mana
zwiazat trzy osie wspotrgdnych, w sposob pokazany na rysunku. Ponadtaldézianka
naturalnie definiuje zmiennosowg réwmg +1 jezeli liczba jej kropek jest parzysta i —1$ljgest
nieparzysta. Owzmienn, losows, odpowiadajca sciance prostopadtej do osi X, y, lub z,
oznaczymy, odpowiednio, jak&, Ay, A,. Wprowadmy jeszcze zmienne losowe odpowiagda;
kierunkom —x, -y, lub —z, czyh_,, A_y, A_,. Poniewa, jak wiadomo, suma kropek na
przeciwlegtychsciankach kostki wynosi 7, we jezeli na jednegciance liczba oczek jest
parzysta, to na przeciwlegtej musicliyieparzysta. Innymi stowy _; =—A , itd., przy czym
zawsze wynosi ona +1 lub —1. Poniewsaizadzenie produkuje pary kostek, awitakie zmienne
losowe maemy zwiza z kazda z kostek. Oznaczajmy je liteA dla kostki lewej, 8 dla kostki
prawej. Dodatkowo mamy wt zmienneB,, By, B, 0 analogicznych wtasdoiach jak
poprzednio. Z rysunku widaze zawsze zachodzi rowaié x =B, Ay =B, A, =B,. Ten
ostatni cig rownaci nazywamy wiénie korelacy pomidzy zmiennymi losowymA i B. Jest to
nawet tzw. idealna lub petna korelacja, gdpkonuac pomiaru zmiennej losowej na jednej
kostce (czyli sprawdzag, czy liczba oczek na dangjiance jest parzysta, czy nie),
automatycznie dowiadujemysiz odpowiedni wynik dla drugiej kostki musi przeciwny.



Rys. 2
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Nieréwnos¢ Bella

Niech terazA i A’ beda dowolnymi zmiennymi losowymi rownymi +1 lub —1, zwanymi z
kostka lewa, aBi B’ dowolnymi analogicznymi zmiennymi losowymi z&anymi z kostk
prawa. PrzyktadowoA =A,, A’ =Ay, B=By, B’ =B, lub jakakolwiek inna kombinacja tych lub
jeszcze innych zmiennych losowych, byle przyjmowaly jedynie Weirtel, —1. Utworzmy
nastpnie now, zmienn, losowy C=AB+AB’+A’'B-A'B’. W naszym przyktadzie obliczaegh dla
pojedynczej pary kostek poprzez policzenie oczeicrekach odpowiadagych zmiennymA
=Ay,
A=A, B=B,, B’ =B, nastpnie wykonaniu odpowiednich dziat@o podstawieniu warfoi
zmiennych losowych, ktére znajdziemy dla tej konkretnej pary. Twiesgzakiegokolwiek
wyboru dokonamy i jakiekolwiek kombinacje pluséw i minuséw nam wyjhrtascia C
zawsze okze sk +2 lub —2. Dowdd jest natychmiastowy.
C=AB+AB'+A’B-A'B'=A (B+B’)+A’ (B-B’). Jdli B-B’'#0, toB+B'= 0 i odwrotnie, ale wtedy
czton, ktory jest rony od 0 wynosi +2 lub —2. Wynika z tego aa nierowné¢ dla wartgci
oczekiwanej, —& <C> <2. Jest to wignie ostawiona nierowro Bella, zazwyczaj podawana w
postaci jawnie rozpisanej, jako

|<AB>+<AB’>+<A'B> —<A'B’> 2.
Na pierwszy rzut oka jest to nieréwsdoardzo ogolna, stosiga s¢ do wszystkich zmiennych
losowych przyjmujcych wartdci +1 i —1. Sprawgimy, czy jest ona spetniona w eksperymencie
z budzikiem, jeeli zmiennymiA beda wyniki pierwszych pomiaréw, B — drugich. Latwo
pokaza, iz dla naszego budzika
<AB> = cosaag, gdzieaas jest katem midzy wskazéwkami godzinowymi dla pierwszego i
drugiego pomiaru. Wybierzmy teraz ngmijace ustawienia wskazéwek godzinowyéh= 1:30,
A’ =10:30,B=12:00,B’ = 3:00. Uzyskujemyrednie {AB> =<AB’> =<A'B> = cos 45=1N2,
<A'B’> = cos 135=—1N2, a wic <C>=2/2=2,83, czyli sporo powsej gérnego ograniczenia
narzuconego przez nieréwgéaBella.

Czytelnik zapewne nie jest szczegolnie wginkty ztamaniem kolejnej nierowsoi -
zdazylismy juz sig przyzwyczat do paradoksalnych whaséw naszego budzika. Niemniegj
pouczagce jest zastanowienieggnad formaln przyczyra ktopotu. Tkwi ona w prawie Malusa,
co wida: ze wzoru cosi= cog(a/2) —sirf(a/2), gdzie pierwszy wyraz to suma
prawdopodobigstw wynikbwA=+1, B=+1 orazA= —1,B= —1; drugi wyraz odpowiada
zdarzeniomA=+1, B=—1 orazA=-1,B=+1, a dredniamy iloczyn wynikow pierwszego i
drugiego pomiaru. Ponadto popeffifiy co najmniejjedno nadaycie. Zatazylismy bowiem, i
to samaB wyskpuje w iloczynachAB orazA'B, a przecie B odpowiada pomiarowi
wykonanemu po uprzednim zmierzeiidub A’, ktére to pomiary zmienigjstan budzika w
zupetnie inny sposob. Bardziej prawidtowe bytoby pis@ierazB,: , gdzie dolny indeks
zaznacza rodzaj uprzedniego pomiaru. Ale wtedy mamy do czynienia ze Z ooy
C=ABat+AB’ s+tA'B o—A'B’ A=A(BatB’ a)+A’ (B a —B’ &) i nie mazemy zakiadé, iz B a+B’ 4=0
implikowane jest przeB o —B’ o Z0, gdyz s to zupetnie inne zmienne losowe. Jedynym
ograniczeniem, jakie z pewfma zachodzi, to —4& <C> <4. O przypadku, gdBa ZBa
mowimy, ze jestnielokalny okreslenie, ktore stanie sjasniejsze w dalszej gici. Bell, w swej
stynnej pracy , zwrocit uwagna t wlasnie mazliwos¢ obefcia nierdwnéci. Zobaczymy



wkrotce, czemu jest to problem o wadze zupetnie zasadniczej dla naszego rozéwigaia
kwantowego.

Dwa pofaczone budziki

Rozpatrzmy teradwabudziki, lewy i prawy, posiadge wspdolny mechanizm ustawiania
budzenia. Chodzi o tagby jedna osoba byta zawsze budzona 6 godZiniginiz druga izeby
mozna to byto ustawiaza jednym zamachem. Przetajac wskazowk budzenia na jednym
zegarze np. na 5:00, automatycznie drugi ustawinssiL1:00, itd. Poza tym budziki ed siebie
niezalene. Przeprowadny teraz na naszej parze budzikéw pomiary przyjmuk pierwszy
pomiar wykonujemy na lewym budziku, a drugi na prawym. Wyxsik1 dla ustawienia 8:11
powoduje przestawieniegstotte] wskazowki na lewym budziku z miejsca, w ktorym byta, na
8:11. Natomiast pomiar ten powoduje przestawierig'skazowki budzenia na prawym
budziku na 2:11. Nagbnie dokonujemy pomiaru zmienrigjna prawym budziku dla ustawienia
12:33 (nawiasem mowg, nie da si takich pomiarow wykonaréwnoczénie bez zepsucia
mechanizmu ustawiania budzenia). Rozumowanie dokfadnie takie jak poprzednio prowadzi do
prawdopodobigstw p(8:11,+1)=1/2p(8:11,+1n 12:33,+1)= ¥ sif(a/2), gdziea to kat

pomiedzy wskazdéwkami godzinowymi w obu eksperymentaciednia wykorzystywana w
nierdwndgci Bella wynosi sAB> = —costiag, WigC nierdwnd¢ znowu jest zkamana, z przyczyn
identycznych jak dla jednego budzika.

Sedno sprawy: stany spjtane

Sedno sprawy tkwi w fakciez dwa fotony wyemitowane w pewnych procesach atomowych
prowadz do analogicznych prawdopodohstw, doktadniej do AB> = —cos (21ag). O parach
fotondéw posiadagych te wkasng méwimy, iz 3 w stanie maksymalnie ggpanym. Podobnie
jak w wypadku jednofotonowego prawa Malusag tmlidzikdw przejmuj polaryzatory.
Zauwaamy pozorne podohistwo dwdch takich fotondw do pary kostek do gry.
Prawdopodobigstwa wynikéw +1 dla pierwszego pomiaru, czyli zmiennej losd\yeyynosza

w obu przypadkach % (jest taka sama szansa trafienia w niepdiezist oczek jak w parzyst
taka sama jest szansa, foton przejdzie przez polaryzator, jgknie przejdzie). Feli wybra
polaryzatory réwnolegle, to4eli lewy foton przez niego przejdzie, to drugi nie- i odwrotnie. Dla
kostek jest tak samo:Zeli mierzymy liczle oczek na lewej kostce, to wynik parzysty oznacza
nieparzyst liczba na drugiej kostce. Obrotowi polaryzatora o 90 stopni odpowiada wybér
przeciwlegtejscianki. Tyle,ze kostki nie tami nierébwndaci Bella, a fotony - tak.

Pytanie postawione przez Einsteina, Rosena i Podolskiego w 1935 r., a przeformut@avane dI
polaryzacji, brzmi nagpujaco: Czy jest mgliwe, zeby polaryzacje fotondw nie istniaty w jakim
zdroworozgdkowym sensie juprzed pomiarem, jeli mierzc polaryzagi fotonu lewego i
uzyskupc wynik +1 wiemyz cal pewndcig, jaki wynik da analogiczny pomiar
przeprowadzony na drugim fotonie?

Bell udzielit odpowiedzi znanej obecnie jako twierdzenie Bellaeli@olaryzacje istnigjw
jakimkolwiek sensie przed pomiarem, to uzasadnione jest gdybanie; @ewinna by
spetniona nierownig Bella, chybaze dwa takie fotony przez caty czas kontaki z sola w
jakis niepogty sposob. S pytanie do eksperymentatorowzdi A jest mierzone na Ziemi, B



gdzies w gwiazdozbiorze Centaura, to czy wiceachodz bedzie prawo Malusa&AB> = —
cos(diag)? W warunkach laboratoryjnych prawo Malusa dla par takich fotonow sprawdazit Alai
Aspect z Orsay ponad 20 lat temu i wszystkazgadza, mimo zipredkosé propagacii
tajemniczego sygnatu musiataby co najmniej kilkakrotnie przekéguzekos¢ swiatta. Szczerze
powiedziawszy, nie wietzw takie nielokalne, ,telepatyczne” kontakty, chactakto wie?

Gdzie szuka& rozwigzania?

Jezeli wykluczymy szybsze oflviatta kontakty telepatyczne, to czy pozostaje §akaura w
catym? Okazuje gj ze jest jeszcze kilka dziur, o czym soinnym razem, ale zwétny uwag
na jedn zasadnicz

Zmienmy losows C da s¢ zmierzy dla jednej pary kostek, ale nie dla pary budzikéw lub
fotonéw. Osobno trzeba przeprowaép@miary dla kadej z czterech zmiennych losowyaB,
AB’, A'B, A'B’. Wynik pomiaru zmienne)pB uzyskany dla pierwszej pary jest zupetnie
niezaleny od wyniku pomiartAB’ dla pary kolejnej, a wtc A w pierwszym cztonie sumy
AB+AB’ to nie to sam@ co w cztonie drugim. Wyciagegie A przed nawias w rOwrgi
AB+AB’= A(B+B’) wymaga dodatkowych uzasadiie mazna st spiera, czy $ one
,0czywiste”, czy nie. Nie ulegaatpliwosci, iz jezeli zatarymy lokalng¢, to pomiarA nie
zaktéca pomiarB i oba pomiary mzna wykona rownoczénie na dwoch rénych fotonach z tej
samej pary. Aleeby zmierzy AB+AB’ potrzebujemy pomiaréwzechzmiennych losowyclA,
BiB’, a fotony § dwa Tak wkc dwie zmienne losow® i B’, odnosz sie do jednego fotonu i
natrafiamy na problem analogiczny do budzika gdzie, jak ustajilisytuacja odpowiadga
rzeczywistym pomiarom prowadzita do innych prawdopodadtie niz rozumowanie oparte o
gdybanie.

W przypadku dwoch patzonych budzikéw stwierdzliiny, iz zmienneB o —B’ o orazBat+B’ o
sa niezalene od siebie, co uniemlwiato wyprowadzenie nierowrigi Bella. Wydaje si
jednak,  ograniczenie jest gbsze: maliwe jest, ¥ same zmienne losowe post8aB’ (a wic
rowniez zmiennaC o wartgciach+2) dla polaryzatorowaslogiczniebezsensown@wniez w
przypadku lokalnym, nawetZeli za polaryzacjami kryjsi¢ jakies elementy rzeczywistgi, tak
jak to miato miejsce dla budzika.

Powyzsze stwierdzenie wielu moich kolegéw po fachu uzna zapewne zachéhezya sk dos¢
powszechnie zitzw. lokalny realizm, czyli patzenie lokalnéci z jakgkolwiekforma istnienia
polaryzacji przed pomiarem, jest wykluczone przez rozumowanie oparte o niéé@elia. Ja
tego zwizku nie widz i wcale nie zdziwg sie, gdy ktag wreszcie wymsli przekonywugacy
kontrprzyktad do twierdzenia Bella. PrzyZnaszak trzebaziwszystkie znane mi proby,
wiacznie z mymi wkasnymi, nie daty wyniku w petni zadawgdapo. POki co, ztamanie
nierdwndci Bella przez pary fotonowe pozostaje zagadk

Czytelnikdw zainteresowanych pggeniem zagadnienia odsytam do publikacji, ktérych
najbogatszyndrodtem jest archiwum elektroniczne w Los Alamos National Laboratory,
http://arxiv.org/archive/quant-ph
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