Zestaw 4: Metoda faktoryzacji i r6wnania liniowe wyzszego rzedu

I. TEORIA
A.
Oznaczenia: © = x(t), ‘Zl—f =1, % =7 lub flita =2, przy czym z(©) = z. Dla réwnania
Apz™ 4+ Ay 12D 4o A2 4 Agz =0, (1)

gdzie A to stale wspétczyniki, rownaniem charakterystycznym nazywam réwnanie

AN + Ay N AN+ A =0 (2)

Réwnanie to ma n pierwiastkéw (w ogélnodci zespolonych): A1, ..., \,. Jezeli pierwiastki sa rézne, to funkcje e*t?,

, e’ sa rozwiazaniami (1). Jezeli jaki§ pierwiastek jest wielokrotny, np. Ao = A3 = Ay = A, to szczegdlnymi

rozwiazaniami sa, oprécz e, réwniez funkcje ter, t2eM. W sumie zawsze znajdzie sie w ten sposb n réznych
rozwigzan. Jezeli mamy n rozwigzan réwnania (1), 21(t), ..., x,(t), to kombinacja liniowa ze statymi C; ...C,

x(t) = Cra1(t) + -+ + Crap(t) (3)

tez jest rozwigzaniem réwnaiania (1).
Ciekawsza metoda rozwiazywania (metoda faktoryzacji) polega na zapisaniu (1) jako

(%—Al)...(%—)\n)xzo (4)

Teraz policzmy cos takiego
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Poniewaz zachodzi to dla wszystkich f, piszemy
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e e p A (6)
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Przyklad:
- . _(d d _owd a et d s oad 100D e
I+ 2% —24x = (dt74>(dt+6):£7e ¢ ¢ gew=eioe e x=0 (8)

przy czym zakltadamy, ze % dziala w prawo, na wszystko, czyli
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Mozemy teraz catkowac¢ po kolei
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eStr = C’/emtdt = Cl—oelot +C4 (14)
—6tC 10t 6t _ C —6t —6t 4t
z=e"" e +Ce > = 1€ + Ce” % = Chre ™ 4 Cae™ = (1) (15)
O
Przyklad: Poniewaz (A — 5)% = A3 — 1502 + 75\ — 125, wiec
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T = 056575 + Oyt + Cqe® = C1te® + Cored + Cst?e® = x(t) (21)

Uzyskalismy kombinacje rozwigzan charakterystycznych dla pierwiastka potréjnego A = 5. [J



B.

Teraz rozpatrzmy taki rachunek (¢ — dowolna liczba, czyli stata):
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Moglismy skroci¢ wyrazy w rodzaju e~t/3 bo nie zalezg od t, czyli sa to stale. Rozpatrzmy takie rownanie

i— (t+t*)i+ (t* — 1)z = cost (24)
Strategia jest nastepujaca
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t
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Zapisalem to troche bardziej porzadnie, czyli przy pomocy calek oznaczonych. Teraz dwie stale dowolne ukryte sa
w dwoch dowolnych dolnych granicach calkowania: ¢; i to. Calek juz jawnie nie wyliczam, bo za trudne nawet dla

programu Mathematica 6.
Warunki poczatkowe dobrane sa tak, ze na podstawie (30)

to . s .
x(t2) = etg/Q/ ds 6752/2+53/3/ e~ BeosTdr =0
to t1

a na podstawie (28), przepisanego jako
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zachodzi
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II. ZADANIA

1. Znalez¢ rozwiazanie ogélne metoda faktoryzacji
T —2z—35 = 0,
1
5. —3t— -z = 0
&—3%— ,
T —22—35c = 1,
1
5 — 3t — -z = 2
&—3%— ,
T — 2t — 35z = t,
1
573 L _ t2
&—3%— ,
& —10x 4 25z = 0,
Z—10x 4 25z = 1,
T—ti+a—tx = 0,

2. Niech z1(t) oznacza rozwiazanie szczegdlne. ZnaleZé rozw. ogélne réwnan

2@ 4 82 — 3022 — 4002 — 8752 = 0, gdyzi(t) = t2e ",
2® 4+ 2@ —402M — 1122 = 0, gdy z1(t) = te™*,

3. Niech [A, B] = AB — BA. Obliczy¢: (a) [4,t]z(t), (b) [, 12]z(t), (c) [L + ¢, L — tla(t), (d) [L + ¢2

dt’ dt

d

’dt

Jao(t).



