20.1

ROWNANIE STRUNY
Rownanie typu hiperbolicznego
02 1 0%

" E =0 (20.1.1)

wystepuje w wielu zagadnieniach fizycznych zwigzanych ze zZjawiskami drgan, Opisuje np. male
poprzeczne drgania struny jednorodnej o gestosci liniowej g, znajdujacej si¢ pod dzialaniem napre-

. , T
Zenia T; woéwczas g = ? .

W dalszym ciagu réwnanie (20.1.1) nazywaé bedziemy réwnaniem struny,
Rozwiqzanie ogélne réwnania (20.1.1) ma postaé

u(x, 1) = g(x—at)+h(x+at) (20.1.2)
gdzie g(&) i A(¢) sq to dowolne funkcje klasy C? na przedziale (—o00; +c0).

Rodziny prostych

X—at =const i x+at = const (20.1.3)

sa charakterystykami rébwnania (20.1.1).
Rozwiazanie réwnania (20.1.1) na obszarze D = {(x,1): x€ (—0; +0)At > 0}, speinia-
Jjace warunki poczqtkowe
ou(x, 0
u(x,0) = f(x), —(c)—t’—)- =) (20.1.4)
gdzie f(x) i p(x) sa funkcjami odpowiednio klasy C* i C! na przedziale (—00; +0), dane jest
wzorem d’Alemberta
1 1 x+-at
v(x, t) = —[f(x—at)+ fx+at))+ — S ¢(2)dz (20.1.5)
2 ’ 2q x—at
Méwimy, ze wzér (20.1.5) przedstawia rozwiazanie zagadnienia struny nieograniczonej.
Rozwigzanie réwnania (20.1.1) na obszarze D = {(x,t): x€<0;I>At > 0}, speiniajace
(dla kazdego ¢ > 0) warunki brzegowe .

w0, =0, u(l,N=0 (20.1.6)
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i warunki Poczatkowe (20.1.9), gdzie J&x) i p(x) 53 odpowiednio klasy C3 j c2 na przedziale €0; />
i spetniajg warunki zgodnogci
JO) = f() = 2O =9oW) = OA f(0) = D=0 o.1.7y
dane jest wzorem

o0

u(x,t) = Z sin-? (A mrat)
n=1]1

. nrat
xSin ——r +B,cos 5

(20.1.8)
- gdzie
2 ! nrx 2 ! nwx
Ay =___ S‘ ?(X)sin——ar, B - < S Sx)sin—_ gy (20.1.9)
nra ; { ) ° l
dla n = 1,2,3, ...

Mowimy, ¢ wzbr (20.1.8) Przedstawia rozwigzanie zagadnienia Struny ograniczonej o dhu-
gosci /. Uzyskuje sig je 2w, metodg Fourierq polegajaca na boszukiwaniy rozwiazania w postaci
ux, t) = X 1),

Zadanie 1. Struna nieograniczona o gestodei i
ZOr opisujacy te drgania,
postaé: u(x,0) = cosx, ()L(;’Q.

niowej ¢ i naprezeniy a*p drga
Jjesli warunki poczatkowe maja
= 2x.

Rozwiqzan

ie. Mamy znales¢ ro,
dane warunki poczat

ZWigzanie réwnania (20.1.1) speliajace
kowe. Zgodnie ze Wzorem (20.1.5) mamy

x+-at
u(x, £) = % [c08 (x—ar) + cos (x + ar)] + -21— S 22dz =
) a x—at
1 X+ at
= Ccosxcosar+ ——_ 52 = cosxcosat+2xt
2a X—at

Odp. u(x, t) = Cosxcosart 4 2xt.

Zadanie 2, Struna o diy

gosci I, gestosci liniowej ¢ i naprezeniu gg?
Wana w punktach x = (i x

= I. Znalezé wzér opisujacy jej drgania s
. . » 0
warunki poczatkowe majq postac: u(x, 0) = 0, du(d;t) = x(l-x).

jest umoco-
wobodne, jesli

Rozwiazanie.
dane warunki Ppoczatkowe
Korzystajac ze wzord

Mamy znales¢ rozwigzanie réwnania (20.1.1) spetniajace
oraz warunki brzegowe (20.1.6).

w (20.1.9) mamy B, =0 dla 5 = 1,2,3,.

.., Oraz
1 Fi
A4, = 2 S x(I—x)sinﬂalx -2 xsinmicdx—
nra J l nra J il
: L 1,3
-2 Sx’sinLnxdx = | nntg ar=13,..
nra J Fi

0 dlan=24,..



20.1. Réwnanie struny 333

Stad, zgodnie z (20.1.8) mamy

o) . (2n—1)11:x
no 8P ST sin (2n—1)nat
UG, 1) = VATR ¢SV 1
© o1 (2n—Dwx
813 M (n—Dnar
Odp. u(x,?) = p—ym n}:; @7y S 7 .

Zadanie 3. Znalezé rozwiazanie u(x, t) réwnania (20.1.1) wiedzac, ze u(x, t) =
= X+ 1 na charakterystyce x—ar = 1 oraz u(x,t) = 2x2na charakterystyce x+at =
=1,

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru (20.1.2) mamy

gM)+r(2x—1) = x+ 1}

g(2x—1)+h(1) = 2x2

2
skad h(x) = 3;—l+l—g(l), gx) = 2( x’z’l ) —h(1) i g()+h(1) = 2.
Wobec wzoru (20.1.2) mamy wiec

2

, .
_ 2(x—¢;t+1) + x+¢;t+1 -1 = _é.[(x—at+1)2+x+at—l]-

Odp. u(x,?) = %[(x—at+l)2+x+at-—1].
Zadania. ’

4. Struna o dtugosci I = 2, gestosci liniowej @ i napreZeniu 64p jest umocowana
W punktach x =0 i x = 2, Znalezé wzér opisujacy Jej drgania swobodne, jesli

warunki poczatkowe maja postaé: u(x, 0) = 0, w = @(x), gdzie ¢(x) jest

funkcjg, ktérej wykres ma ksztalt tuku paraboli (rys. 20.1.1).
Y

b 9@

H
4 17 27X 044

5. Funkcje f(x) i g(x) wystepujace w warunkach (20.1.4) charakteryzujg za-
burzenie poczatkowe struny. Przypus$émy, ze znamy zaburzenie poczatkowe struny
jédnorodnej 0 gestosci liniowej o i naprezeniu a’p, tylko na przedziale <0; 27).
Wyznaczy¢ zbiér D, w ktérym stan struny mozna okrefli¢ za pomocg wzoru d’Alem-
berta.

e et e e
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. . L . . . . . 0%u
6. Niech u(x, t) bedzie rozwigzaniem réwnania struny nieograniczonej e
X

9?2 . .
= —at—zu— Z warunkami poczatkowymi

u(x,0) =0, Ju(x,0) - {sin3x, gdy x€{0; =)
or 0, gy x¢<0;n)
ZnaleZ¢ warto$é u(x, 1) w kazdym z tych obszaréw polplaszczyzny ¢ > 0, w ktérym
u(x, t) = const.
7. Jednostronnie nieograniczona strunz o gestoscei liniowej ¢ i naprezeniu a%
Jest Zamocowana na konicu x = 0. ZnaleZ¢ wzdr opisujacy jej drgania swobodne,
ou(x, 0)

or = dax

jesli warunki poczatkowe maja postaé: u(x,0) = cos (x+ —27:—):
gdy x € {0; + o0).

8*. Niech na przedziale {0; 4+ o0) bedzie dana jednostronnie nieograhiczona
Struna o gestosci liniowej g i naprezeniu ga?, ktérej koniec x = 0 porusza si¢ zgodnie
z prawem u(0, 1) = 2¢, t € (0; + ). Znalez¢ wzdr opisujacy jej drgania swobodne,

jezeli warunki poczgtkowe majg postaé: u(x,0) = 0 i di(;tﬂ =0,

9*. Znale#é rozwigzanie u(x, t) réwnania struny o gestosei liniowej o i napre-
Zeniu T = o wiedzjc, ze u(x,t) = x>na charakterystyce X—t=2oraz u(x,t) = 2x
na charakterystyce x+¢ = 2, o

u 1 %

» o @ o T

na obszarze D = {(x,#):xe(—o0; +©)Aze{0; + )}, spelniajace warunki

' ou(x,0)
ot

10*. Wiadomo, zZe rozwigzanie u(x,t) réwnania
poczatkowe u(x, 0) = f(x) i = @(x) ma postaé

x-+-at

u(x,t) = —;—[f(x—at)+f(x+at)]+ % S p(@)d —%SSG(Z, vdzdr
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20.1. 4 o(x) = X(2-x), Sx) = o0, Zastosowagé Wzory (20.1.8) j (20.1.9).
5. Wyznaczyc’ punkt Przecigcia sje charakterystyk Przechodzacych Przez kotice prae.-
dzialy <0;2r). . Wobec wzory (20.1.5) mamy u(x, t) = 0, gdy (x,0)e D.up,

11
1u(x, ) = -zl—fsin%dz, gdy (x, t)eD, (rys. 20.1.3). 7, PrzedIuZyé W spos6b nie-
0

Parzysty funkeje S(x) = cog (x+ —;) 19(x) = 4gx na Przedziat (— oo ; 0) i skorzystag

ze wzory (20.1.5) ng obszarach D, = {(x, 1):0g x <at} i D, - {(x,:0 ¢
Sargx) g Wisréd Tozwigzan (20.1.9) téwnania (20.1.1) na obszarze D =
={(x,0):xe 0; +0)aze €0; + o)) Znalezé rozwigzapje Spetniajace dany waru-
nek brzegowyi dane warunkij poczgtkowe, 9. Zobacz 20,1 zad. 3, 19. Obszar

mozna  opjsa¢ m’eréwnos’ciami: 0< vgin Xta(r—1) g 2 S X-a(r—p),

'S S oi ou ou 0i ,
1. Z réwnag linij diugie; : RH'LHT = 55 Gut C'—a7 T oy Wyrugowaé




