8.Dynamika ruchu drgajacego i fale w osrodkach sprezystych.

Wybbr 1 opracowanie zadan 8.1. — 8.35. - Ryszard Twardowski
Wybor i opracowanie zadan 8.36.- 8.45 - Bogustaw Kusz

8.1. W ukladzie przedstawionym na
rysunku 8.1. mas¢ m = 0,01 kg w chwili ¢
= () s odchylono od potozenia rownowagi
0 xp = 0,01 m 1 nadano jej predkos¢ vy =
0,4 m/s. Znalez¢ zalezno$¢ wychylenia,

predkosci 1 przyspieszenia masy m od m

czasu. Ile wynosi okres drgan, amplituda 1

faza poczatkowa wychylenia masy m? o x>
Wspoétczynnik  sprezystosci  niewazkiej Rys. 8.1.

sprezyny k = 10 N/m. Tarcie zaniedbac.

8.2. W strong nieruchomej masy m przedstawionej na rysunku 8.1. porusza si¢ z predkoscia -v
cialo o masie m 1 zderza si¢ z nig centralnie. Jak dlugo trwa ruch masy zamocowanej do
niewazkiej sprezyny o wspotczynniku sprezystosci k w przypadku, kiedy a) zderzenie mas
jest sprezyste b) zderzenie mas jest niesprezyste, a masy trwale przylegaja do siebie? Ile
wynosi okres drgan w obu przypadkach? Tarcie zaniedbacd.

8.3. Czastka wykonuje drgania harmoniczne. W odleglosciach x; i x, od potozenia rownowagi
jej predkosci wynosza v, 1 v,. Znalez¢ amplitudg i1 czgsto$¢ drgan czastki.

8.4%*, Czastka wykonuje drgania harmoniczne zgodnie z rownaniem x = Asin(wpt). Obliczy¢
prawdopodobienstwo p znalezienia czastki w przedziale od 4/2 do A. Otrzymac¢ zaleznos¢
gestosci prawdopodobienstwa (dp/dx) od x.

8.5. W ukladzie przedstawionym na rys.8.1. mas¢ m odciagni¢to o Ax; od potozenia
réwnowagi. Dhugos¢ nieodksztatconej sprezyny wynosi d. O ile przesunat si¢ dowolny punkt
sprezyny od potozenia rownowagi?

8.6**. W ukladzie przedstawionym na rysunku 8.1. spr¢zyna o masie M ma wspotczynnik
sprezystosci k. Masg m odciagnigto nieco od potozenia rownowagi i puszczono. Znalez¢ okres
drgan tego uktadu.

8.7*. Ile wynosi okres matych drgan kulki A w ukfadzie zlozonym z wahadla

matematycznego 1 niewazkiej sprezyny (rys. 8.2.)? Osobno wahadto matematyczne ma okres
matych drgan T, a kulka A podwieszona tylko do sprezyny ma okres drgan 7».

Rys. 8.2.



8.8. Dwa wahadta matematyczne o dtugosci d i masie m kazde potaczono za pomoca stabej
niewazkiej 1 nieodksztatconej sprezyny o wspotczynniku sprezystosci k£ (rys. 8.3.). Znalezé
okres matych drgan w przypadkach a) kazde wahadlo odchylono o kat oy w prawo od
potozenia rownowagi, b) pierwsze wahadto odchylono o kat oy w prawo, drugie o kat oy w
lewo od potozenia réwnowagi, ¢) odchylono tylko pierwsze wahadlo o kat oy w prawo od
potozenia rownowagi. W przypadku c) oblicz odstgp czasu uptywajacego pomigdzy chwilami
czasu, kiedy jedno wahadlto przestaje drga¢, a drugie wykazuje maksymalne drgania.

Rys. 8.3.

8.9. Niewazka sprezyng podzielono na dwie, tak, ze stosunek ich dlugosci wynosi 7: 2.
Nastgpnie z tych sprezyn i ciata A zmontowano ukltad przedstawiony na rysunku 8.4.
Obliczy¢ okres drgan ciata odchylonego od potozenia rownowagi w kierunku poziomym, jesli
wiadomo, ze cialo A zamocowane do catej spr¢zyny wykonuje drgania o czgstotliwosci f.
Zatozy¢ brak tarcia.

.
X

Rys. 8.4.

8.10%. Wyobrazmy sobie tunel wydrazony w Ziemi wzdluz jej osi obrotu. W chwili ¢ = 0
cialo A zaczyna spada¢ swobodnie z powierzchni Ziemi w glab tunelu, a cialo B zaczyna
spada¢ w glab tunelu z odlegtosci » = Rz/2 od $rodka Ziemi. Obliczy¢ czas ¢, po ktorym ciata
si¢ spotkaja i wskaza¢ miejsce spotkania. Zaniedba¢ opdér powietrza oraz zalozyé, ze Ziemia
jest jednorodna kula o promieniu Rz = 6400 km.

8.11%. Jednorodny poziomy pret wiszacy na dwoch pionowych linach o dlugosci b kazda 1
uwiazanych do koncéw preta, obrécono o maty kat wokdét nieruchomej pionowej osi
przechodzacej przez jego srodek. Obliczy¢ okres wahan prgta.

8.12. Wyprowadzi¢ wzor na okres matych drgan wahadta fizycznego wychodzac a) z zasad
dynamiki ruchu obrotowego, b) z zasady zachowania energii mechaniczne;j.

8.13. Na koncach cienkiego preta o dtugosci b = 0,3 m i masie m = 0,4 kg umocowano mate
kule o masach m; = 0,2 kg 1 m, = 0,3 kg. Pr¢t z kulami waha si¢ wokol osi poziomej
przechodzacej przez jego srodek. Obliczy¢ okres matych wahan.



8.14*%, Jednorodny pret o dlugosci b wykonuje mate wahania wokdét poziomej osi
przechodzacej przez pret i prostopadiej do niego. Dla jakiej odlegtosci migdzy osia a
srodkiem preta okres wahan bedzie najkrotszy?

8.15*. Cigzarek zawieszony na niewazkiej sprezynie o dtugosci d = 10 cm wykonuje drgania
z dekrementem logarytmicznym A = 2n. Po skroceniu spr¢zyny dekrement logarytmiczny
drgan wynosi A; = m. Obliczy¢ dlugo$¢ skroconej sprezyny.

8.16. W odstepie czasu At energia drgan w ruchu harmonicznym stabo ttumionym zmalata n-
krotnie. lle razy zmaleje amplituda drgan w tym ruchu w odstgpie czasu At,?

8.17*. W pewnym o$rodku wahadlo matematyczne drga z logarytmicznym dekrementem
thumienia Ay = 1,5. Jaki bgdzie logarytmiczny dekrement thumienia A, jesli opor osrodka
wzrosnie n = 2 razy? lle razy nalezy zwigkszy¢ opor osrodka, aby wahadto nie mogto drgac?

8.18. Znalez¢ logarytmiczny dekrement tlumienia wahadta matematycznego o dlugosci d,
jesli po czasie T jego energia zmniejszyla si¢ n razy.

8.19*. Matla kulke wychylono z potozenia rownowagi na odlegto$¢ d = 2 c¢m i puszczono
swobodnie. Logarytmiczny dekrement thumienia drgan kulki wynosit A = 0,002. Jaka droge
przebedzie kulka do chwili zatrzymania si¢?

8.20. W uktadzie pokazanym na rys. 8.1. masa m znajduje si¢ w stanie rownowagi. W chwili

t = 0 do masy m przylozono pozioma site¢ F = Fysin(wt). Znalez¢ rdwnanie opisujace
wychylenie x(2) masy m z polozenia rownowagi. Wspdtczynnik sprezystosci niewazkiej
sprezyny wynosi k. Zatozy¢ brak tarcia.

8.21. Na podstawie wyrazenia na amplitud¢ wychylenia stacjonarnych drgan wymuszonych
otrzyma¢ wzOr na czgsto$¢ rezonansowa.

8.22. Amplitudy wychylenia punktu wykonujacego stacjonarne drgania wymuszone sa sobie
réwne przy czgstosciach ;1 ;. Ile wynosi czgstos¢ rezonansowa?

8.23. Amplitudy predkosci punktu wykonujacego stacjonarne drgania wymuszone sa sobie
roéwne przy czgstosciach ®; 1 ;. Ile wynosi czgsto$¢ drgan wlasnych?

8.24**, Cialo o masie m wykonuje stacjonarne drgania pod wptywem sity F' = Fycos(wt) w
osrodku o wspodlczynniku tlumienia . Obliczy¢ $rednia moc sity oporu osrodka, czgstosé
drgan wilasnych wynosi wy. Wykazaé, ze suma $redniej mocy sity oporu osrodka i $redniej
mocy sity F wynosi zero.

8.25*, Obliczy¢ $rednia energi¢ kinetyczna i $rednia energi¢ potencjalna sity sprezystosci
ciata o masie m wykonujacego stacjonarne drgania wymuszone o rOwnaniu x = Dcos(®t+@).
Czgsto$¢ drgan wlasnych wynosi my.

8.26. W pewnym o$rodku wzdluz osi y przemieszcza si¢ monochromatyczna harmoniczna
fala ptaska o dhlugosci A. Znalez¢ roznice faz drgan czastek osrodka znajdujacych sie¢ na
rownolegtych ptaszczyznach A i B odleglych od siebie o Ay. Ptaszczyzny te sa prostopadte do
0si y.



8.27*. W jednorodnym o$rodku sprezystym o gestosci py rozchodzi si¢ fala ptaska
s(x,t) = sycos(ot - kx).

Sporzadzi¢ wykresy dla ¢ = m/®
a) zalezno$ci s(x), (9s/9t)(x), (9s/9x)(x),
b) zaznaczy¢ na wykresie dla s = 0 kierunki predkosci czastek os$rodka dla fali
podtuznej i poprzecznej,
c) zaleznosci ggstosci osrodka p(x) dla fali podtuzne;.

8.28. Wykazac¢, ze ogdlne réwnanie fali ptaskiej w postaci
s(7,t) = sycos( ot — kF +¢)
spetnia rGwnanie falowe.

8.29. W zamocowanej na koncach strunie o dlugosci b = 120 cm wytworzono falg stojaca. W
punktach odlegtych od siebie 0 d; = 15 cm 1d, = 5 cm amplituda tej fali jest rowna 4; = 3,5
mm. Znalez¢ maksymalna amplitudg tej fali. Ktorej harmonicznej odpowiada ta fala?

8.30. W osrodku o gestosci p wytworzono mechaniczna podluzng falg stojaca. Wychylenie
czasteczek osrodka opisane jest rOwnaniem: s = 2sgcos(kx)cos(wt). Obliczy¢ srednia gestos¢
energii kinetycznej 1 $rednia gesto$¢ energii potencjalnej ruchu falowego w weztach 1 w
strzatkach.

8.31*%*, W punktach Z; i Z, osi x, odleglych o d od siebie, umieszczono zrédta
monochromatycznych ptaskich fal harmonicznych o jednakowych kierunkach drgan i
rozchodzacych si¢ zgodnie ze zwrotem osi x. Znalez¢ $rednia gestos¢ energii ruchu falowego
w punkcie P na osi x. Zatozy¢, ze do punktu P dochodza z obydwu zrodet fale o rownaniach
odpowiednio

§; =8yco8(wt—k;x+¢,;) i S, = Sgco8(wt —ky(x —d)+ ¢, ).
Zbadac¢ przypadki a) fale sa niespdjne, b) fale sa spdjne. Osrodek jest niedyspersyjny.

8.32. W trzech réwnoodlegtych punktach znajdujacych si¢ na jednej prostej dokonano
pomiaru natgzenia fali emitowanej przez to samo zroédto punktowe. Gdzie znajduje sig zrodto
fali, jezeli natezenie fali w punktach skrajnych jest jednakowe, a w punkcie $srodkowym
wigksze o p = 10%? Odleglo$¢ migdzy punktem srodkowym a punktami skrajnymi wynosi a
= 10 m. Przyjac a) fale sa kuliste, b) fale sa koliste.

8.33. Punktowe zrodto fal o mocy P znajduje si¢ w srodku walca o promieniu R i wysokosci
h. Przyjmujac, ze $cianki walca catkowicie thumia fale, obliczy¢ $redni strumien energii
padajacy na boczna powierzchnig walca.

8.34. Dwa ciagi fal ptaskich o dtugosciach A; 1 A, przemieszczaja si¢ w tym samym kierunku
w osrodku dyspersyjnym o dyspersji d. Predko$¢ grupowa fali wypadkowej wynosi vy.
Znalez¢ czestosci tych fal.

8.35. W pewnym o$rodku dwie ptaskie fale harmoniczne tworza grupg opisang rownaniem:

s =0,005cos(20x — 6500¢t)cos(0,5x — 1601),
gdzie wspodlczynniki liczbowe sa wyrazone w uktadzie SI. Obliczy¢ stosunek predkosci
fazowej do predkosci grupowe;.



8.36. Zwazytem si¢ na wadze spr¢zynowej (,,lazienkowej”). Podczas wazenia szalka wagi
obnizyla si¢ o D=lcm a waga wskazata m=100kg. Oblicz wspotczynnik sprezystosci oraz
energi¢ potencjalng zgromadzona w sprezynie.

8.37*. Podczas skoku z mostu o wysoko$ci H=17m na gumie ,,bungee” skoczek o masie
m=75kg osiagnat minimalng wysoko$¢ na poziomie D=2m nad woda. Po ustaniu drgan o
okresie T=2s skoczek swobodnie zwisal na wysokosci A=6m. Zakladajac, ze tarcie
wystepujace w uktadzie jest proporcjonalne do predkosci rozciagania gumy, oszacuj:

a/ energi¢ potencjalng gumy w chwili gdy skoczek osiagnat poziom D,

b/ straty energii jakie nastapity do chwili gdy skoczek osiagnat poziom D,

¢/ oszacuj warto$¢ maksymalnego przyspieszenia dziatajacego na skoczka,

d/ narysuj prawdopodobny wykres zmian potozenia, pr¢dkosci i przyspieszenia skoczka w
funkcji czasu.

Uwaga: dlugos¢ liny wynosi L=10m, masg liny i opory powietrza zaniedbac, V(0)=0.

8.38. Na lince o dlugosci L wisi tarcza o masie m. W tarczg trafia lecaca poziomo z
predkoscia V) kulka o masie m. Napisz rownanie ruchu tarczy po zderzeniu: a/ z kulka
gumowa (zderzenie sprezyste), b/ z kulka plasteliny (zderzenie niesprezyste). Zalozenie:
uktad mozna opisa¢ jak wahadlo matematyczne a zderzenie kuli z tarcza jest zderzeniem
centralnym.

8.39. Opisz ruch uktadu z zadania 38 wiedzac, ze w ukladzie wystepuje thumienie opisane
logarytmicznym dekrementem tlumienia A.

8.40. Oszacowa¢d, dla jakich warto$ci logarytmicznego dekrementu tlumienia A mozna
zastosowac przyblizenie A = BT ~ BTz bledem mniejszym niz 1%.

8.41. Plytka kwarcowa o czgstotliwosci drgan wlasnych f;=10MHz zostala wzbudzona do
drgan swobodnych ttumionych. Po jakim czasie energia zgromadzona w plytce zmaleje do
polowy, jesli logarytmiczny dekrement thumienia 4=0,001 ?

8.42. Szarpnigty przez rybg splawik (w ksztalcie patyka) wpadt w drgania thumione. Po czasie
ts=4T=4s (T-okres drgan) amplituda drgan zmalata 8 razy. Oblicz logarytmiczny dekrement
thumienia oraz czgstotliwos¢ drgan wlasnych sptawika.

8.43. Jakie maksymalne wskazanie odczytamy z wagi spr¢zynowej (tazienkowej) jesli
skoczymy na jej szalke z wysokosci A~=12cm ? Dane: m=100kg - masa ciata, D=Icm -
obnizenie szalki przy statycznym obciazeniu. Masg szalki mozna zaniedbac.

8.44. Do jednego konca sprezyny o stalej k=2/ 3 N/m dotaczono mala kulke o masie
m=0,01kg. Trzymajac sprezyn¢ za jej drugi koniec wprawiono kulke m w ruch po okrggu w
ptaszczyznie poziomej z predkoscia V=0,76m/s. Sprezyna wydtuzyta si¢ dwukrotnie. Oblicz
promien toru kulki. ZatozZenie: masa spr¢zyny jest do zaniedbania a jej o§ porusza si¢ pod
stalym katem do pionu.

8.45. Pewna falg opisano rownaniem:s(x,t)=10"sin(2040m ¢ —6mx). Co mozna
wywnioskowac¢ z tego opisu? Uwaga: wielkosci w rownaniu podane sa w uktadzie SI.



8.46. Opisz réwnaniem mechaniczng fal¢ poprzeczna poruszajaca si¢ w kierunku (-o0) osi y o
amplitudzie 4, dlugosci fali A4 i predkosci V.

8.47. Jakie fale stojace mozna wzbudzi¢ w nastgpujacych ukladach:

a/ pret metalowy o dlugosci L zamocowany na jednym koncu,

b/ pret metalowy o dlugosci L zamocowany na obu koncach,

¢/ pret metalowy o dlugosci L zamocowany w punkcie odlegtym o 0,25L od konca,
d/ w pustej szklance o wysokosci H,

e/ w rurce plastikowej o dtugosci L.

8.48. Wiszacy most w Tacoma (US) zniszczyt w 1940 roku wiatr o predkosci okoto 70km/h
wiejacy prostopadle do linii mostu. Wiatr spowodowatl powstanie drgan rezonansowych
catego mostu o amplitudzie rzedu metrow. Naszkicuj prawdopodobny ksztalt mostu tuz przed
catkowitym zniszczeniem.

Uwaga: przyjaé, ze most wiszacy to zamocowana na koncach, wiszaca na linach jezdnia o
dhugos$ci okoto 2000m szerokosci 20m i grubo$ci 3m.

8.49. Predkos$¢ fazowa fal powierzchniowych na wodzie silnie zalezy od mechanizmu ich
przemieszczania. Gdy decyduje o tym napigcie powierzchniowe (dla fal krotkich A<2cm), ich

predkos¢ wyraza sig¢ wzorem: V, = \/25:;: gdzie o jest napigciem powierzchniowym wody.
Kiedy sita cigzko$ci jest gtowna przyczyna rozchodzenia si¢ fal na wodzie ich predkosé
mozna opisa¢ wzorem: V, :\/% gdzie g- przyspieszenie ziemskie. Ile wynosi predkos¢
grupowa fal krétkich i dlugich w stosunku do ich predkosci fazowych ?

8.50. Grupa fal wywotana przez przeptywajaca motordwke porusza sig z predkoscia 1m/s.
Znalez¢ $rednia predkos¢ fazowa 1 dlugosc¢ fal w tej grupie?



Rozwiazania
8.1.R. Rownanie ruchu masy m ma postac:

(1) ma = F_,
gdzie:
L d’x _:
dt?
Porzadkujac rownanie (1) otrzymamy réwnanie ruchu harmonicznego prostego

, F =-kx.

S

(2) X+ wox =0, f :E.
m

Szukamy nietrywialnego rozwiazania réwnania (2) w postaci x = Ce" (C # 0). Obliczajac
druga pochodna wzgledem czasu z tak zapostulowanego rozwiazania i wstawiajac do
réwnania (2) otrzymamy:

Ce"(r* + @) =0

skad mamy roéwnanie charakterystyczne
3) r’+oj=0.
Roéwnanie (3) posiada dwa pierwiastki:
1, = im, oraz 1, =—im,, gdzie i=~/-1.

Tak, wigc rownanie (2) ma dwa liniowo niezalezne rozwiazania:

X, = Cleimot’ X, = Cze—imot’
gdziq C; 1 C; sa stalymi. Rozwiazanie ogolne rownania (2) jest kombinacja liniowa tych
rozwiazan

(4) x =C,e'™ +C,e'™!

Rownanie (4) zazwyczaj przedstawia si¢ w postaci trygonometrycznej korzystajac z wzorow
Eulera

x = C,[cos(myt) + isin(wyt)] + C,[cos(myt) —isin(w,yt)] = A cos(m,t) + Bsin(w,t),
gdzie: A=C,+C,, B=i(C,-C,).

State A i1 B znajdujemy z warunkow poczatkowych: x(t=0) = xo, v(t=0) = );(t =0) =y

Xy = A cos(w,0) + Bsin(®,0) = A

vy = —Aw, sin(w,0) + Bo, cos(®,0) = Bo, = B= Yo

Q)



Zalezno$¢ wychylenia masy m od czasu przedstawia sig, wigc nastgpujaco:
(5) X =X, cos(m,t) + Z)—gsin(mot).

Rownanie (5) mozna przedstawi¢ w postaci np. kosinusowej

2

(6) x =Dcos(o,t +@,), gdzie D= (Xg + V—g)l/z,
®o

Vo Vo

X .
cos(@,) ===, sin(qg) = — ,  lub  tg(py)=- ,
D ®,D WX

co tatwo pokazaé przez sprawdzenie.
Na podstawie réwnan (6) uzyskamy D = 0,016 m i @y = - 0,902 radianéw. Okres drgan

wynosi
T= 2n = 271\/E
0, k

1 po wstawieniu danych liczbowych T = 0,2 s.
Na podstawie rownan (6) otrzymamy zalezno$¢ predkosci v 1 przyspieszenia a masy m od
czasu

v = —Do, sin(wyt + @) = Do, cos(myt + @, + n/2),

a = —Daj cos(myt + @,) = Dog cos(o,t + ¢, + 7).
8.2.R.
a) Zderzenie sprezyste

W przypadku tego zderzenia ciato uderzajace zatrzyma sig, a cialo zamocowane do sprezyny
zacznie ruch, w ktérym jego wychylenie mozna opisa¢ rownaniem (patrz zad.8.1.)

(D) X = Acos(oyt) + Bsin(oyt), o, = \/E
m

W przyjetym na rysunku 8.1. uktadzie wspotrzednych warunki poczatkowe tego ruch mozna
zapisac xo = 0 1 vo = -v. Wykorzystujac réwnanie (1) i warunki poczatkowe otrzymujemy state
AiB

0= Acos(®,0)+ Bsin(®w,0), = A =0,

- v =—-An, sin(®,0) + Bo, cos(»,0), = B=——o,

czyli



v
X = ——sin(w,t).
®
Ruch masy zamocowanej do sprezyny nie bedzie ruchem okresowym i bedzie trwat do chwili
jej powrotu do potozenia réwnowagi. Czas trwania tego ruchu t; mozna obliczy¢ z rownania

T /m
0

W chwili t; masa zamocowana do spr¢zyny zatrzyma si¢ przekazujac swoj ped do drugiej
masy, ktéra zacznie oddala¢ si¢ od niej z predkoscia v.

b) Zderzenie niesprgzyste

W tym przypadku masa uderzajaca przylgnie do masy zamocowanej do sprezyny. Wspdlna
predkos¢ mas vy mozna obliczy¢ z zasady zachowania pedu. W przyjetym ukladzie
wspotrzednych

v
—mv =2mv,, :>VO=—E.

Rozpocznie si¢ ruch harmoniczny prosty z warunkami poczatkowymi xo = 0, vop = -v/2 1 z
czestoscia @ = (k/2m)"2. Ruch ten bedzie trwat nieskoficzenie dlugo (zaniedbali$my tarcie),
a jego okres wyraza si¢ wzorem:

8.3.R.

2.2 2.2 2 2

ViX5 — V57X -V

A= |22 2% T Y2
- 2 2 0 2 2
Vi—V, Xy =X

8.4.R. W ciagu okresu drgan T czastka przebywa w przedziale od —A do A. W przedziale od
72A do A czastka przebywa w ciagu czasu At = 2(ta - t (12)a), gdzie t 12)a 1 ta Wyznaczymy z
rownania ruchu czastki

1 _ arcsin(1/2)
EA = Asin(®gyt(/p)4)s = tao)a = ’
@
A = Asin(ant,), St = arcsin(1) ’
®

_ 2[arcsin(1) — arcsin(1/2)]
(00 '

1) At

Szukane prawdopodobienstwo p okresli¢ mozna z relacji

) _ At _ oAt _ arcsin(l) —aresin(1/2) _ 1
T 21 T 3
Gestos¢ prawdopodobienstwa p = dp/dx mozna obliczy¢ korzystajac z rownania (2)




arcsin(X h AX) - arcsin(i) arcsin( X AX) - arcsin(i)
A _ A A
Ap = = s =
T TA Ax
A
A 1 arcsin( X+ AX) - arcsin(i)
3 = A
Ax mA Ax ’

A
przechodzac w rownaniu (3) do granicy Ax—0 otrzymamy:

d 1
px) = L=
dx A% —x2

Poleca si¢ czytelnikowi naszkicowac wykres tej funkcji.
8.5.R. Przyjmujac poczatek osi x w punkcie zamocowania spr¢zyny do §ciany otrzymamy

AX :Axkg.

8.6%.R. Wskazowka. Kazdy element dM sprezyny o dtugosci d wykonuje ruch harmoniczny z
czgstoscia mg. Energig kinetyczna takiego fragmentu mozna zapisac

dE, = ! dMv?, dM = de, v =—(Ax, %)mo sin(m,t) (patrz zad.8.5.).

2 d
T=2n /%MB

8.7.R.
T,

JT2+T2

8.8.R. Dla matych katow suma momentoéw sity cigzko$ci i sity sprezystosci wzgledem osi
obrotu dla lewego wahadta wynosi (patrz rys. 8.8.R.):

T=



kd[sin(av,) - sin(ct,) mg

Rys. 8.8.R.

M, = —mgdsin(a,) — k[d sin(a,) —dsin(a, )]d cos(a, ) = —mgda, — kd? (o, —ay).
Stad rownanie ruchu obrotowego tego wahadla ma postac

m
Podobnie otrzymamy dla drugiego wahadta i bedziemy mieli uktad rownan
(1 d1+§a1+£(a1—a2):o,
d m
. g k
d m

Oznaczajac o + o, = B 1 o - o = vy oraz dodajac lub odejmujac stronami réwnania (1) 1 (2)
dostaniemy

(3)  Brolp=0, cofn=§,

4 j+oly=0, co§=§+

5 [

Widzimy wigc, ze B i y spelniaja roéwnanie ruchu harmonicznego prostego. Ogodlne
rozwiazania dla B 1 y mozna przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej (patrz zad.8.1.)

&) o, +a, = Acos(m,t)+ Bsin(o,,t),
(6) o, — o, = Ccos(m,t) + Dsin(m,t).

Zatozenia zadania sugeruja nastepujace warunki poczatkowe: oi(t = 0) = a9, oa(t = 0) = ai,

o 1(t=0)=01 o 2(t=0)=0. Z rownan (5), (6) i warunkéw poczatkowych mamy

(7) oy + 0, = (0 + 0y cos(m,,t),

(8) 0o — 0Ly = (0l — Olyg) COS(@).

Uktad rownan (7) i (8) pozwala obliczy¢ o, 1 a,



+ —_

9 o, = wcos(mmt) + wcos((ﬂst),
+ —

10) «, =wcos((»mt)—wcos(wst).

Mozemy przedyskutowac teraz poszczegdlne przypadki.
a) Tu o= a0 =0 wigc z (9) 1 (10) mamy
o, =0, =0, cos(o,t).

Sprezyna nie wplywa na ruch wahadet matematycznych.

b) Tu o= a1 0 = -0, wigc z (9) 1 (10) mamy

o, = o cos(mgt),

o, =—0, cos(mt).

Sprezyna jest odksztatcona, wigc wplywa na ruch wahadel, ktore drgaja w przeciwfazie z

czestoscia
2k
o= [E+ 2K
d m

jednak wpltyw ten jest niewielki, poniewaz sprezyna jest staba 1 czegsto$¢ drgan wahadet jest
bliska wpy,.

c) oo = 0o 1 apg = 0, wigc z (9) 1 (10) otrzymamy
(11 o, = % cos(m,,t) + % cos(mgt),

12) a,= %cos(wmt) - % cos(m,t).

Mamy tu do czynienia ze zjawiskiem dudnien, gdyz czgstosci on 1 ®s niewiele si¢ r6znig od
siebie (sprezyna jest staba), aby to uwidoczni¢ wygodnie jest przedstawi¢ roéwnania (11) i (12)
W postaci



(13) o, =0qy cos((})S _20)“1 t) cos(mS me t),

(14) o, = o, sin( ;mm £) sin(2s J;‘“m ).

Czestos$¢ ms (rownanie(4)) mozna przedstawi¢ w formie

g 2k 2k k
0, = E+—=w I+ — =0, + ,

S m 2 m
m mo;, mo,,

poniewaz - << (sprezyna jest staba), wtedy rownania (13) i (14) przyjma postac
o, = o, cos( t)cos(w,,t) = A, (t)cos(m,,t), A,(t) =0, cos( t),
21’1’10)m 21’1’10)m
o, =, sin( t)sin(o,,t) = A, (t)sin(o,,t), A,(t) = a,sin( t).
2mo,, 2mo,,

Moduty A(t) 1 Ax(t) sa wolno zmiennymi w czasie amplitudami katowymi odchylen wahadet
od potozenia rownowagi. Okres dudnien Ty okre§limy z rownania

k (t+T,)— k t=m, :TdZZTEmc)m:%tm g
2mm 2mm k k Vd

m m

2

gdyz okres funkcji |cos(x)| wynosi m. Odstgp czasu Ti, pomigdzy maksymalnymi drganiami
poszczegolnych wahadet wynosi

8.9.R.

8.10.R. Wskazowka: udowodni¢, ze ruch kazdego z cial jest ruchem harmonicznym.
Otrzyma¢ mozna wtedy odpowiedz:

n |R .

= |—% = 21 minut,
2V g

a miejscem spotkania jest srodek Ziemi.



8.11.R.

T=2n L
\ 3g
8.12.R.

a) Rownanie opisujace ruch obrotowy wahadla wzgledem poziomej osi obrotu OO’
(patrz rys.8.12.R.) ma postac:

Rys. 8.12.R.
gdzie: I — moment bezwladnosci bryly wzgledem osi OO’, € - wektor przyspieszenia

katowego, M - wektor momentu sily ciezkosci wzgledem osi OO’. Rozpisujac

M =d x mg = —mgdsin(o)n, €= dﬁ, |ﬁ| =1,

gdzie d jest odlegtoscia srodka masy od osi obrotu. Na podstawie rownania (1) mamy

Iafi = —mgdsin(o)i.
Porzadkujac to rbwnanie i stosujac przyblizenie sin(a) = o dostaniemy
2) o+ ngd a=0.
Réwnanie (2) jest rtdwnaniem ruchu harmonicznego prostego o kotowej czgstosci drgan
2 I
(3) o= ‘/m—gd =>T=""cong |
I o, mgd
b) Z zasady zachowania energii mechanicznej mamy

%Im2 + mgd[1 —cos(a)] = const..

Roézniczkujac powyzsze réwnanie wzgledem czasu i porzadkujac otrzymamy réwnanie (2) 1

3).



8.13.R.

T=2n \/3 m3m, £3my g (patrz zad.8.12.).

6g m, —m,

8.14.R. Wskazowka: wykorzystujac wzor na okres drgan wahadta fizycznego 1 twierdzenie
Steinera otrzymuje si¢ d = b/(2 V3 ).

8.15.R. Dekrement logarytmiczny drgan wyraza si¢ wzorem

o o 27:£
(1) A=pT ="F-_TF ____ o
ot \/(Dé —pB? 1— (£)2

)

gdzie: B - wspdlczynnik thumienia, T; — okres drgan thumionych, w; — czgsto$¢ drgan
thumionych, ®, - czgsto$¢ drgan wiasnych. Kiedy sprezyna zostanie skrocona do dhugosci x to
jej czestos¢ drgan wlasnych zmieni sig, poniewaz zmieni si¢ jej wspoiczynnik sprezystosci do
wielkosci k; = kd/x, gdzie k jest wspotczynnikiem sprgzystosci catej sprezyny, a d dlugoscia
calej sprezyny. Wobec tego zmieni si¢ czgsto$¢ drgan wiasnych o

o JE /g_wﬁ
! m mx 0 X.

Dekrement logarytmiczny drgan skroconej sprezyny A mozna wyrazi¢ wtedy wzorem

ZTEB 2nB x

@ A= - @ ld

Jl—(ﬁf Jl—(ﬁ)”
o, o, d

Dalej dzielac stronami réwnania (1) 1 (2) oraz obliczajac B/wo z rownania (1) otrzymamy

8.16.R. W odstepie czasu At, amplituda drgan zmalata n*2/*2" razy.

8.17.R. Dekrement logarytmiczny drgan Ap mozna wyrazi¢ wzorem



271£
)

=By
0

(patrz zad.8.15.). Kiedy opdr osrodka wzrosnie n razy to wspotczynnik thumienia tez wzrosnie
n razy. Szukany dekrement mozna wobec tego zapisac

M A

27n B
2) A= Do —na,
- (P2
®o
Z réwnania (1) znajdujemy B/wg
p Ao

1 podstawiajac do réwnania (2) otrzymamy

B 2mnA,
Jar? — A (n? 1)

A

=33.

Oscylacje ttumione zachodza przy spetnionym warunku B < . Jesli opor osrodka
wzro$nie m razy, tak, aby byl spetniony warunek mf3 > w, to wahadlo nie bedzie moglo
drgaé. Na podstawie rownania (3) otrzymamy

®o —\‘471'-2—’_1\20:43

1’1’12—= 9~
B Ay

8.18.R. Logarytmiczny dekrement ttumienia wahadta wynosi

A= 27

2
4gt 1

din’n

8.19.R. Wskazowka. Oblicz drogg kulki s jako granicg sumy wartosci bezwzglgdnych
ekstremalnych wychylen kulki z potozenia rownowagi.

l+e™? 4d
S:dl_eWEXZLI-()m



8.20.R. Rownanie dynamiki dla masy m ma postac

mx = —kx + F, sin(wt).
Po uporzadkowaniu otrzymamy

(1) X+ 0gx = —Lsin(ot), wp =
m

Rozwiazania ogoélnego rownania (1) szukamy w postaci sumy rozwiazania ogoélnego

réwnania jednorodnego x+ méx =0 1 odgadnigtego rozwiazania szczego6lnego réwnania (1).
Rozwiazanie szczeg6lne X postulujemy w formie

(2) X, = A, cos(mt) + B, sin(ot),
a rozwiazanie ogoélne rownania jednorodnego (patrz zad.8.1.)
3) X; = Acos(m,t) + Bsin(m,t).

State Ag 1 Bs znajdziemy ktadac rownanie (2) do rdwnania (1) i grupujac razem wyrazy z
sinusem i cosinusem. Otrzymamy:

F, . .
(4) As((;)(z) — ) cos(ot) + [BS((;)(Z) —0?)——"]sin(wt) =0,
m
= A=0 i B=—
m(wy — o)

poniewaz rownanie (4) powinno by¢ spetnione w dowolnej chwili czasu t. Rozwiazanie
ogolne przedstawia si¢ wigc nastgpujaco:

%) x(t) = Acos(m,t) + Bsin(w,t) + % sin(mt).
m(oy — o

State A 1 B znajdujemy z warunkéw poczatkowych x(t = 0) = 0 1 v(t = 0) = 0. Korzystajac
dwukrotnie z rownania (5) otrzymamy

A=0 i B=———J%i—7.
mo,(o; — o)

Ostatecznie rownanie opisujace wychylenie masy m z polozenia rownowagi ma postac

F, ) .
x(t) = Wo—wz) [sin(wt) — (Oio sin(w,t)].

Zaleca sig czytelnikowi przeprowadzenie dyskusji powyzszego wyrazenia.



8.21.R. Korzystamy z wzoru na amplitud¢ wychylenia D drgan wymuszonych o czgstosci @

Fy

m\/(oo(z) - 0°)? +4p’ 0’ ’

(1) D(w)=

gdzie: Fy— amplituda sity wymuszajacej, m — masa ciala, oy — czgstos¢ drgan wtasnych i f3 -
wspotczynnik tlumienia. Nalezy znalez¢ maksimum tej wielkosci. W tym celu znajdziemy
minimum funkcji pomocniczej g(®)

g(w) = (0)% —0?)? +4p%w’.

Obliczamy pochodna

42O _ 4o} - o? +28)
do

i po przyrownaniu jej do zera sprawdzamy, ze dla

0=, =\/w3 —2[32

amplituda D ma maksimum rezonansowe ( pod warunkiem 3 < m¢/ J2 ).

o} + )
Q)r— T.

8.23.R. Biorac pod uwagg réwnanie na wychylenie np. w postaci

8.22.R.

x = D(w) cos(mt + ), = v=x= —D(®)msin(ot + @),

mamy amplitude¢ predkosci C(w)

F,0

m\/((oé —0°) +4p°w’ .

C(w) = D(w)o =

Z tresci zadania wynika, ze C(w;) = C(w;), skad

Foo, Fyo,

my(0f - )’ +4p%0]  my(0f - w3)” + 4B’

1 po kilku przeksztalceniach otrzymamy o, = \/®,0, .

8.24.R. Odpowiedz czgsciowa: srednia moc sity oporu osrodka wynosi



5 _ Foz[Sco2
m[(mé — w? )2 + 4320)2] '

Kk

8.25.R. Poniewaz

2.2 w1 5,140,
E, = —-mw;x = E,=—moy— [ x7dt,
2 T i
a
t+T 24T 2
1 [ x*dt= D [ cos*(wt +@)dt = D—,
T § T 1§ 2
to
v 1 a2
E, = Zm(oOD .
Podobnie
1 — 1 1ur . .
E, = Emv = E, = Em; [ v°dt, gdzie v =—-Dwsin(ot+ ¢).
t
Ostatecznie otrzymamy
v _ 1 2
E, =—mon"D".
4

8.26.R. Zal6zmy, ze zrodio fali znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych. Réwnanie fali
opisujace wychylenie sa czastek na ptaszczyznie A znajdujacej si¢ w odleglosci y od zrédta
ma wtedy postac:

(D) Sp =5, cos(ot —ky +¢) =5, cos(D,),
a wychylenie sp czastek na ptaszczyznie B
(2) Sg =S cos[ot —k(y + Ay) + @] =s, cos(Dp),

gdzie: sy — amplituda fali, ® - czgstos¢ fali, k — warto§¢ wektora falowego. Szukana réznica
faz A® = ®g - ®p wynosi:

AD = —kAy = —%Ay,

co oznacza, ze drgania czastek w plaszczyznie B sa opdznione w fazie wzgledem drgan
czastek w ptaszczyznie A o 2nAy/A radianow.

8.27.R. Odpowiedz czgsciowa. Ggstos¢ osrodka mozna obliczy¢ z definicji



Am N Am

AlX 4+ AX +s(X + AX,t) —x —s(X, t)] B AAx(1+ @)
Ox

p(x,t) = = po[l —syksin(ot — kx)],

gdzie skorzystano z szeregu Taylora i zalozono mate odksztatcenie osrodka.
8.28.R. Wskazowka: Przedstawi¢ wektory k i T w formie

k=k&, +k,&, +k,E, i T =X&, +y&, +7¢,.
8.29.R. Na strunie musi znajdowac si¢ catkowita liczba potowek dtugosci fali (struna

zamocowana na koncach). Z tresci zadania 1 z rysunku 8.29.R. wynika, ze d; + d, = A/2, skad
A =2(d; + d). Maksymalna amplitud¢ Ay obliczymy z wyrazenia

Ay =Agpinkx)| = Ay = ?1 =3,8mm
: 1
S -
‘ (2(d +d,) 2)
lub
A;=Agfsinkx,)| = Ap= ;1 =9,Imm,
2
S1
‘ (2(d +d,) 2)

Rys.8.29.R.

poniewaz x; = d/2, a X, = d»/2. Fala stojaca odpowiada n-tej harmonicznej, gdzie n = b/(A/2)
=b/(d; +dy) = 6.

8.30.R. Srednia energie kinetyczna policzymy korzystajac z wzoru

1 =T 1T 1 ) 1 =T 5 2 9 5
g K= j'akdt—¥ | [ p( ) 1dt = 2ps;®* cos (kx)¥ [ sin”(wt)dt = psyo” cos” (kx).
t t

Analogicznie policzymy $rednig energi¢ potencjalna



t+T t+T
e, dt_l j [1 p‘” (@) Jdt = ps2e” sin’ (kx).

.
pT

Wezty: w weztach kx = (2m + 1)n/2, gdzie m jest liczba catkowita, wigc

g =01 g, = = psp®”
Strzalki: w strzatkach kx = mmn, wiec

_ . 2,2

g, =01 € = PSym°.

8.31.R. Zatézmy, ze zrédlo Z, jest umieszczone w poczatku uktadu wspotrzednych, a punkt P
w odleglosci x od poczatku osi x. Fale docierajace do punktu P maja wtedy postac:

(1) s =g cos(t =KX + @) = s, cos(P,),
(2) sy =spy cos(myt =k, (x —d) +@y) =g, c08(D;).

Fala wypadkowa s = s; + 5. Ggsto$¢ energii catkowitej mozna znalez¢ z wyrazenia

(3) Szép[(a(slc;t‘ Sz))z +V%(a(518: Sz))z]zgl +e, +pagst1) a(astz) v2 aéi) a(aSXZ)’
gdzie
=PI+ — 2R iRy

Po obliczeniu pochodnych czastkowych w réwnaniu (3) otrzymamy
(4) € =€ +&, +2pSySpr®®, sin(P,)sin(D,).
Wyrazenie (4) przeksztatcimy do dogodniejszej postaci

(5) € =€, + &, +PSy;Ser® 0, [cos(DP; —D,)—cos(D, +D,)],
(6) e=¢, +¢&, +2,¢¢8,[cos(D, —D,)—cos(DP, +D,)],

dzie & = 1 2 5 - S U I
gdzic & = EpSOI(’Ol 1 & = Epsozwz

Z réwnania (6) obliczamy $rednia ggstos¢ energii



t+Tq t+Tp
=8 +5&, +2.8%, [TL [cos(®, —d)z)dt—TL [cos(@, + @,)dt],
t

1 2t

t+Tp
1t

poniewaz catka z suma faz daje warto$¢ zero. Trzeci wyraz po prawej stronie réwnania (7)
nazywa si¢ wyrazem interferencyjnym.

a) Fale sa niespdjne. W tym przypadku catka w réwnaniu (7) jest réwna zeru i
otrzymujemy wynik mowiacy o prostym sumowaniu si¢ §rednich gestosci energii

E=¢ +¢,.

b) Fale sa spojne. Réznica faz w réwnaniu (7) nie zalezy od czasu (®; = o, 1 rdzZnica
faz poczatkowych @; - @, nie zalezy od czasu). Otrzymamy wynik (k; =k, =k)

(8)  E=% +5 +2\5E cos(kd + 9, — ).

W tym przypadku, jak wida¢, zachodzi zjawisko interferencji fal. Srednia
czasowa gestosci energii oscyluje migdzy

€nin = & + & —24/€/E,, a €rax = € T & +24€5,

w zaleznos$ci od warto$ci argumentu funkcji cosinus w roGwnaniu (8).

a_

8.32.R. a) W odlegtosci \/_ = 31,6 m od punktu srodkowego.
p

b) W odlegtosci = 21,8 m od punktu srodkowego.

a
Vp® +2p

8.33.R.
P
2R

1+ (T)2

S
[

8.34.R. Korzystamy z relacji migdzy predkoscia grupowa v, i fazowa v

dv
V,=Vi—A—L=v,—Ad = \

oA .
g Y L=V, +A,d, ale 0 :?,ch

2n(~£ + d)
o, =2n(—= .
1 A,
Analogicznie



©, = 21(~E + d).
}\’2

8.35.R.

8.36.R.

Stojac w bezruchu na wadze po pewnym czasie otrzymatem stabilne wskazanie. Oznacza to,
ze sila sprezystosci Fy zrownowazyla site cigzkosci Q czyli:

F =kD=0Q=mg dlatego k=%=105ﬁ.

m
2
E =2 s
2
8.37.R.
N
al mg=k(H-h—-L) = k=750—,
m
2 2
E :K:M:Q?HSJ_
) 2
b/ AE=mg(H-D)-E, =1875J,
¢/ a=>5g,
d/
8.38.R.

a/ prawo zachowania pedu i energii przy zderzeniu

sprezystym: Fk + pj = pj‘+p7‘ oraz E, +E.=FE'‘vE, .

Z powyzszych praw wynika, ze po zderzeniu kulka chwilowo sig¢ zatrzyma 1 nastgpnie zacznie
spada¢ swobodnie natomiast tarcza tuz po uderzeniu zacznie porusza¢ si¢ poziomo z

predkoscia Vy. Od tego momentu tarcza bedzie si¢ porusza¢ ruchem harmonicznym opisany
rownaniem: x(¢) = Asin(®, —@).

Z warunkow poczatkowych tego ruchu wynika:

g
®, = .=,
Y
x(0)=0= A4sin(w,0-¢) = Asin(—p) czyli ¢ =0
dx V.

V)= o Ao, cos(@t —9) = V(0)=Ao,cos(—p)=V, czyli A=-".
®,



Pelny opis ruchu: x(¢) = ﬁsin(\/% t]. Uwaga: poczatek osi X znajduje si¢ w tarczy a jej
®,

kierunek jest zgodny z kierunkiem V.
b/ zastosowaé prawo zachowania pedu dla tego przypadku a reszta jak w punkcie a.

8.39.R.
Ruch harmoniczny thumiony opisuje réwnanie:

x(t) = Ae " sin(wt — @) , gdzie: A=PT i o= o;-p">.

Z warunkow zadania wynika:

x(O)zO:Ae'Bosin(m 0—¢)=Asin(—p)=0, czyli ¢=0

V)= E = Awe " cos(ot —p) — APe™ sin((ot —(p) = V0)=Ao =V, czyli A= &
®
Roéwnanie ruchu dla uktadu z zadania ma postac:
t

x(t)= ﬁe T sin(wt).
®

8.40.R.
A =BT,
A 4r?
:;: 2 — 2 — B—

0

A= [3T1{1+A2 BT( Azj
8n’

Z ostatniego rownania wynika, ze A = 7] bgdzie dobrym przyblizeniem gdy:

2
A —<0,01, czyli A<0,9. W takim przypadku méwimy o stabo ttumionych drganiach.

8

8.41.R.

Na mocy poprzedniego zadania mozemy napisaé: A =7 = B7;.
Poniewaz

Ex A i Alt)=A4e"" to E(t) =Ee ",

Plsczyli . = In2 =3,47-10"s.
2Af

Dla warunkow z zadania:  E(¢, )— E =Ee”’ ;
0




8.42.R.
A= Ae ™ 10 Alt) :éAo — 4™ emli p=8 p pA-pr=8T

ly Iy

=0,52.

2
o=qo,-B’ = o,=0 +B°= w2+%:6,32§ = f, ~1Hz.

8.43.R.

Wskazowka:

1.zastosowa¢ prawo zachowania m, V=O-
energii dla stanu uktadu A i B (rys), o . ......

2. znalez¢ pierwiastki rOwnania
kwadratowego i wybra¢ odpowiednie !
rozwiazanie.  S— —

Wynik: Xm oy

Maksymalne $ci$nigcie sprezyny

meD(l+1/1+%j:6cm. ——

A B

Chwilowe wskazanie m,,,4,, =600kg.
Uwaga: w rzeczywistych wagach wielko$¢ przemieszczenia szalki jest ograniczona
konstrukcyjnie.

8.44.R.
Wynik: R = 0,1m.

8.45.R.
Ogo6lny opis tej fali bedzie nastgpujacy: s(x,?) = Asin(co t— kx) Jest to rownanie fali ptaskiej,
poruszajacej si¢ wzdhuz osi X o zwrocie (+0).
Parametry fali:
amplituda fali 4=10"m,
czesto§¢ fali w=2040 7 s,
czestotliwosé fali f = 22 ~1020Hz,
T
dhugo$¢ wektora falowego A=6m m™,

dhugos¢ fali A = 2775 =0,33m,

predkosé fali (fazowa) ¥ = % —\f=340",
S
predkos¢ drobin os$rodka:

Os . m m
Vy=2, = Ao cos(wr —kx) czyli V,, = Ao =0,0204n —=0,064-,
przyspieszenie drobin osrodka:

os’

4, === — Ao’ sin(of —kx) czvli a

o = Ado® =4107,
)

mq

wzgledne odksztatcenie osrodka:



&k cos(wr —kx) czyli & gk=218-10"

Ox ox max.

8.46.R.
Moze to by¢ rownanie:

2V 2n
) =Asin| —t+—y |
z(y,1) ( x o yj

47.R.
Najbardziej prawdopodobne wzbudzenia fal stojacych:

a/fala poprzeczna lub podiuzna o dlugosci A = %L gdzie n=123....

b/fala poprzeczna lub podtuzna o dlugosci A = %L gdzie n=123....
n
c/fala poprzeczna lub podtuzna o dlugosci A = ﬁL gdzie n=1273....

d/fala podtuzna o dlugosci A = %H gdzie n=123....
n —

e/fala podtuzna o dhugosci A = gL gdzie n=123....
n

8.48.R.

Wigcej ciekawych informacji na ten temat mozna znalez¢ w sieci.
8.49.R.

. s, av,
Korzystajac z zaleznosci V, =V, - Xﬁ otrzymamy:

Vg:EVf dla \<2cm oraz V:lVf dla \>2cm.
2 - £ 2

8.50.R.
Dhugosci wygenerowanych w ten sposob fal sa rzegdu metrow. Sa to fale dtugie, dla ktérych

mamy (patrz zadanie 8.49.) V, = ‘/i—k oraz V, =2V,.
s



Odpowiedz: ¥, =22, A =2,5m.
) N

Uwaga: rezultatem zwiazku V, >V jest zjawisko powstawania fal na koncu paczki falowej,

przesuwania si¢ ich do poczatku paczki i zaniku w obszarze czota tej paczki.



