Rozdziatl 4

Pole elektryczne

4.1 Fadunki elektryczne

4.1.1 Elektryzowanie cial. Zasada zachowania ladunku

W niniejszym rozdziale zostana przedstawione wybrane zagadnienia elek-
trostatyki. Flektrostatyka jest cze$cig nauki o elektrycznosci, rozpatrujaca
zjawiska zwigzane z oddzialywaniem nieruchomych tadunkéw elektrycznych
za posrednictwem niezaleznych od czasu pol elektrycznych (elektrostatycz-
nych).

Podstawowe fakty dotyczace elektrostatyki byly znane juz w starozyt-
nosci. M.in. bylo wiadomo, ze przez potarcie niektérych cial mozna je na-
elektryzowac. Jezeli np. dwie pateczki szklane potarte jedwabiem zblizymy
do siebie, beda sie one odpychaé (rys. 4.1a). Tak samo beda sie odpychaé
np. dwie paleczki ebonitowe potarte futrem. Natomiast potarte paleczki —
szklana i ebonitowa beda sie przyciagaé (rys. 4.1b). Fakty te tlumaczymy
zakladajac, ze przez potarcie wytwarzajg sie na pateczkach tadunki elek-
tryczne, ktore oddzialywuja na siebie okreslonymi sitami. Z réznych kierun-
kéw dziatania sil wynika, ze tadunki szkla i ebonitu réznia sie od siebie.
Umowiono si¢ nazywaé¢ tadunki, ktére gromadza si¢ na potartym szkle, do-
datnimi a gromadzace sie na potartym ebonicie — ujemnymi. Mozna wiec
stwierdzié, ze tadunki jednoimienne (jednego znaku) odpychaja sie a tadunki
réznoimienne (réznych znakéw) przyciagaja sie. Poréwnujac tadunek dane-
go ciata z tadunkiem nagromadzonym na szkle lub ebonicie mozna ustali¢
jego znak.

Przez pocieranie welng preta metalowego, trzymanego w reku, nie moz-
na go naelektryzowa¢. Mozna natomiast naelektryzowa¢ w ten sposob pret
metalowy, zamocowany na szklanej lub ebonitowej podstawce. Dla wyjasnie-
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Rysunek 4.1:

nia tego zjawiska przyjmujemy, ze metale, cialo ludzkie i ziemia sg dobrymi
przewodnikami ladunku elektrycznego - tadunki mogg sie w nich przemiesz-
czaé. Natomiast szklo, ebonit i wiekszo$¢ innych tworzyw sztucznych sa
zltymi przewodnikami tadunku elektrycznego, zwanymi #zolatorams: lub die-
lektrykami. Do badania stopnia naelektryzowania cial stuzy prosty przyrzad,
zwany elektroskopem (rys. 4.1c).

Zjawisko elektryzowania przez potarcie ttumaczymy zakladajac, ze ciato
nie naelektryzowane zawiera réwne ilosci tadunku dodatniego i ujemnego.
Podczas pocierania ciat czes¢ tadunku przechodzi z jednego ciata do dru-
giego i oba ciala elektryzuja sie. Cialo mozna naelektryzowaé réowniez przez
polaczenie go przewodnikiem z innym naelektryzowanym cialem. Wéwczas
czed¢ tadunku elektrycznego przeplywa od jednego ciala do drugiego. Jest
tez mozliwe naelektryzowanie ciala przez indukcje. Jezeli do przewodnika
zblizymy naelektryzowane cialo, w przewodniku nastapi rozdzielenie tadun-
kéw obu znakéw. Przy podzieleniu przewodnika na dwie czesci obie zostana
natadowane. Po zetknieciu obu czesci przewodnika stanie sie on znéw obo-
jetny. Omoéwione do$wiadczenia pozwalaja sformutowaé zasade zachowania
tadunku:

Calkowity tadunek uktadu odosobnionego, tzn. suma algebraicz-
na tadunkéw dodatnich i ujemnych nie ulega zmianie.

4.1.2 Jednostka tadunku. Ciagly rozklad tadunku

W uktadzie SI jednostke tadunku elektrycznego wyprowadza sie z jednostki
natezenia pradu (por. podrozdzial 1.1). Przez prad elektryczny rozumiemy
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przeplyw tadunku elektrycznego przez przewodnik. Natezenie I pradu elek-
trycznego jest to stosunek tadunku elektrycznego Aq, przeptywajacego przez
przekrdj poprzeczny przewodnika, do czasu jego przeptywu At,

Aq
;=24 4.1
~ (4.1)
albo, doktadniej,
dg
;- da] 4.2
- (4.2)

Przeplywajacy przez przewodnik ladunek wyraza sie wiec wzorem

t
g= / Idt, (4.3)
0
ktory w przypadku prgdu stalego, I = const, upraszcza sie do postaci
q = It. (4.4)

Jednostka natezenia pradu jest amper (A), [I] = A a jednostke tadunku
elektrycznego nazywamy kulombem (C), [¢] = C = A-s. Jeden kulomb jest
to wiec tadunek, ktéry przeplywa w ciaggu jednej sekundy przez przekrdj
poprzeczny przewodnika, w ktérym plynie prad o natezeniu jednego am-
pera. Nalezy zauwazy¢, ze kulomb jest bardzo duza jednostks tadunku. W
do$wiadczeniach z elektryzowaniem cial mamy zwykle do czynienia z tadun-
kami rzedu 1 nC = 107° C.

W klasycznej nauce o elektromagnetyzmie tadunek elektryczny traktu-
je sie jako wielko$é¢ ciagla, mogaca przybiera¢ dowolnie malte wartosci. W
rzeczywistosci, tadunek elektryczny jest zawsze wielokrotnoscia (ze znakiem
»+7 lub -”) pewnego niewielkiego ladunku, zwanego ladunkiem elementar-
nym. Istnienie tadunku elementarnego wykazat po raz pierwszy R. Millikan
w doswiadczeniach przeprowadzonych w latach 1909 - 1914. Wg. wspodlcze-
snych pomiaréw warto$é¢ tadunku elementarnego wynosi:

e =1,60210-1071°C. (4.5)

Ze wzgledu na jego mala warto$¢ w zwyklych warunkach nie mozna stwier-
dzi¢ nieciggtego charakteru tadunku elektrycznego.

Jezeli rozmiary cial, na ktérych zgromadzone sa tadunki, mozna zanie-
dba¢ w poréwnaniu z odleglo$ciami miedzy nimi to tadunki tych cial nazy-
wamy punktowymi. Jezeli natomiast rozmiary cial sa duze, dla scharaktery-
zowania rozmieszczenia na nich tadunku wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie
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Rysunek 4.2:

gestosci tadunku. W przypadku, gdy tadunek jest rozmieszczony na ciele o
malych rozmiarach poprzecznych (rys. 4.2a), przez liniowa gestosé tadunku
rozumiemy wielko$¢:

. Ag _ dg

A= dim, = (9

o wymiarze [A\] =C/m. Analogicznie, jesli ladunek jest rozmieszczony na

pewnej powierzchni (rys. 4.2b), przez powierzchniowa gestosé tadunku ro-
zumiemy:

= lim ﬁ = da

AS=0AS  dS’

o (4.7
przy czym [o] =C/m?2. W przypadku objetoéciowego rozktadu tadunku (rys.
4.2¢) objetosciowa gestosé tadunku definiujemy jako:

Ag _ dg

=1 (4.8)

o= lim v =3

gdzie [g] =C/m3.

4.2 Natezenie i potencjal pola elektrycznego

4.2.1 Natezenie pola

Zgodnie z przyjetym obecnie pogladem tadunki elektryczne oddziatuja ze
sobg za posrednictwem pola elektrycznego. Kazdy tadunek wytwarza wokot
siebie okreslone pole elektryczne. Jezeli w polu tym umiescimy inny tadunek
(nazywany czasem ladunkiem probnym), bedzie na niego dzialaé sila po-
chodzaca od pola elektrycznego. Przyjmujemy, ze pole elektryczne istnieje
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wokot danego tadunku nawet wtedy, gdy nie ma tadunkéw prébnych, umozli-
wiajacych jego wykrycie. Wzajemne oddzialywanie tadunkéw zachodzi wiec
zgodnie ze schematem: {adunek 1 < pole elektryczne < tadunek 2.

Dla scharakteryzowania pola elektrycznego wprowadza sie pojecie wekto-
ra natezenia pola E. Liczbowo natezenie pola elektrostatycznego jest rowne
stosunkowi sity F', dzialajacej na tadunek prébny g do wielkoéci tego tadun-
ku. Poniewaz, zgodnie z doswiadczeniem, dzialajaca sila jest proporcjonalna
do wielkoéci tadunku prébnego, F' ~ ¢, natezenie pola nie zalezy od wielko-
Sci tego tadunku. Zwrot wektora natezenia pola przyjmujemy za zgodny ze
zwrotem sily, dzialajacej na tadunek dodatni (rys. 4.3). Zatem

F
B=—| (4.9)

Wymiarem natezenia pola elektrycznego jest [E] =N/C.

Jezeli zrodlem pola elektrycznego jest pojedynczy tadunek punktowy
@, to mozna stwierdzi¢ do$wiadczalnie, ze natezenie pola elektrycznego w
danym punkcie P przestrzeni jest wprost proporcjonalne do wielkosci tego
tadunku i odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci r tego punktu
od tadunku. Wobec tego 0

EF=k—
r2’

(4.10)

gdzie k jest pewnym wspoélczynnikiem proporcjonalnosci. Wektor E nate-
zenia pola jest réwnolegly do wektora 7, poprowadzonego od tadunku @
do punktu P (rys. 4.3) i w przypadku dodatniego (ujemnego) tadunku @
ma ten sam (przeciwny) zwrot. Ostatnie réwnanie mozna wiec zapisaé w
wektorowej postaci jako

Q.
gdzie ¥ = r/r jest wektorem jednostkowym, |7| = 1, majacym kierunek i

zwrot wektora r. Zalezno$é¢ natezenia pola elektrycznego tadunku punkto-
wego od odleglosci pokazuje rysunek 4.4.
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Rysunek 4.4:

Przy ustalonej jednostce ladunku elektrycznego warto$é¢ wspotczynni-
ka proporcjonalnosci £ w podanych wzorach mozna okresli¢, mierzac sile
oddziatywania dwéch tadunkéw punktowych, umieszczonych w danej odle-
glosci. W przypadku gdy tadunki znajduja sie w prozni, warto$é¢ k wynosi
w przyblizeniu

N - m?
k=9-10° o (4.12)
W uktadzie jednostek SI wspdtczynnik k zapisuje sie zwykle jako:
1
k= 4.13
pr (4.13)

gdzie wspolczynnik g nazywa sie stalq dielektryczng lub przenikalnoscig
dielektrycznq prozni. Nazwa ta jest mylaca, poniewaz g jest, podobnie jak
k, stala zalezng od wyboru jednostki tadunku elektrycznego. Wartosé tej
stalej wynosi

o= —— ~ 8 85418 10*120—2 (4.14)
07 Ynk 7 N-m? '
Wzér (4.11) mozemy wiec zapisa¢ w postaci:
Q
= . 4.15
47r507"2r (4.15)

Zgodnie z do$wiadczeniem, natezenie pola elektrycznego wytworzonego
przez okreslony uklad tadunkéw w nieprzewodzacym osrodku materialnyn
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jest €, mniejsze niz natezenie pola tego samego uktadu tadunkéw w prézni.
Stalg e,, ktéra charakteryzuje wlasnoéci elektryczne danego oérodka, nazy-
wamy jego stalq dielektryczng lub wzgledng przenikalnosciq dielektryczng,
przy czym zawsze €, > 1. Natezenie pola tadunku punktowego w osrodku
materialnym wyraza sie zatem wzorem

B9 5|
4dmege,r?

(4.16)

Poniewaz sila dzialajaca na tadunek w polu elektrycznym wyraza sie,
zgodnie z réwnaniem (4.9) wzorem

F =(E, (4.17)

korzystajac z réwnania (4.16) otrzymujemy nastepujacy wzor, okreslajacy
site oddziatlywania dwéch tadunkéw punktowych

q@Q
TI.

Amege,r?

F (4.18)

Jest ona wprost proporcjonalna do iloczynu ich wielkosci i odwrotnie pro-
porcjonalna do kwadratu odlegto$ci miedzy nimi. Zaleznosci te zostaly usta-
lone doswiadczalnie w 1785 r. przez Ch. Coulomba i noszg nazwe prawa
Coulomba.

Jezeli pole elektryczne jest wytworzone przez kilka ladunkéw punkto-
wych, wypadkowe natezenie pola jest, jak wykazuje doSwiadczenie, wekto-
rowa suma natezen poél, pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw (rys.
4.5). W podobny sposéb, zastepujac sume przez calke, mozna znalezé nate-
zenie pola elektrycznego, pochodzace od tadunku elektrycznego roztozonego
w ciggly sposéb.

+Q,

*Q V=V, +V, E;

Rysunek 4.5:



102 POLE ELEKTRYCZNE

Pole elektryczne opisuje sie réwniez inng wielkoécia wektorowa, zwang
wektorem indukcyi elektrycznej D. Jest on zwiazany z wektorem natezenia

pola zaleznoscia
D =¢,6FE. (4.19)

Wymiarem indukcji elektrycznej jest [D] =C/m?. Mozna tatwo stwierdzié,
ze indukcja elektryczna wytworzona przez uklad tadunkéw jest niezalezna od
rodzaju oérodka. Z tego wzgledu wektor indukcji elektrycznej jest wygodny
przy opisie wtasnosci dielektrycznych osrodkéw materialnych.

4.2.2 Potencjal pola

Na poczatek wyprowadzimy wzor okreslajacy energie potencjalng oddzia-
lywania dwéch tadunkéw punktowych. Ogdlny wzér, przedstawiajacy prace
wykonang przez dang site F' przy przesunieciu ciala z punktu 71 do punktu
79, ma postaé

ro 52
W1_2 :/ F -ds :/ Ftds (4.20)
r s1
(patrz podrozdzial 2.3.6). W podanym wzorze F; jest skladowa sity F' stycz-

na do toru a s; i s — drogami, odpowiadajacymi potozeniu punktéw r1 i ro.
Rozwazymy teraz prace wykonana przy przemieszczaniu tadunku ¢ w polu

Tt

Rysunek 4.6:
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elektrycznym, wytworzonym przez punktowy tadunek @ (rys. 4.6). W tym
przypadku kierunek sity F' dzialajacej na tadunek ¢ jest zgodny z kierun-
kiem wektora wodzacego r tego tadunku, poprowadzonego od tadunku @,
F || r. Prace AW, wykonana na malym odcinku drogi As, mozna wyrazié
wzorem

AW = F,As = FAscosa = FAr, (4.21)

gdzie « jest katem miedzy wektorami F' i F'y a Ar rzutem przemieszczenia
As tadunku na kierunek wektora r. Nalezy zauwazyé, ze praca AW nie
zalezy od kata a a jedynie od dlugosci odcinka Ar. Praca wykonana na
calej drodze, od punktu r; do punktu r,, bedzie wigc réwna

T2
W1_2 = / Fdr. (4.22)
T1

Poniewaz powyzsza catka zalezy tylko od odleglosci r1 i o punktéw 11 2 od
tadunku @, praca Wi_s jest niezalezna od drogi catkowania. Pole sit elektro-
statycznych jest wiec polem zachowawczym (inaczej — polem potencjalnym
lub bezwirowym).

Warunek zachowawczosci sit mozna tez zapisa¢ w postaci

7{ F-ds=0 (4.23)
C

(podrozdzial 2.3.6), gdzie C' oznacza dowolna krzywa zamknieta. Poniewaz
sita dzialajaca na tadunek

F =qE, (4.24)

As

!

|

Rysunek 4.7:
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calka z natezenia pola elektrostatycznego po zamknietej krzywej C jest za-
wsze réwna zeru (rys. 4.7),

7§E-ds:o. (4.25)
C

Calke (4.22) mozna latwo obliczy¢. Korzystajac z prawa Coulomba,

F=—% (4.26)
drepe,T
otrzymujemy
qQ T2 dr qQ < 1 1 >

Wi_g = — = ———. 4.27
"2 drege, Jo 12 Amege, \r1 1o (4.27)

Prace W1_s mozna wyrazi¢ rowniez wzorem
W1_2 = Ep1 — Epg, (428)

gdzie Ep1 i Epy — energia potencjalna tadunku ¢ w punktach 11 2. Z po-
réwnania obu wzoréw wynika, ze energia potencjalna oddzialywania dwdoch
tadunkéw, znajdujacych sie w odlegtosci r, wyraza sie wzorem:

qQ

=—|. 4.29
dmege,r ( )

Ep

Nalezy zauwazy¢, ze do energii potencjalnej mozna zawsze dodaé¢ dowolna
stala. Przyjmuje sie jednak zwykle, ze energia potencjalna tadunkéw dazy
do zera gdy r — oo, skad wynika, ze warto$¢ tej stalej jest rowna zeru.

Z ostatniego wzoru widac, ze energia potencjalna F, tadunku prébnego
g w polu elektrycznym jest proporcjonalna do wielkosci tego tadunku. Wo-
bec tego stosunek energii potencjalnej do tadunku nie zalezy od wielkoSci
tadunku i charakteryzuje samo pole elektryczne. Stosunek ten nazywa sie
potencjatem V pola elektrycznego w danym punkcie,

E
V= 7” : (4.30)

Nalezy zauwazy¢, ze potencjal pola, w odréznieniu od natezenia pola E,
jest wielkoscia skalarna. Jednostka potencjalu pola elektrycznego jest wolt
(V), [V] =V = J/C. Jak wynika ze wzoréw (4.29) - (4.30), potencjal pola
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Rysunek 4.8:

wytwarzanego przez pojedynczy ladunek punktowy ) w odleglosci r» od
niego wynosi

Q
V = . 4.31
drepe,r ( )

Zaleznos¢ potencjatu pola od odlegtosci pokazuje rysunek 4.8.

Jezeli pole elektryczne jest wytwarzane przez wigksza liczbe tadunkéw
punktowych, wypadkowy potencjal bedzie sumg algebraiczng potencjatow,
pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw (patrz rys. 4.5). W przypadku,
gdy tadunek elektryczny wytwarzajacy pole jest roztozony w ciggly sposob,
suma musi by¢ zastapiona odpowiednia calks.

4.2.3 Zwiazki miedzy natezeniem i potencjatem

Rozwazymy obecnie zwiazki miedzy natezeniem i potencjalem pola elek-
trycznego. Wzér (4.28), okreslajacy prace wykonang przez sily elektryczne
przy przemieszczaniu tadunku ¢ z punktu 1 do punktu 2 pola elektrycznego
mozna teraz, korzystajac ze wzoru (4.30), zapisaé jako

W172 =(q (V1 — ‘/2) . (4.32)

Zgodnie z wzorami (4.20) i (4.24) prace W1_5 mozna wyrazié¢ réwniez caltka

ra
W1,2 = q/ E -ds. (433)
ri
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Poréwnujac wzory (4.32) i (4.33) otrzymujemy nastepujacy zwiazek miedzy
réznica potencjaléw pola elektrycznego w dwdéch punktach a catka z nate-
zenia pola po drodze taczacej te punkty:

r2
vl—VQZ/ E-ds|. (4.34)
r1

Ro6znice potencjatéw dwdch punktéow pola elektrycznego nazywamy napie-
ctem U miedzy tymi punktami,

U=V, — Vs, (4.35)

przy czym wymiarem napiecia jest [U] =V. Wobec tego praca wykonana przy
przemieszczaniu tadunku jest rowna iloczynowi ladunku i napiecia miedzy
poczatkowym i koncowym punktem drogi,

Wi—2 = qU. (4.36)

Mozna réwniez podaé bezposredni zwiazek miedzy natezeniem pola elek-
trycznego w danym punkcie a potencjalem pola w otoczeniu tego punktu.
Jak pokazano w podrozdziale 2.3.6, zachodzi nastepujaca zalezno$¢ miedzy
sita dzialajaca na ciato i jego energig potencjalng

dE,
ds’
przy czym pochodna jest liczona w kierunku dziatania sity. Biorac pod uwage
wzory (4.24) i (4.30) otrzymujemy zaleznos$é

F= (4.37)

dv

E=——].
ds

(4.38)

Wartosé liczbowa natezenia pola jest wiec réwna zmianie potencjatu, przy-
padajacej na jednostkowa odlegtoéé. Nalezy zwrdci¢é uwage, ze podany wzor
stosuje sie tylko w przypadku, gdy pochodna potencjatu jest obliczana w
kierunku pola elektrycznego (rys. 4.9).

\% As  V-AV E
[ - >
1 2

Rysunek 4.9:
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4.2.4 Linie sil i powierzchnie ekwipotencjalne

W celu graficznego przedstawienia pola elektrycznego wprowadza sie pojecia
linii sit pola i powierzchni ekwipotencjalnych. W kazdym punkcie przestrze-
ni linie sit maja kierunek styczny do wektora natezenia pola i zgodny z
nim zwrot (rys. 4.10a). Przyjmuje sie dodatkowo, ze liczba linii sit AN,
przechodzacych przez niewielks powierzchnie AS |, prostopadia do wektora
natezenia pola E (rys. 4.10b), spelnia relacje

AN ~ EAS, . (4.39)

Powierzchnie ekwipotencjalne sg miejscami geometrycznymi punktéw
pola elektrycznego o jednakowym potencjale. Zwykle rysuje sie je tak, aby
roznica potencjaléw sasiednich powierzchni ekwipotencjalnych byla stata,
AV = const. Mozna tatwo pokazaé, ze kierunki natezenia i linii sil pola sg
prostopadte do powierzchni ekwipotencjalnej. W tym celu rozwazymy nie-
wielkie przemieszczenie As ladunku po powierzchni ekwipotencjalnej (rys.
4.11). Z definicji powierzchni ekwipotencjalnej wynika, ze praca AW sil pola
elektrycznego jest wtedy réwna zeru (por. wzoér (4.32)). Poniewaz zachodza
zaleznosci

AW =F - As =qFE - As =0, (4.40)

wiec E L As.

Rysunki 4.12a, b pokazuja linie sil (oznaczone ciaglymi liniami) i prze-
kroje powierzchni ekwipotencjalnych (oznaczone przerywanymi liniami) ta-
dunkéw punktowych — dodatniego i ujemnego. Linie sit sa wéwczas rozcho-

. - AN
E, E, —t
2 — — 1 p
1 3N E
AS,

Rysunek 4.10:
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+———OK

Rysunek 4.12:

dzacymi sie radialnie prostymi a powierzchnie ek
trycznymi sferami. Jezeli natezenie pola elektryc
przestrzeni ma stala warto$¢ i kierunek, nazywy
Pole jednorodne powstaje np. miedzy dwoma
natadowanymi ze stala gestoscia powierzch
znakach (rys. 4.12c). Linie sit pola jednor
dalone od siebie; réwnolegle sa réwniez p,

4.3 Prawo Gaussa

4.3.1 Strumien pola elektry

W przypadku ciaglego rozktadu ta
trycznego wymaga catkowania po
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Rysunek 4.13:

obliczenia pola elektrycznego mozna niekiedy rozwigza¢ w inny sposéb, ko-
rzystajac z tzw. prawa Gaussa. Mozna je traktowaé jako jedno z podsta-
wowych praw elektrostatyki. Lacznie z réwnaniem (4.25), wyrazajacym po-
tencjalnosé pola elektrostatycznego, stanowia one kompletny uktad réownan
elektrostatyki.

Dla sformulowania prawa Gaussa wprowadzimy teraz pojecie strumie-
nia pola elektrostatycznego. Zaldézmy, ze mamy niewielka powierzchnie AS,
umieszczong w polu elektrycznym o natezeniu F, przy czym prostopadia do
powierzchni tworzy z kierunkiem pola kat « (rys. 4.13). Przez strumien pola
elektrycznego A® g przez powierzchnie AS rozumiemy wyrazenie

Adp = EAS, , (4.41)

gdzie AS| jest polem rzutu powierzchni AS na ptaszczyzne prostopadia do
wektora natezenia pola E. Poniewaz

AS| = AScosa, (4.42)

wiec

AP = EAS cosa. (4.43)
Wygodnie jest przypisaé rozpatrywanej powierzchni prostopadly do niej
wektor AS, ktérego dtugosé jest réwna polu powierzchni, |AS| = AS. Zwrot
wektora AS obieramy w dowolny sposéb. Nalezy jednak zauwazy¢, ze znak
strumienia pola zalezy od zwrotu wektora AS. Strumien pola elektrycznego
mozna woéwczas zapisaé jako

Ady =E-AS|. (4.44)
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Rysunek 4.14:

Jego wymiarem jest [@g] = N-m?/C=V-m. Zauwazmy, ze z przyjetej kon-
wencji przedstawienia linii sil pola elektrycznego wynika, ze AN ~ Ad g,
gdzie AN jest liczba linii sit przechodzacych przez dana powierzchnie.

Aby obliczyé strumien pola elektrycznego, przechodzacy przez dowol-
ng powierzchnie S, dzielimy ja na niewielkie elementy powierzchni AS;,
i=1,2,...,n (rys. 4.14). Zakladamy, ze na calej powierzchni wektory AS;
maja ten sam zwrot (w przypadku powierzchni zamknietej kierujemy je na
zewnatrz powierzchni). Mamy woéwczas

A(I)Ei =F,- ASZ (4.45)

Calkowity strumien pola elektrycznego ® g przez powierzchnie S jest wiec
w przyblizeniu réwny

n n
i=1 i=1

Doktadne wyrazenie na strumien pola otrzymamy przyjmujac, ze liczba ele-

mentéw powierzchni dazy do nieskonczonosci, n — oo, przy czym AS; — 0

(1 =1,2,...,n). Granica powyzszej sumy jest calka powierzchniowa z wek-

tora natezenia pola F,

n—00 4

lim S E; - AS; = / E-dS. (4.47)
=1 S

Zatem strumien

b = / E-ds|. (4.48)
S

Mozna zauwazy¢, ze N ~ ® g, gdzie N jest liczbg linii sit pola przechodza-
cych przez powierzchnie AS.
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4.3.2 Zwigzek miedzy strumieniem i ladunkiem

Zalozymy teraz, ze pole elektryczne jest wytworzone przez pojedynczy ta-
dunek punktowy +@ i obliczymy strumien tego pola przechodzacy przez do-
wolna zamknieta powierzchnie, otaczajgcg ten tadunek (rys. 4.15). Strumien
pola przez niewielki fragment powierzchni AS, znajdujacy sie w odleglosci
r od tadunku, okreslaja wzory

Adp = EAS, (4.49)
Q
EF=——-— 4.50
dmege,r? (4.50)
(por. wzér (4.16)). Zatem
Q AS;
Adp = . 4.51
E dmrege, T2 (4.51)

Ale na podstawie definicji kata brytowego AS) zachodzi zwiazek

AS |
AQ = = (4.52)
(rys. 4.15) i przedostatni wzér mozna zapisaé jako
_Q
Adp = AQ. (4.53)
4rege,

Rysunek 4.15:



112 POLE ELEKTRYCZNE

Wynika stad, ze strumien pola elektrostatycznego przez powierzchnie S jest

réwny
(2 4m

by =
4meger Jo

an (4.54)

(pelny kat brylowy ma wartosé 2 = 4r). Obliczajac catke we wzorze otrzy-
mujemy zwiazek
Q

dp = . (4.55)
E0Er

Wzér ten przedstawia prawo Gaussa dla pojedynczego tadunku punktowego.

Prawo Gaussa mozna uogdlni¢ na przypadek pola, wytworzonego przez
dowolny uktad tadunkéw. Jezeli wewnatrz zamknietej powierzchni znajduje
sie wieksza ilos¢ tadunkéw punktowych, to natezenia i strumienie pél pocho-
dzace od tych tadunkéw sumuja sie. Gdy istnieja réwniez tadunki punktowe
lezace poza zamknietyg powierzchnia, to mozna w podobny sposéb pokazaé,
ze pochodzacy od nich strumien pola elektrycznego jest réwny zeru. Wo-
bec tego w ogblnym przypadku przez tadunek Q w ostatnim wzorze nalezy
rozumie¢ algebraiczng sume wszystkich tadunkéw, obejmowanych przez za-
mknieta powierzchnie,

l
Q=Y Q. (4.56)
k=1

Nalezy podkreslié, ze w przypadku, gdy wewnatrz powierzchni znajduje sie
jednakowa ilos¢ tadunku dodatniego i ujemnego, to @ = 01 & = 0. Bio-
rac pod uwage definicje strumienia pola elektrycznego (4.48) prawo Gaussa
mozna zapisaé¢ jako

7{ B.ds =Y (4.57)
S €0&r

(catkowanie po zamknietej powierzchni oznaczono kétkiem w symbolu calki).
Prawo Gaussa mozna wyrazi¢ stownie jak nastepuje:

Strumien pola elektrostatycznego przez dowolna zamknieta po-
wierzchnie jest rowny algebraicznej sumie tadunkéw obejmowa-
nych przez te powierzchnie, podzielonej przez iloczyn stalej die-
lektrycznej prozni i wzglednej statej dielektrycznej oérodka.

Mozna je zinterpretowaé pogladowo biorac pod uwage, ze liczba linii sit
przechodzacych przez dang powierzchnie jest proporcjonalna do strumienia
pola elektrycznego, N ~ ®g. Zgodnie z prawem Gaussa strumien pola jest
natomiast proporcjonalny do catkowitego tadunku wewnatrz powierzchni,
®p ~ Q. Wynika stad, ze liczba linii sit przechodzacych przez powierzchnie
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ksl

Rysunek 4.16:

+ + + + + +
y

o
Nt

o
N

Rysunek 4.17:

jest proporcjonalna do obejmowanego przez nia tadunku, N ~ @ (liczbom
linii wychodzacych i wchodzacych do danej powierzchni przypisujemy odpo-
wiednio znak ,+”7 i ,-7). Jest zrozumiale, ze liczba linii sil przecinajacych
powierzchnie nie zalezy od ksztaltu tej powierzchni a tylko od zawartego
wewnatrz niej sumarycznego tadunku (rys. 4.16).

Prawo Gaussa umozliwia proste obliczenie natezenia pola elektrycznego
E pochodzacego od ciagglego rozktadu tadunku w przypadkach, gdy rozktad
ten i natezenie pola cechuje wysoki stopien symetrii. Przykladowo obliczymy
pole tadunku roztozonego ze stalg gestoscia +o na nieskonczonej ptaszczyz-
nie (rys. 4.17). Ze wzgledu na symetrie rozkladu tadunku wektor natezenia
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pola E musi by¢ prostopadly do plaszczyzny. Za ,powierzchnie Gaussa”
mozna wybraé¢ powierzchnie S walca o tworzacych prostopadtych do ptasz-
czyzny tj. rownolegltych do wektora E. Przyjmujemy, ze ptaszczyzna przeci-
na walec w polowie jego wysokosci. Poniewaz strumien pola przechodzacego
przez powierzchnie boczng walca S” jest réwny zeru (na tej powierzchni
E |1 ASiE-AS =0), calkowity strumien przechodzacy przez powierzch-
ni¢ S rowna si¢ sumie strumieni przechodzacych przez podstawy walca o
powierzchni S’ kazda. Zatem:

7{ E.dS = 2ES'. (4.58)
S
Na podstawie prawa Gaussa otrzymujemy wzor
oms = 2 (4.59)
EoEr
z ktérego wynika, ze
Q
E= . 4.60
2e0e,5" ( )

Biorac pod uwage, ze gestosé powierzchniowa tadunku og = /.5’ otrzymu-

jemy stad wzoér
a0

E = (4.61)

206,
Nalezy zauwazy¢, ze natezenie pola natadowanej nieskonczonej plaszczyzny
nie zalezy od odleglosci.

4.4 Pojemnosé¢ elektryczna

4.4.1 Yadunki elektryczne na przewodnikach

Przewodniki, w odr6znieniu od izolatoréw, sa cialami, w ktérych tadun-
ki elektryczne mogg sie swobodnie przemieszczaé. Dobrymi przewodnikami
elektrycznosci sa np. metale. Po wprowadzeniu tadunkéw na dany przewod-
nik w kréotkim czasie roztoza sie one w taki sposéb, aby natezenie wypadko-
wego pola elektrycznego E = 0 w kazdym punkcie wewnatrz przewodnika.
W przeciwnym przypadku pole elektryczne powodowato by dalszy ruch ta-
dunkéw. Wynikaja stad nastepujace wnioski:

1. Potencjal elektryczny wewnatrz przewodnika i na jego powierzchni jest
staty. Jezeli bowiem dwa punkty przewodnika potaczymy krzywa C
przebiegajaca wewnatrz niego, to catka we wzorze

Vl—ng/E-ds (4.62)
C
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znika, poniewaz wzdluz caltej krzywej E = 0. Wynika stad, ze V1 = Vs
tj. V = const.

2. Ladunki znajduja sie tylko na zewnetrznej powierzchni przewodnika.
Gdyby istniat pewien ladunek @ wewnatrz przewodnika, to mozna
byloby otoczyé¢ go powierzchnia zamknieta S, przebiegajaca catkowi-
cie wewnatrz przewodnika. Stosujac do tej powierzchni prawo Gaussa,

}{E-dS: Q. (4.63)
S €0ér

Poniewaz jednak na calej powierzchni E = 0, wiec strumien pola przez
te powierzchnie znika, skad wynika, ze @ = 0.

mieliby$my

Poniewaz, zgodnie z pkt 1, powierzchnia przewodnika jest powierzchnig
ekwipotencjalna, kierunki wektora natezenia pola i linii sit na zewnatrz prze-
wodnika muszg by¢ prostopadte do jego powierzchni. Oméwione wtasnosci
rozktadu tadunkéw na przewodniku oraz wytworzonego pola elektrycznego
i potencjatu ilustruje rysunek 4.18a.

Powierzchniowa gesto$¢ tadunku o na danym przewodniku zalezy od
ksztaltu jego powierzchni. Najwieksza gesto$é¢ tadunku wystepuje na najbar-
dziej zakrzywionych fragmentach powierzchni, charakteryzujacych sie naj-
mniejszym promieniem krzywizny; dotyczy to w szczegdlnosci ostrz i wy-
step6éw na powierzchni przewodnika. Przy duzych gestosciach tadunku elek-
trycznego moze on przechodzié¢ z ostrza na otaczajace je czasteczki powie-
trza, wywolujac ich ruch w wyniku odpychania elektrostatycznego tadun-
kéw (tzw. ,wiatr elektryczny”) lub wyladowanie iskrowe. Zaleznosé gestosci

b)

Rysunek 4.18:
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tadunku na przewodniku od ksztaltu powierzchni pokazuje schematycznie
rysunek 4.18b.

4.4.2 Pojemno$¢ pojedynczego przewodnika i kondensatora

Rozpatrzymy teraz zwiazek miedzy tadunkiem ) przewodnika, znajdujace-
go sie w duzej odlegtosci od innych naladowanych ciatl i przewodnikéw a
jego potencjalem V' (rys. 4.19). Poniewaz charakter rozkladu tadunku na
przewodniku zalezy jedynie od ksztaltu jego powierzchni, powierzchniowa
gestosé tadunku o na danym przewodniku jest proporcjonalna do sumarycz-
nego tadunku, o ~ @). Potencjal dowolnego punktu przewodnika znajduje-
my catkujac potencjaly pochodzace od poszczegdlnych fragmentéw jego po-
wierzchni, proporcjonalne do gestoéci tadunku, AV ~ ¢AS. Wynika stad,
ze potencjal przewodnika jest wprost proporcjonalny do jego calkowitego
tadunku, V' ~ @ a stosunek tadunku przewodnika do jego potencjalu jest
wielkoScia stata,

% = const. (4.64)

Stosunek ten nazywamy pojemnoscig elektryczng C' danego przewodnika,

c=2| (4.65)

Jednostka pojemnosci elektrycznej jest farad (F), [C] = C/V = F. Jeden fa-
rad jest wiec pojemnoéciag przewodnika, na ktérym tadunek jednego kulomba
wytwarza potencjal jednego volta. Farad jest stosunkowo duza jednostka po-

Rysunek 4.19:
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jemnoéci. W praktyce pojemnos¢ wyraza sie¢ zwykle w podwielokrotnoéciach
farada, np. w mikrofaradach (1uF = 107°F).

Pojemnos$é danego przewodnika zalezy od jego rozmiaréw i ksztattu. Dla
przyktadu obliczymy pojemnos¢ przewodzacej kuli o promieniu R. Korzy-
stajac z prawa Gaussa mozna pokazaé, ze pole elektryczne na zewngtrz kuli
o catkowitym tadunku @ jest identyczne z potencjalem wytworzonym przez
tadunek punktowy @), umieszczony w jej srodku. Potencjal kuli wyraza sie
wiec wzorem (4.31), w ktérym r = R,

Q
=— 4.66
dreger R ( )
Zgodnie ze wzorem (4.65) pojemno$é kuli jest réwna
C = 4mepe, R. (4.67)

7 podanego wzoru wynika, ze wymiar statej dielektrycznej prézni mozna
wyrazié¢ jako [g9] = F/m. Interesujacy wynik daje obliczenie promienia kuli,
ktorej pojemnos$é w prézni wynosi C' = 1 F. Jest on réwny R =9-10 m !
Dotychczas rozpatrywaliémy pojemnosé elektryczng odosobnionego prze-
wodnika, znajdujacego sie w duzej odleglosci od innych ciat. Jezeli w poblizu
danego przewodnika znajdujg sie naladowane ciata lub nawet nie natadowa-
ne przewodniki, jego pojemnos¢ elektryczna ulega zmianie. Duze znaczenie
praktyczne ma uktad poltozonych blisko siebie przewodnikéw, ktorych tadun-
ki maja jednakowe wartosci bezwzgledne i przeciwne znaki, +Q i —Q (rys.
4.20). Taki uktad przewodnikéw nazywamy kondensatorem a poszczegélne
przewodniki — jego okladkami (rys. 4.20b pokazuje schematyczne oznacze-
nie kondensatora). Podobnie jak w przypadku pojedynczego przewodnika

Rysunek 4.20:
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+Q

++++++++
sl
|

Rysunek 4.21:

mozna wykazaé, ze napiecie miedzy okladkami kondensatora U = Vi — V5
(V1 1 Vo — potencjaly okladek) jest proporcjonalne do bezwzglednej wartosci
@ tadunku, zgromadzonego na kazdej z oktadek. Wynika stad, ze stosunek
tadunku do napiecia jest stata wielkoscia,

% = const. (4.68)
Stosunek ten nazywamy pojemnoscig elektryczng C' kondensatora,
Q
C=—=| 4.69
2 (469)

Pojemnos¢ kondensatora zalezy od ksztaltu i rozmiaréw oraz od wzgled-
nego potozenia jego oktadek. Obliczymy przykladowo pojemnoéé kondensa-
tora plaskiego. Sktada sie¢ on z dwoch przewodzacych, réwnoleglych ptytek o
powierzchni S kazda, umieszczonych w odleglosci d, maltej w poréwnaniu z
liniowymi rozmiarami ptytek (rys. 4.21). Mozna przyjaé¢ w przyblizeniu, ze
pole elektryczne kondensatora jest rowne sumie pol fragmentéw dwdch nie-
skonczonych plaszczyzn, posiadajacych réwnomiernie roztozone tadunki +Q)
i —@Q (patrz podrozdziat 4.3.2). Biorac pod uwage kierunki pola elektrycz-
nego, wytworzonego przez tadunki na kazdej z oktadek mozna stwierdzié, ze
na zewnatrz kondensatora catkowite natezenie pola elektrycznego £ = 0 a
miedzy okladkami kondensatora natezenie pola jest dwukrotnie wieksze, niz
w przypadku pojedynczej naladowanej plaszczyzny (wzér 4.60), tj.

Q

E = . 4.70
€oerS ( )
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Napiecie miedzy oktadkami kondensatora mozemy obliczy¢ ze wzoru (4.34),

d
U:V1—V2:/ Edz.
0

(4.71)

Poniewaz pole elektryczne wewnatrz kondensatora jest w przyblizeniu jed-
norodne, F = const, wiec

U=FEd

i uwzgledniajac wzor (4.70) otrzymujemy zwiazek

_

€oerS’

(4.72)

(4.73)

Na podstawie definicji pojemnosci kondensatora (4.69) dostajemy wzér

_ €0&rS
- d

Pojemnosé ptaskiego kondensatora jest wiec proporcjonalna do powierzchni
jego oktadek i odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci miedzy nimi.

Przypomnimy jeszcze (bez wyprowadzania) wzory, okreslajace wypad-
kowa pojemnos¢ C' potaczonych ze soba kondensatoréw o pojemnoéciach C;
(1=1,2,...,n). W przypadku polgczenia réwnoleglego kondensatoréw (rys.
4.22a).

C

(4.74)

C=)> ¢ (4.75)
i=1
a w przypadku ich polgczenia szeregowego (rys. 4.22b)
1 "1
= 2 al (4.76)
C,
c c, C C,
2
e e RN
! o
|_| l_.
a) b)

Rysunek 4.22:
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4.4.3 Energia pola elektrycznego

W podrozdziale (4.2.2) wyprowadzono wzér, okre$lajacy energie potencjal-
na oddzialywania dwéch tadunkéw punktowych. Réwniez natadowany prze-
wodnik lub kondensator posiada okreslong energie, zwiazana ze wzajemnym
oddzialtywaniem tadunkéw elektrycznych. Rozpatrzmy przewodnik o pojem-
nodci elektrycznej C, ktorego tadunek i potencjat w danej chwili czasu wy-
nosza odpowiednio @’ i V' (rys. 4.23). Praca wykonywana przez sily pola
elektrostatycznego przy przeniesieniu niewielkiego tadunku AQ’ z przewod-
nika do nieskonczonosci wynosi (por. wzoér (4.32))

AW = —V'AQ'. (4.77)

W podanym wzorze uwzgledniono, ze potencjatl pola w nieskonczonej od-
legtodci od uktadu tadunkéw jest réwny zeru. Znak -7 wynika z faktu,
ze calkowity tadunek przewodnika maleje. Poniewaz potencjatl przewodni-
ka V' =Q'/C, wiec:

s

A:
W C

AQ'. (4.78)

Wynika stad, ze catkowita praca W, wykonana przy roztadowaniu przewod-
nika, wynosi

- OQ, /_1 Q / /_Q2
W_—/dicg_a/o QaQ ==, (4.79)

Rysunek 4.23:
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gdzie @) jest poczatkowym tadunkiem przewodnika. Powyzszy wzér okresla
jednoczesnie energie £, naladowanego ciala,

B -9

=55 | (4.80)

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze podany wzor jest rowniez stuszny w
przypadku natadowanego kondensatora.

Mozna teraz postawi¢ pytanie: gdzie zlokalizowana jest energia oddzia-
hujacych tadunkéw elektrycznych? Fakt przenoszenia energii przez fale elek-
tromagnetyczne wskazuje, ze energia ta jest ,zmagazynowana” w polu elek-
trycznym, wytworzonym przez tadunki. Zastosujemy teraz ostatni wzér do
szczegblnego przypadku energii ptaskiego kondensatora. Korzystajac z defi-
nicji pojemnosci (4.69) mozna przepisaé¢ ten wzoér w postaci

E,= % (4.81)
Ze wzoru (4.70) wynika, ze tadunek
Q = o, ES. (4.82)
Uwzgledniajac dodatkowo wzor (4.72), otrzymujemy wyrazenie
B, - eoe, ESEd _ EQETEQV’ (4.83)

2 2

w ktorym V' = Sd jest objetoscia ograniczona oktadkami kondensatora. Wi-
daé, ze energia naladowanego kondensatora jest proporcjonalna do objetosci,
w ktérej istnieje pole elektryczne. Sugeruje to, ze energia pola elektryczne-
go jest rozlozona w przestrzeni z gestoscia objetosciowg w., zdefiniowang
wzorem

we = 2. (4.84)

Zgodnie z powyzszymi wzorami, gesto$é energii pola elektrycznego wynosi

eoer E?

e 4.
w 5 (4.85)

i jest proporcjonalna do kwadratu natezenia pola. Wzor ten, jakkolwiek
wyprowadzony dla jednorodnego pola elektrycznego w kondensatorze, jest
stuszny w przypadku pola wytworzonego przez dowolny uktad tadunkow.
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