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Historia

HEX zostal wymysSlony przez duhskiego wynalazce,
pisarza | matematyka Piet'a Hein'a w 1942 roku i
o stat sie popularny pod nhazwg Polygon oraz

woes —piezaleznie w 1948 roku przez Johna Nasha, ktéry
to udowodnit (1949), ze

Hex wielowymiarowy

m HEX nigdy nie konczy sie remisem,

m pierwszy gracz ma strategie wygrywajgca dla gry
HEX na planszy dowolnej wielkoSci.

Bibliografia

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 4/41
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HEX zostat wymysSlony przez dunskiego wynalazce,
pisarza i matematyka Piet’a Hein'a w 1942 roku |
stat sie popularny pod nazwa Polygon oraz
niezaleznie w 1948 roku przez Johna Nasha, ktory
to udowodnit (1949), ze

m HEX nigdy nie konczy sie remisem,

m pierwszy gracz ma strategie wygrywajgca dla gry
HEX na planszy dowolnej wielkoSci.

W 1979 roku David Gale pokazat, ze fakt iz HEX
nigdy nie kohczy sie remisem jest rownowazny
twierdzeniu Brouwera o punkcie statym.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 4/41
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Zasady gry - swap role

Aby zrobwnowazycC te przewage gracza pierwszego
wprowadzamy swap rule.

r Po wykonaniu rozpoczynajgcego ruchu przez
wwes . piepwszego gracza drugi gracz moze zdecydowac
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Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 9/41
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Aby zréwnowazycC te przewage gracza pierwszego
wprowadzamy swap rule.

Po wykonaniu rozpoczynajgcego ruchu przez
pierwszego gracza drugi gracz moze zdecydowac
czy przejac ten ruch, czy wykonac kolejny whasny.
W teorii ta zasada zapewnia Strategie wygrywajacag
dla drugiego gracza,
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Aby zréwnowazycC te przewage gracza pierwszego
wprowadzamy swap rule.

Po wykonaniu rozpoczynajgcego ruchu przez
pierwszego gracza drugi gracz moze zdecydowac
czy przejac ten ruch, czy wykonac kolejny whasny.
W teorii ta zasada zapewnia Strategie wygrywajacag
dla drugiego gracza, jednak w praktyce gracz
pierwszy wykonuje rozpoczynajacy ruch w miejscu,
dia ktorego nie ma znanej strategii wygrywajacej.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 9/41
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1-opening results dla plansz 1 x1 do 7x7dla
rozpoczynajgcego gracza Czerwonego.
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Hex - Michal Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 12/41
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"Twierdzenie o Hexie"

Wstep

zasady Gry W Hexie, zamiast uzywac koloréw, mozemy rownowaznie
Suatege stawiaC kotka™ i krzyzyki”. Jednakze, w przeciwienstwie do
Twierdzenie o skofczonoSci gr - - - - - . .

ks e - gry w kétko i krzyzyk, w Hexie zawsze istnieje zwyciezca.
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Gracz Niebieski-ma zapewniong wygrang w-3-ruchach.

Hex-Michal Krzeminski,-Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 18/41
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"Twierdzenie o Hexie"

Zasady Gry DOWéd (WerSJI S+abszej)
et Zatozmy, ze cata plansza Hexa zostata pokryta
kolorami Niebleskim | Czerwonym.

» "Twierdzenie o Hexie"

Hex a Topologia

Hex wielowymiarowy

Bibliografia

Pokazemy, jak znalezc na planszy ,fancuch
zwycleski”.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 20/41
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"Twierdzenie o Hexie"

Wstep

Zasady Gry

Strategie

Twierdzenie o skonhczonosci gry
i braku remisu

» "Twierdzenie o Hexie"

Hex a Topologia

Hex wielowymiarowy

—

Bibliografia OIDDIOOTT e T

_emat (teoriografowy)
Skonhczony graf,

ktorego wierzchoiki

majg conajwyzej stopien 2
jest suma rozigcznych
podgrafow, z ktérych
kazdy jest albo
izolowanym wierzchotkiem
albo cyklem albo

Sciezka.

Hex-Michal Krzeminski,-Justyna Signerska

referat z teorii-gier-p. 23/41
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» Twierdzenie o krzywej

»
'|
)
»
)
)
)

Jordana

—
™
Jl =
[
=
—
~
e
i.l'
=
S
-
ot
¢ @

» Twierdzenie Brouwer'a

»Hex zredefiniowany : —)

» Twierdzenie Hex w wers;ji

nowej

» Hex = Brouwer

» Brouwer = Hex
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Bibliografia
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Twierdzenie o krzywe| Jordana

Wstep

Hwaga

| Twierdzenie o Hexie w wersji stabszej jest
prawdziwe takze w wyzszych wymiarach, natomiast
HocaTopdoga wilasnosc, ze doktadnie jeden gracz moze zbudowac
Jancuch zwycieski” jest prawdziwe jedynie w
inifigféiiﬁlnﬁlvfﬁyvieﬁﬁ przypadku 2D.

e Brouver Wersja silniejsza twierdzenia ma zwigzek z
Twierdzeniem o krzywe| Jordana

Definicja

Krzywag Jordana W przestrzeni topologicznej X
nazywamy odwzorowanie ciggte roznowartoSciowe

¥:SE— X

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 25/41



Twierdzenie o krzywe| Jordana

Wstep

Jezeli X jest przestrzenig Hausdorffa, to
S odwzorowanie to jest homeomorfizmem na swoj
obraz, ' = ¥(S1).

e Tonge Twierdzenie (Jordana)

Jordana

Jezeli v jest krz Jordana w IRZ o obrazie T, to
Y

»Hex zredefiniowany : —)

R2\ T ma doktadnie dwie skiadowe spéjnosci.

» Hex = Brouwer
» Brouwer = Hex

Hex wielowymiarowy

Bibliografia

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 26/41



Twierdzenie Brouwer'a

Bwaga

— Okazuje sie, ze twierdzenie o Hexie w wersj
wuess - slabszej jest rownowazne twierdzeniu Brouwera o
punkcie statym.

Twierdzenie (Brouwer)

) Niech f : I — I* bedzie odwzorowaniem ciaglym
R kwadratu jednostkowego I~. Istnieje woéwczas x € I2
takie, ze f(x) = «x.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 27/41



Hex zredefiniowany : —)

sasacy oy Rozwazmy 7" C R". Dla x € R", |x| = max; ;.
e Dla x = v, x < vy, jeSli x; < y; dla kazdego i. Punkty
s x|y 53 porownywalne, jesli x < yluby < x.
Definicja

Dwuwymiarowa plansza Hexa By rozmiaru k jest to
graf, ktorego wierzchotki to wszystkie punkty z w Z?2
»Hex = Brouve takie, ze (0,0) < z < (k, k). Dwa wierzcholki z i z/ sg
sgsiadujgce (rozpinajg krawedz) w By, jesl

z—zH =1,

Z oraz z/ sg porownywalne.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 28/41



Twierdzenie Hex- W wers|i nowe|

Wstep

Zasady Gry

Strategie

R Oznaczmy brzegi ' '
i braku remisu planszy Bk poprzez

N S E W G
» Twierdzenie o krzywej y 3 y L] ra.CZ

Jordana

, Twierdzenie Brouwera po ziomy (pionovw) w

»Hex zredefiniowany : —)

probuje  utworzye

nowej

»Hex = Brouwer éCleZ ke I’QCZ aca E I

» Brouwer = Hex

W (Ni8S). -

Bibliografia

Fwicrdzenie

Niech plansza Bj bedzie pokryta dwoma zbiorami H
V.. Witedy H zawiera spojny zbior tgczacy
krawedzie E1 W lub V fgczy N i S.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 29/41
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Hex = Brouwer

Wstep

zasady.ny Niech f ; 12 — 12, f(x) — (fl(x)/fZ(x)) b@dﬂe
ciagta. Ze zwartosci I* wystarczy pokazac, ze

Twierdzenie o skohczonosci gry
i braku remisu

VYoo Seep (X)) —x[ <&

» Twierdzenie o krzywej
Jordana

e, Wybierzmy e > 0. Z jednostajnej ciagtoSci f
(1) Jocsece |x=x11 <06 = |flx) = fla)| <=
Rozwazmy plansze Hexa By, gdzie 1/k < 6.
Definiujemy cztery podzbiory B;.:
H™ = {z: filz/k)—z1/k> ¢}
H™ = {Z : Zl/k—fl(Z/k) > 8}
VT = {z: flz/k)—z2/k > €}
(2) V—= {ZI Zz/k—fz(Z/k) >8}.

» Brouwer = Hex

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 30/41
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Twierdzenie bedzie udowodnione, jesli pokazemy,
ze te cztery zbiory nie pokrywajg B;. - bo jeSli
wierzchotek z nie jest w zadnym z nich, to

-zt —z/k[ <«

Kluczowa obserwacjg jest to, ze rozigczne zbiory
H*™ i H (V' iV ) nie sg przylegte (para podzbiorow A i
B-grafu jest przylegia, jesliistniejg a € A oraz b € Btakie, ze aibsa
sasiadujgcymi-wierzchotkami).

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 31/41
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Twierdzenie bedzie udowodnione, jesli pokazemy,
ze te cztery zbiory nie pokrywajg B;. - bo jeSli
wierzchotek z nie jest w zadnym z nich, to

-zt —z/k[ <«

Kluczowa obserwacjg jest to, ze rozigczne zbiory
H*™ i H (V' iV ) nie sg przylegte (para podzbiorow A i
B-grafu jest przylegia, jesliistniejg a € A oraz b € Btakie, ze aibsa
sasiadujgcymi-wierzchotkami).

Niechteraz H = H-UH oraz V =V -U V- izalézmy, ze D
jest zbiorem spojnym zawartym w H - D musi leze€C w catoSci
w H lub H= . Ale zauwazmy, ze H" nie dotyka” brzegu E.
Podobnie H~ ,nie dotyka” brzegu W, wiec D nie moze tgczyc
brzegow E i W. Analogicznie V nie zawiera zbioru spojnego
lgczgcego oba brzegi N 1 S.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska

referat z teoriigier-p.-31/41
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Twierdzenie bedzie udowodnione, jesli pokazemy,
ze te cztery zbiory nie pokrywajg B;. - bo jeSli
wierzchotek z nie jest w zadnym z nich, to

-zt —z/k[ <«

Kluczowa obserwacjg jest to, ze rozigczne zbiory
H*™ i H (V' iV ) nie sg przylegte (para podzbiorow A i
B grafu jest przylegia, jesSliistniejg a € A oraz b € B takie, ze atbsa
sasiadujgcymi-wierzchotkami).

Niechteraz H = H-UH oraz V =V -U V- izalézmy, ze D
jest zbiorem spojnym zawartym w H - D musi leze€C w catoSci
w H lub H= . Ale zauwazmy, ze H" nie dotyka” brzegu E.
Podobnie H~ ,nie dotyka” brzegu W, wiec D nie moze tgczyc
brzegow E i W. Analogicznie V nie zawiera zbioru spojnego
lgczgcego oba brzegi N 1 S.

Z twierdzenia o Hexie zbiory — H i V nie pokrywaja B;.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska

referat-z teorii-gier—- ;!1/41



Brouwer = Hex

Zauwazmy, ze plansza Hexa B daje triangulacje
kwadratu k x k [7 w R®. Kazdy punkt z € I7 jest
jednoznacznie reprezentowany przez pewng
kombinacje wypuklg zbioru o conajwyzej trzech
wirgzeie Browera wierzchotkach, ktore sg parami sgsiadujace
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Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 32/41
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Zauwazmy, ze plansza Hexa B daje triangulacje
kwadratu k x k [7 w R®. Kazdy punkt z € I7 jest
jednoznacznie reprezentowany przez pewna
kombinacje wypuktg zbioru o conajwyzej trzech
wierzchotkach, ktore sg parami sgsiadujace

Fakt

Kazde odwzorowanie ciggte f : B — IR? rozrzesza
sie-do ciggtego odwzorowania symplicjalnego
(,kawatkami liniowego™ f : I — R*:

jeS|I = /\121 + Arzo 4+ A3zs, to z definicjl

F) = A flz) +Aaf(z2) + Asf(z3).

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska

referat z teoriigier-p.-32/41
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Brouwer = Hex

Zalbzmy, ze plansza B zostala podzielona na dwa
S zbiory H 1 V.

waens o Zdefiniujmy cztery zbiory nastepujgco:

W - zbiér wszystkich wierzchotkéw potaczonych z
e saners brzegiem W za pomoca sciezki w H

:OT\\,/vvieTrdzenie Hex w wersji E — H \ W

S - zbiér wszystkich wierzchotkéw potaczonych z
brzegiem S za pomoca sciezki w V

N:=V\§
Ze sposobu zdefiniowania wida¢, ze zbiory Wi E
(S 1 N) nie sg przylegte .

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 33/41
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Zalozmy, ze plansza B, zostala podzielona na dwa
zbiory H1 V.

Zdefiniujmy cztery zbiory nastepujgco:

W - zbior wszystkich-wierzchotkow potgczonych z
brzegiem A/ za pomocg sciezkiw H

E:=H\W

S - zbior wszystkich-wierzchotkdw potgczonych z
brzegiem S za pomocg sciezkiw V/

N:=V\§

Ze sposobu zdefiniowania wida¢, ze zbiory Wi E
(§i N) nie sg przylegte .

PrzypuSEmy, niewprost, ze nie ma H-Sciezki z E do
W-ani V/-Sciezki z S do N.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska

referat z teoriigier-p.-33/41
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Brouwer = Hex

Eemat

S Niech z1, z>, z3 bedg wierzchotkami dowolnego A w
maens -~ R2 | p bedzie rozszerzeniem symplicjalnym

o(z;) = z; + v;, gdzie vy, vy, v3 wektory dane. Wtedy
v — o-ma punkt staty wtedy i tylko wtedy, gdy 0 lezy w
) uwypukleniu o (o1, 75, v3).

Erere—— DOWOC {EMall

Hex viclowymiarony Niech x = A1z1 + A>z> + Azz3. Whedy

Biogratia o) =A{zr Fv) F Az F )+ As{z3 +v3) i x

jest punktem statym wtedy i tylko wtedy, gdy
A101 + Ar0s + A3z = 0.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 35/41
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Brouwer = Hex

Wstep

Stosujemy ten lemat do odwzorowania f.
S Niech teraz A bedzie dowolnym trojkgtem o
" wierzchotkach sgsiadujgcych na planszy By.

: - - AT T (N C
s o Kluczowe jest to, ze zbiory W I E (N1S5)Sg
» Lwierdzzni: ?rouwe.r‘a_l) n i e p rzyl e gl’e -

nowej
» Hex = Brouwer

» Brouwer = Hex

Hex wielowymiarowy
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Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 36/41



Brouwer = Hex

Wstep

Stosujemy ten lemat do odwzorowania f.

—— Niech teraz A bedzie dowolnym tréjkgtem o
wierzcholkach sgsiadujgcych na planszy B..
Kluczowe jest to, ze zbiory Wi E (N i S) sa
oo nieprzylegle

Oznacza to, ze nigdy sie nie zdarzy, aby funkcja f
przesuwata jeden z tych wierzchotkdéw o ¢;, a drugi o
—e;. Stad f przesuwa te wierzchotki o wektory, ktore
leza w pojedynczej ,Cwiartce” R% i 0 nie lezy w

kombinacji wypuktej tych wektorow.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 36/41
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Stosujemy ten lemat do odwzorowania f.

Niech teraz A bedzie dowolnym tréjkgtem o
wierzchotkach sgsiadujgcych na planszy By.
Kluczowe jest to, ze zbiory Wi E (N i S) sa
nieprzylegte .

Oznacza to, ze nigdy sie nie zdarzy, aby funkcja f
przesuwata jeden z tych wierzchotkdéw o ¢;, a drugi o
—e;. Stad f przesuwa te wierzchotki o wektory, ktore
leza w pojedynczej ,Cwiartce” R% i 0 nie lezy w
kombinacji wypuktej tych wektorow.

Zatem f : IZ — I, ciagla, nie posiada punkiu
statego.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska

referat z teorii-gier - p.-36/41
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Stosujemy ten lemat do odwzorowania f.

Niech teraz A bedzie dowolnym tréjkgtem o
wierzchotkach sgsiadujgcych na planszy By.
Kluczowe jest to, ze zbiory Wi E (N i S) sa
nieprzylegte .

Oznacza to, ze nigdy sie nie zdarzy, aby funkcja f
przesuwata jeden z tych wierzchotkdéw o ¢;, a drugi o
—e;. Stad f przesuwa te wierzchotki o wektory, ktore
leza w pojedynczej ,Cwiartce” R% i 0 nie lezy w
kombinacji wypuktej tych wektorow.

Zatem f : IZ — I, ciagla, nie posiada punkiu
statego.

Sprzecznosc z twierdzeniem Brouwer'a.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska

referat z teorii-gier - p.-36/41
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Hex zredefiniowany pofaz drugi

Belnicja

e Plansza n-wymiarowego - Hexa rozmiaruk, H,
e sklada sie ze wszystkich wektoréw (wierzchotkow)
z=1{(z1,...,zn) € Z" takich, ze 0 < z; <k, i=1, .., n.

Hex wielowymiarowy

Para wierzchotkéw z i z/ jest sasiadujgca, jesli:

drugi
» Twierdzenie Hex po raz trzeci

Bibliografia |Z — Z/ | — 1 7

Z-oraz z/-sgporownywalne.

Zamiast H;! bedziemy pisali po prostu H.
Dla kazdego i definiujemy:

H = {z:ze€eH,z =0}
HE = {z:zeHz =k

Hex-Michal Krzeminski,-Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 38/41



Twierdzenie Hex potaz trzecl

Wstep

NiechL: H — N =1{1,2,...,n} (,labeling”)
T Twierdzenie

wues — Dla kazdego odwzorowania L : H — N istnieje
przynajmniej jedno i € N takie, ze L~ (i) zawiera
spojny zbiér, ktéry ,dotyka” brzegéw H. oraz H. .
(Taki zbior nazywamy zwycieskim i-zbiorem.)

Oczywi Scie twierdzenie o  n-wymiarowym Hexie
oraz n wymiarowa wersja twierdzenia Brouwera
tez sg rownowazne.

Hex - Michat Krzeminski, Justyna Signerska referat z teorii gier - p. 39/41
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