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Konstrukcja odwzorowania podkowa
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Odwzorowanie podkowa

De nicja

Niech S =[0;1] [O;1].

Najprostsze odwzorowanie podkowa My : S! R? okreSlamy
geometrycznie w nastepujacy sposob:

1. dokonujemy kontrakcji kwadratu w kierunku poziomym do
szerokosci , gdzieO< < £:S! [0; ] [0;1]

2. otrzymany prostokat rozciagamy w kierunku pionowym do
wysokosci , gdzie 2+ <
0 1 [0:1]" [0 ] [0 ]

3. prostokat o wymiarach zginamy | umieszczamy na
wyjsciowym kwadracie S w taki sposob, aby przecina on
kwadrat S dwukrotnie - otrzymujemy M (S)

4. powtarzamy proces uzywajac My (S) zamiast S itd.
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Odwzorowanie podkowa

Pierwsza iteracja
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Odwzorowanie podkowa

HKE

Pierwsza iteracja

S

(@)
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Pierwsza iteracja

AMINY

Zegnij
w ten sposob

®

Odwzorowanie podkowa
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Odwzorowanie podkowa

HKE

Pierwsza iteracja

(c)
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Odwzorowanie podkowa

WK

Pierwsza iteracja

M, _(S )

N

/S

@)
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Odwzorowanie podkowa

Pierwsza iteracja

|

Zegnij
W ten sposob
S5

MMM

@ &)

I
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© )
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Odwzorowanie podkowa

Druga iteracja
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Odwzorowanie podkowa

Druga iteracja
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Zbior niezmienniczy
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Zbior niezmienniczy

WK

De nicja
Zbiorem niezmienniczym odwzorowania f nazywamy zbior X o
W asnosci:

8x 2 X f(x)2X
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Zbior niezmienniczy

K

Obraz pierwszej iteracji M, (S):
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Obraz pierwszej iteracji wstecz M
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Zbior niezmienniczy

K
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M, 2(V;) = H;
W S nie ma atraktora
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Zbior niezmienniczy

Wtedy:
Niech: 1= Vo[ V1
n=MI(S)\ S 2= Voo [ Vo1 [ Vi1 [ Vio
n=M,"(S)\ S 1= Ho[ Ht

2 = Hool[ Hoz[ H11[ Hio
Zbior niezmienniczy  odwzorowania podkowa My, uzyskujemy

jako:

gdzie
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Zbior niezmienniczy

NKM

(Ho[ H1)\ (Mo[ V1)

(Hoo[ Hor [ H1iz [ H1o)\ (Moo [ Vor [ Vi1 [ Vio) itd. ...
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Zbior niezmienniczy

(Ho[ H)\ (Mo [ V1)

(Hoo[ Hoz [ Hiz[ H1o)\ (Moo [ Vor [ Vir[ Vio) itd. ...

11.10

oo.10[ ] [Jioao [J [Jot.ao
oo.11[] [Jor [J [Joiu

11.11

10.01

oo01] [] 1.oi] [CJorot
0o.00[ ] [ 11.00[] [Joi.00

10.00
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Zbior niezmienniczy

WK1

(Ho[ H)\ (Mo [ V1)

(Hoo[ Hoi[ Haua[ Hio)\ (Moo [ Voi [ Vii[ Vio) itd. ...

11.10

oo.10[ ] [Jioao [J [Jot.ao
oo.11[] [Jor [J [Joiu

11.11

10.01

0001 ] [ 1no] [Joro
0o.00[ ] [ 11.00[] [Joi.00

10.00

Zbidr niezmienniczy jest iloczynem kartezjanskim dwoéch zbiorow
Cantora.
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Dynamika symboliczna
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Dynamika symboliczna

K

= f0;1g* - zbior wszystkich podwadjnie nieskonczonych ciagdéw
a=(ay), n2 Zz metryka:

X .
N ] k k]
d( ) )_ 2]kJ
k2Z

Punktx 2 mozemy okreslic za pomoca podwagjnie
nieskonczonego ciagu symboli a:

a= ...d 3ad 2ad 1.dga1dy...,

gdzie: 3

< 0; dlaM|(x)2 Hy;
a = | (1)
1, dlaMy(x)2 Hj.

IV Matematvczne Warsztaty KaeNeMw — p. 11/7



Shift map

KK

Shift map

a=(a); &= (a)=(am)

. 8i a’= au

Z (1) otrzymujemy:
8

0 S 0 dlaM{*(x)= M| (Mp(x)) 2 Ho; )
1 dlaMtt(x) = M (Mp(x)) 2 Hy.
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Dynamika symboliczna

MK

Niech : ! okresSla zwiazek miedzy x 2 , a ciagiem symboli
a2 ,a= (x).
Witedy:

(@) = (Mn(x))
Mh - 1

Dynamike symboliczna odpowiadajaca odwzorowaniu My,
nazywamy przesunieciem zupe nym na dwoch symbolach.
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W asno sci odwzorowania podkowa
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W asno sci My,

WK

Istnieja dwa punkty sta e,
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W asno sci My,

K

Istnieja dwa punkty sta e,

dla kazdego n 2 N odwzorowanie M;,  posiada 2"
orbit okresowych o okresie n
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W asno sci My,

Istnieja dwa punkty sta e,

dla kazdego n 2 N odwzorowanie M;,  posiada 2"
orbit okresowych o okresie n

Istnieja orbity okresowe o dowolnie d ugim okresie
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W asno sci My,

Istnieja dwa punkty sta e,

dla kazdego n 2 N odwzorowanie M;,  posiada 2"
orbit okresowych o okresie n

Istnieja orbity okresowe o dowolnie d ugim okresie

orbit okresowych jest przeliczalnie wiele
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W asno sci My,

Istnieja dwa punkty sta e,

dla kazdego n 2 N odwzorowanie M;,  posiada 2"
orbit okresowych o okresie n

Istnieja orbity okresowe o dowolnie d ugim okresie
orbit okresowych jest przeliczalnie wiele

zbior orbit nieokresowych jest nieprzeliczalny
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W asno sci My,

Istnieja dwa punkty sta e,

dla kazdego n 2 N odwzorowanie M;,  posiada 2"
orbit okresowych o okresie n

Istnieja orbity okresowe o dowolnie d ugim okresie
orbit okresowych jest przeliczalnie wiele
zbior orbit nieokresowych jest nieprzeliczalny

zbiory punktow okresowych I nieokresowych sa
geste w
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W asno sci My,

Istnieja dwa punkty sta e,

dla kazdego n 2 N odwzorowanie M;,  posiada 2"
orbit okresowych o okresie n

Istnieja orbity okresowe o dowolnie d ugim okresie
orbit okresowych jest przeliczalnie wiele
zbior orbit nieokresowych jest nieprzeliczalny

zbiory punktow okresowych I nieokresowych sa
geste w

w M} obserwujemy tzw. "chaos przejsciowy"
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W asno sci My,

NKM

W szczegolnosci wiec odwzorowanie My, jest chaotyczne:
De nicja

Deterministyczny uk ad dynamiczny jest chaotyczny, jesli dla
kazdego ciagu Bernoulliego mozemy znalez¢ stan
poczatkowy, startujac z ktorego odtworzymy ten ciag
wzgledem ustalonej partycji przestrzeni fazowej.
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Rozmaito Sci stabilne i niestabilne
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Zbiory przyciagania | odpychania

HKHY

De nicja

X - zwarta g adka rozmaitosg¢,

f :X ! X -dyffeomor zm klasy CX,

p - punkt stay dla f

RozmaitoScia stabilna punktu p nazywamy zbior:

W=3(p) = fx 2 X :nllilm f"x)! pg
RozmaitoScia niestabilna punktu p nazywamy zbior:

WY(p) = fx 2 X :nllilm f "(x)! pg
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Zbiory przyciagania | odpychania

K

De nicja

Mowimy, ze punkt stay p jest hiperboliczny, jeSli lezy na przecieciu
conajmniej jednej rozmaitosci stabilnej i conajmniej jednej
rozmaitosci niestabilnej.
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Przeciecie homo- | heterokliniczne

NKM

Uwagi:

rozmaitosSci stabilne nie moga przecinac sie ze soba
(niezaleznie od tego, czy odpowiadaja temu samemu punktowi

sta emu czy tez roznym punktom sta ym),
podobnie rozmaitoSci niestabilne nie przecinaja sie ze soba,
rozmaitoSci stabilne i niestabilne moga sie przecinac

wzajemnie

De nicja

Mowimy, ze punkt x 2 X jest punktem homoklinicznym, jesli lezy na
przecieciu rozmaitosci stabilnej i niestabilnej odpowiadajacych
temu samemu punktowi sta emu p.
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Przeciecie homo- | heterokliniczne

HKHY

De nicja

Mowimy, ze punkt x 2 X jest punktem heteroklinicznym, jesli lezy
na przecieciu rozmaitosci stabilnej i niestabilne] odpowiadajacych
roznym hiperbolicznym punktom sta ym p; i ps.

Twierdzenie (Poincaré)

Jesli istnieje jeden punkt homokliniczny (heterokliniczny), to istnieje

ich nieskohczenie wiele.

-

E
o

L
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Przeciecie homo- | heterokliniczne

WK

Przeciecie homokliniczne:
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Przeciecie homo- | heterokliniczne

iKY

Przeciecie heterokliniczne:

LR R TPy S5 PR
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Uniwersalno S¢ dynamiki odwzorowania
podkowa
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K

W 1967 roku Smale udowodni , ze z istnienia przeciecia homoklinicznego wynika

dynamika typu odwzorowanie podkowa:

W (T)?/\

J

N

M)

Uniwersalna dynamika

ﬁ

Mqt(n

W)

W)

W ()

(a)

)

M7(8)

S
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Inne odwzorowania typu podkowa
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Uogolniona n podkowa

WK1

>N +

"zawijamy" n  1lrazy i umieszczamy na kwadracie S tak, aby
"podkowa" przecina a S n-krotnie

ﬁr‘ g
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Twierdzenie Smale'a

MK

Twierdzenie (Smale, 1963)

Kazde odwzorowanie typu odwzorowanie podkowa

posiada domkniety zbior niezmienniczy , ktéry zawiera
przeliczalnie wiele orbit okresowych o dowolnie d ugim okresie oraz
nieprzeliczalnie wiele orbit nieokresowych, wsrdd ktorych sa orbity
przebiegajace dowolnie blisko kazdego danego punktu zbioru
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Uk ady hiperboliczne 1 niehiperboliczne
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Hiperboliczno Sc¢

K

De nicja
Odwzorowanie f nazywamy hiperbolicznym, jesli przecinajace sie
rozmaitosci stabilne 1 niestabilne dowolnych punktéw sta ych

zawsze przecinaja sie transwersalnie.
Jesli przecinaja sie stycznie, to odwzorowanie jest niehiperboliczne.

) W
W

(a)

Odzworowanie podkowa My, jest zatem hiperboliczne.
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Hiperboliczno Sc¢

K

Rozwazania dyskretnego uk adu dynamicznego:

Xn+1 — F(Xn)

mozna w poblizu punktu sta ego x sprowadzic do rozwazan uk adu
liniowego
Yn+1 = AYn; gdzie A= DF (x):

Niech ; beda wartoSciami w asnymi A takimi, ze ] ;j > 1oraz
Ug; Uo; i35 Up ) Odpowiadajacymi im wektorami w asnymi. Wtedy:

E" = span(uq; up;::;unc ) - podprzestrzen niestabilna.
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Hiperboliczno Sc¢

NKM

Analogicznie dla ; takich,zej ;j< 1

E® = span(vi;Va; i Va( )) - podprzestrzen stabilna
oraz dla ; takich,zej jj=1
© = span(wi; Wo; :I;; Wy )) - podprzestrzen srodkowa.

Wektory y uk adu y,+1 = Ay, nazywamy wektorami stycznymi dla
odwzorowania F.

Przestrzeh, w ktorej leza wektory styczne odwzorowania w punkcie
X = X hazywamy przestrzenia styczna i oznaczamy Ty .
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Hiperboliczno Sc¢

WKL

De nicja

Mowimy, ze punkt stay x jest hiperboliczny, jezeli nie istnieje

podprzestrzen srodkowa E°€ . To znaczy, ze przestrzen styczna Ty

rozk ada sie nasume T, = E® E".

De nicja

Mowimy, ze zbidr niezmienniczy  jest hiperboliczny, jeSli w zbiorze
Istnieje ciag y wzgledem x rozk ad przestrzeni Ty na sume

przestrzeni stabilnej i niestabilne) Ty = E; EJ.
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W3(x )i WY(x ) vs. E5I E"

K

RozmaitoSci stabilne i niestabilne W=(x ) i WY(x ) hiperbolicznego
uk adu xn+1 = F(Xn) maja taki sam wymiar jak E® i EY i sa do nich

styczne:
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Uk ady hiperboliczne
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Uogolnione odwzorowanie piekarza

MK

Uogolnione odwzorowanie piekarza de niujemy jako nastepujace
przekszta cenie kwadratu S = [0;1] [0O; 1]:

8

< aXn . jezeliy, < ;
Xn+1 = | _ _

- (1 b)+ bXn: Jezeliy, >

8

S W jezeliy, <
Yn+1 = . .

Yo+ jezeliy, >

gdzie =1 | 4+ p=1.
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Uogolnione odwzorowanie piekarza

Pierwsza iteracja:

o

Y (a
c)

1«

T‘/////////%




Uogolnione odwzorowanie piekarza

Druga iteracja:

.Vir

)\a >\.l';

(1 =2p) (1 =2 1

IV Matematvczne Warsztaty KaeNeMw — p. 37/7



NKM

Dla uogoélnionego odwzorowania piekarza macierz Jacobiego ma

postac: 0
DM (x) = @
gdzie wartoSci w asne:
8
<
x(y) = :
8
<
y(y) =

Uogolnione odwzorowanie piekarza

1
A -

x(y) O
0 y(Y)

a, Jezeliy< ;

b, Jezeliy >
- jezeliy<

Lo jezeliy >

RozmaitoSci stabilne sa liniami poziomymi, a niestabilne -

pionowymi.
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Odwzorowanie kota Arnolda

MK

Odwzorowanie Arnolda dane jest wzorem:
0 1 0 10 1

Xn+ 1 1 X
@ ™"t A-@ A@™" A mod 1 3)
yn+1 12 yn

Jesli wartosci x i y modulo 1 uwazac za zmienne katowe, to
odwzorowanie to oddzia uje na powierzchnie dwuwymiarowego
torusa (gdzie jeden obieg dooko a jest zaznoczony poprzez zwiekszenie wartosci

odpowiedniej zmiennej katowejo 1 a nieo 2 ).
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Odwzorowanie kota Arnolda

NKH

Inacze] odwzorowanie Arnolda zwane jest "wyzymaniem kota"
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Odwzorowanie kota Arnolda

Inacze] odwzorowanie Arnolda zwane jest "wyzymaniem kota"

IV Matematvczne Warsztaty KaeNeMw — p. 40/7



Odwzorowanie kota Arnolda

MK

WartoSci w asne macierzy w odwzorowaniu (??) wynosza:

3+p§ 3 pg
1:T>1 oraz 2:T<12

Kierunki stabilne | niestabilne sa zatem jednowymiarowe |

rownoleg e do odpowiednich wektorow w asnych (1; ; 1)i

(1, 2o 1).

"Typowe warunki poczatkowe" daja poczatek orbicie, ktora

ostatecznie dochodzi dowolnie blisko do dowolnego punktu na

torusie oraz odwiedza réwne pola z rowna czestotliwoscia - stad

naturalna miara niezmiennicza jest jednostajna.
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Odwzorowanie kota Arnolda
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Uk ady niehiperboliczne
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Odwzorowanie Hénona

Odwzorowanie Héenona dane jest wzorem:

Xn+1 = 1 ax2 + vy
Yn+1 = DX,

(standardowy wybor dla parametrow aibtoa=1:4ib=0:3).
Istnieja punkty na atraktorze Hénona, w ktorych rozmaitoSc stabilna

WS oraz niestabilna W" sa styczne. W tych punktach stycznoSci
nie mozemy wyznaczyc przestrzeni E® i EY - atraktor Hénona nie

jest hiperboliczny.
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Odwzorowanie Hénona
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Odwzorowanie Hénona
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W asno sci uk adow hiperbolicznych
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N
O

Strukturalna stabilno

De nicja

(X;d) - p. metryczna

f : X ! X-homeomorzm

Mowimy, ze odwzorowanie f jest strukturalnie stabilne, jesli istnigje
otoczenie V w zbiorze Homeo(X ) takie, ze kazdy element V jest
topologicznie sprzezony z f .

De nicja

M - zwarta g adka rozmaitoSc

f :M ! M -dyffeomor zm klasy CX

Mowimy, ze odwzorowanie f jest strukturalnie stabilne, jesli istnigje
otoczenie V w zbiorze Diff ¥(M) takie, ze kazdy element V jest
topologicznie sprzezony z f .

IV Matematvczne Warsztaty KaeNeMw — p. 48/7



W asno sci uk adow hiperbolicznych

dynamike na zbiorze niezmienniczym mozemy badac za
pomoca dynamiki symboliczne| (przesuniecie zupe ne lub niezupe ne
na podwagjnie nieskohczonym ciagu symboli),
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W asno sci uk adow hiperbolicznych

dynamike na zbiorze niezmienniczym mozemy badac za
pomoca dynamiki symboliczne| (przesuniecie zupe ne lub niezupe ne
na podwaojnie nieskonczonym ciagu symboli),

jezeli hiperboliczny zbiér niezmienniczy jest atraktorem, to
Istnieje miara naturalna,
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W asno sci uk adow hiperbolicznych

dynamike na zbiorze niezmienniczym mozemy badac za
pomoca dynamiki symboliczne| (przesuniecie zupe ne lub niezupe ne
na podwaojnie nieskonczonym ciagu symboli),

jezeli hiperboliczny zbiér niezmienniczy jest atraktorem, to
Istnieje miara naturalna,

zbior niezmienniczy i jego dynamika sa strukturalnie stabilne
tzn. ma e g adkie zaburzenia zachowuja dynamike.
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Uk . hiperboliczne vs
niehiperboliczne

Dla hiperbolicznych uk adow mozliwe jest uzyskanie
wielu scis ych wynikow. Mozna je opisywac analitycznie
oraz statystycznie.
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Uk . hiperboliczne vs
niehiperboliczne

Dla hiperbolicznych uk adow mozliwe jest uzyskanie
wielu scis ych wynikow. Mozna je opisywac analitycznie
oraz statystycznie.

Niestety rzeczywiste zjawiska chaotyczne obserwowane
w uk adach doswiadczalnych sa przewaznie
niehiperboliczne.
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