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Uktad dynamiczny L

X -p. metryczna, T -zbior indeksow, F': T x X — X

Definicja Uwaga

(F, X, T) nazywamy uktadem Uktady ciagte sa zadawane
dynamicznym , gdy F(¢,-) = Fi, przez autonomiczne réwna-
spetnia warunki: nia rézniczkowe zwyczajne

(rzedu pierwszego):
(1) Fo(x) =,

2) Vier Firs(a) = Fy(Fy(x)).

Dla uktadéw ciggltych T' = R, dla
dyskretnych T' =7, T' = N.
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Miara naturalna

(X, F,u) - przestrzen probabilistyczna

Definicja

Mowimy, ze odwzorowanie mierzalne F' : X — X zachowuje
miare, jesli

W(F~1(A)) = n(A) dlakazdego A € F

Definicja
Miara generowana przez typowe trajektorie w przestrzeni fazowe;

nazywana jest miarg naturalng ijest ona niezmiennicza wzgledem
dynamiki uktadu F'.
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Ergodycznosc

Definicja
Odwzorowanie F': X — X zachowujace miare jest ergodyczne ,
jesli spetniony jest warunek:

F A =4 (AcF) = pu(A)=0Ibu(4)=1.

1 nazywamy wowczas miara ergodyczna dla F'.
Twierdzenie [Birkhoff]
Jesli F jest ergodyczne, pu-miara niezmiennicza oraz f € £ (p), to:

| V-l
N f(FY(x —>/fdu da N — oo
1=0

- MK
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Rozmaitosci stabilne i niestabilne 1

Definicja
X - zwarta gtadka rozmaitosc,
f: X — X - dyffeomorfizm klasy C*,

p - punkt staty dla f
Rozmaito Scia stabilna punktu p nazywamy zbior:

We(p):={re X : lim f"(z) — p}

n—oo

Rozmaito Scia niestabilna punktu p nazywamy zbior:

W(p) = {z € X : lim f"(z) - p}

- KA
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Hiperbolicznosc L

Definicja

@ w przypadku uktadow dynamicznych dyskretnych
rni1 = f(x,), mowimy, ze punkt staty p jest hiperboliczny
jesli wszystkie wartoSci wkasne macierzy Jakobiego D f(p) sa
co do modutu rézne od 1

@ w przypadku uktadow dynamicznych ciggtych = = f(z),
mowimy, ze rozwigzanie stacjonarne 7z jest hiperboliczne
gdy zadna z wartosci wtasnych macierzy Jakobiego D f(z) nie
jest czysto urojona
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Hiperbolicznosc

Definicja
Odwzorowanie f nazywamy hiperbolicznym , jesli przecinajace sie
rozmaitosci stabilne i niestabilne dowolnych punktow statych

zawsze przecinaja sie transwersalnie.
Jesli przecinaja sie stycznie, to odwzorowanie jest

niehiperboliczne

W

(a)

" Hel 2008 — p.8/-



Atraktory | repelery L

Definicja

Zbior zwarty i niezmienniczy A nazywamy atraktorem
potoku/odwzorowania F;, jezeli istnieje otoczenie (basen
przyciggania) U D A taki, ze:

Viso F(U) C U oraz ﬂ Fy(U) = A.
t>0
Repeler jest to nieprzyciggajgcy zbior niezmienniczy; dynamika na
nim ma réwniez wlasciwosci chaotyczne.
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Chaos

o Definicja [Devaney, 1989]
Definicja _ Odwzorowanie f: X — X
Odwzorowanie f nazywamy pazywamy chaotycznym |, jezeli

tranzytywnym wtedy 1 tylko
Yoy Yy 1. f jesttranzytywne,

wtedy, gdy:
2. zbior punktéw periodycznych f
Vorvvex Jpso FoYNV £90 jest gesty,

3. f posiada wrazliwoSC na
warunki poczatkowe.

- WK
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Miara naturalna
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Wyznaczanie miary naturalne] L

A - atraktor o basenie przyciggania S

{C;}-pokrycie atraktora A

p(xqg, T, €;)-il0SC czasu, jaka trajektoria dtugosci 7' wybranego
losowo punktu zo € S spedza w komadrce C; rozmiaru e;

Wtedy miara naturalna atraktora zawartaw (; dana jest wzorem:

1€
i = l/[/mT—>oo p(xo’z-, € ) (2)

NKM
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M. naturalna a orbity okresowe L

Uwaga

Hiperboliczne atraktory chaotyczne posiadaja nieskonczenie wiele
niestabilnych orbit okresowych, ktore tworza zbidr gesty, ale o
zerowej mierze Lebesque’a. Stad miary niezmiennicze
,produkowane” przez niestabilne orbity okresowe sg atypowe.
Poniewaz jednak typowa trajektoria ,odwiedza” ustalone otoczenie
kazdej z orbit okresowych z odpowiednig czestotliwoscia, orbity te
poniekad ,rozpinaja” miare naturalna.

K
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Wyznaczanie miary naturalne] L

M : X — X - odwzorowanie d-wymiarowe
z; » - 1-ty punkt periodyczny o okresie p (niekoniecznie minimalnym)

Miara naturalna atraktora zawarta w C;:

pi = lim p (p), (3)
gdzie
1
Hi\p) = T, (4)

oraz L,(x; ;) jest iloczynem rozszerzajgcych wartoSci wtasnych
macierzy Jakobiego DMP(z; ,,).

NKM
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Wyznaczanie miary naturalne| L

Wzor (4) dla uktadéw hiperbolicznych moze by¢ wyprowadzony w nastepujacy
sposob:

Pokrywamy odpowiednio atraktor zbiorami C;
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Wyznaczanie miary naturalne] L

xo € C;- warunek poczagtkowy
x, - punkt powrotu do C; trajektorii startujacej z x po p iteracjach
(ergodycznosc)
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Wyznaczanie miary naturalne] L

M™P(crdl) = cd
MP(efgh) = elfiglht.

; i z; , - hiestabilny punkt staty
hid' g' dla MP

)
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Wyznaczanie miary naturalne] L

Zatézmy, ze odcinek c/d/ ma diugoscE e.
Wtedy odcinek c¢d ma dtugoSC €/ Ly (x; ).
Stad

e/Li(x;p) 1

€ - Li(wip)

jest czesScig trajektorii (zwigzanych z = x; ),
ktore powrdcg do C; po p iteracjach
(poniewaz miara naturalna jest jednostajna w kierunku niestabilnym).

Biorgc pod uwage wszystkie niestabilne punkty state dla M? w C;
oraz przechodzac do granicy p — oo otrzymujemy

, 1
f; = lim —.
p— 00 :UfigE:Ci Ll(.fl?@',p)

K
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Uwagi L

W wyprowadzeniu wzoru (4) zatozono, ze istnieje dobra partycja
{C;} przestrzeni fazowej, tj. taka, dla ktérej nie zachodza przypadki

il ¢
/ -ﬂlt-_l_uibl
In 8a
e ;;-l:l .t} LD |
-i a d’

A4S
Lnieskohczenie wiele stycznosci miedzy rozmaitoSciami stabilnymi i niestabilwnkm
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Uwagi

T €
i = limr_oo p(x()’T i)
1
pi(p) =
2 Ly
Niech
N
App = \ > lwilp) — wil?/N.
1=1

Dla uktaddw hiperbolicznych obserwujemy:

A:up ~ eXp_apa

Qv - tzw. entropia topologiczna
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State ucleczki
(Escape rates)
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Orbity periodyczne L

dynamics

fixed point

oE=, oy, @
R

&,
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Odwzorowania 1D L

Rozwazmy jednowymiarowy repeler:

1
7 i0
—
e o1

f(xc) > Tmax
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Odwzorowania 1D

Obserwujemy
@ przy pierwszej iteracji ,ucieka” odcinek wokot x..
@ w drugiej iteracji ,uciekaja” jego dwa przeciwobrazy
e itd., itd. ...

W n-tym kroku punkty, ktore ocalaty mozemy podzielic na 2"
roztgcznych odcinkow:
1 - ty odcinek zakodowany jest ciggiem

7;26162...6”,

gdzie

L 0, jesli f*(z) < x;

e 1, jesli f¥(z) > x.. NKN‘
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Odwzorowania 1D

l; - szerokoSc i-tego odcinka
Miara zbioru punktow poczatkowych z, ktére przetrwajg n iteracji

Wynosi
(n)

I, = Z l;. (8)

Odzworowanie jest gtadkie i ma ograniczong pochodng A = df/dx:
1 < [Apin| < |df/dz| < [Amasl

Stad kazdy odcinek w (8) jest ograniczony:

A0 < <|A T

max min

- MK
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Odwzorowania 1D L

W konsekwencji

2 " 2 "
=) <T, <[
(’Amaxo (’Amm’)

I',, jest rzedu wyktadniczego:
I, =e """ — ™™

Definicja

v = 1/T - stata ucieczki - (ang. escape rate)
T- asymptotyczny czas zycia (asymptotic lifetime) loso
wybranego punktu poczatkowego x

=

NKM
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Odwzorowania 1D

Kazdy odcinek 7 zawiera punkt pe-
riodyczny z;. JeSli odcinki te sa
dostatecznie mate, to ich
.ekspansja” na odcinek [0,1] w
ciggu n-iteracji moze byC przy-
blizona przy pomocy stabilnosci
20 o R punktu x;:
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Odwzorowania 1D

Uwaga

Jesli uktad jest hiperboliczny, to dla dostatecznie duzych n
a1 ~ O(1) moga byc zaniedbane z powodu wykfadniczego
przyrostu |A;|.

Stad

L NKM
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Odwzorowania 1D

Zdefiniujmy
Qz) = > 2"Tp=> ") |A]™

= 2/|Ao| + z/|A1| + 2% /| Aoo| +
+ 2% /|Ao1| + 2% /|Avo] + 2% /A1 ] +
+27 /| Aooo| + 2% /| Agor| + - - - (10)

Dla dostatecznie matych z suma ta jest zbiezna. Poniewaz
I, — e~ "7, to escape rate + jest wyznaczony poprzez
najmniejsze z = ¢7, dla ktérego szereg Q(z) jest rozbi

(ze= )"

Mg

n=1
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Odwzorowania 1D

Definicja

Cykle pierwsze (ang. prime cycles) sa to takie orbity periodyczne
(r1z2 -+ - x,), ktOre nie moga byc przedstawione w krotszej postaci -
orbita taka jest zakodowana przy pomocy niepowtarzajgcego sie
ciggu symboli.

Uwaga
Istnieje doktadnie jeden cykl pierwszy dla kazdej cyklicznej permutaciji, np.
p = 0011 = 0110 = 1100 = 1001 jest cyklem pierwszym, ale nie jest nim

p = 0101 = O1.

Stad
. n —1\r npznp’Agl
Qz) =D mp Y ("IN =D

gdzie sumujemy po wszystkich cyklach pierwszych p dtugosci n,, a r |

Lpovvtérzeh danego cyklu. NK M
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Dynamiczna funkcja ¢ L

Zauwazmy, ze

Stad €)(z) jest pochodna logarytmiczng funkciji

Np

- o5y -

p

Jest to tzw. dynamiczna funkcja (.
Uwaga
Funkcja (-Riemanna:

(= —= I —

p—°
>1 |. pierwsza
n P pierwsz %/
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Uktady wielowymiarowe L

V'-ograniczone otoczenie d-wymiarowego repelera
Stata ucieczki z V' dana jest wzorem:

foV 5(y — f”(x))dxdy _

T Iy, dx
= [ da— e =
Vv
20t G 20— Ap) o

gdzie

1) = [[IGD @), I = 5 fule)

L

oraz A}, A?, ..., A¢ sa wartoSciami wiasnymi .J ("), NKM
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Uktady wielowymiarowe L

Zaktadajgc, ze |A¢| # 1:

(n)
0 1
e T = E m, (15)

gdzie A, = [[.”77" A? jest iloczynem rozszerzajacych wartosci
witasnych.

Stad funkcja (¢ (13) uogdlnia sie réwniez dla uktadéw
wielowymiarowych.

NKM
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Inne wtasnaosci uktadow
dynamicznych a niestabilne

orbity okresowe
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CO jeszcze mpemy policzyc ... L

@ miara naturalna
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CO jeszcze mpemy policzyc ... L
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1

CO jeszcze mpemy policzyc ...

@ miara naturalna
@ escape rates
@ ciSnienie topologiczne P(3) (escape rate = —P(1))

@ wymiary Renyi'ego D([()

- pKM
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CO jeszcze mpemy policzyc ... L

miara naturalna

escape rates

wymiary Renyi'ego D(3)

Q
Q
@ ciSnienie topologiczne P(3) (escape rate = —P(1))
Q
@ spektrum osobliwosci f(«)
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CO jeszcze mpemy policzyc ... L

e P P P PP

miara naturalna

escape rates

ciSnienie topologiczne P(() (escape rate = —P(1))
wymiary Renyi'ego D(3)

spektrum osobliwosci f(«)

znajdowanie partycji Markowa

)
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CO jeszcze mpemy policzyc ... L

miara naturalna

escape rates

ciSnienie topologiczne P(() (escape rate = —P(1))
wymiary Renyi'ego D(3)

spektrum osobliwosci f(«)

znajdowanie partycji Markowa

e PP PP PP

| przypuszczalnie jeszcze wiecej...
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