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Streszczenie

W referacie opisuje podstawowe pojecia teorii chaosu w oparciu o réwnania
réznicowe.
Plan referatu:

e Definicje zachowania chaotycznego oraz rownania réznicowego

e Odwzorowanie logistyczne - najprostsze nieliniowe réwnanie réznicowe - opis
i przyktady zastosowarn.

Odwzorowanie Hénona

Charakterystyki ruchu chaotycznego:
— Wyktadnik Lapunowa
— Miara niezmiennicza

— Funkcja korelacji

Atraktor chaotyczny i jego wlasciwosci




1 Podstawowe pojecia

Definicja 1.1 Dla funkcji f : Z+ x R — R nastepujgce réwnanie z niewiadomq x
nazywamy réwnaniem réznicowym (rekurencyjnym) rzedu k:

Fnan), 2(n 4 1), z(n+ £)) = 0
Jezeli by, b17 .1 €R to

x(ng + k— 1) = bk—l

nazywamy warukiem poczgtkowym.
Rownanie réznicowe wraz z warunkiem poczatkowym nazywamy zagadnieniem poczqtko-
wym.

Definicja 1.2 Niech X bedzie zbiorem. Uktadem dynamicznym w X nazywamy dowolng
rodzine {Sy;t > 0} odwzorowarn X w siebie takg, ze

1. Sy =idx
2. S;0 S, =Sy, dla dowolnych t,r > 0

Przyktadem dyskretnego uktadu dynamicznego jest uktad N réwnan réznicowych (auto-
nomicznych):



Definicja 1.3 Funkcja f : X — X jest chaotyczna w sensie Devaney’a, jezeli spetnia
warunki:

1. nierozktadalnosé : f jest topologicznie tranzytywne tzn. dla kazdej pary niepu-
stych zbiorow otwartych U,V C X istnieje takie n>0, ze fY(U)NV £

2. element regularnosct : zbidr punktéw okresowych odwzorowania f:
Per(f)={z € X : Jpenf"(z) = x}

jest gesty w X

3. nieprzewidywalnosé : f jest wrazliwa na warunk: poczqtkowe, czyli:

AsVaexVnTdyenan | " (@) — " ()| > 6

N - otoczenie x

Uwaga 1.1 Przez chaos deterministyczny bedziemy rozumieé ruch niereqularny, otrzy-
mywany z uktadu nieliniowego, ktorego prawa dynamiki jednoznacznie okreslajq ewolucje
uktadu w czasie, gdy znana jest jeqgo wezesniejsza historia.

Rzeczywistg przyczyng niereqularno$ci jest wtasnosé uktadow nieliniowych polegajgea na
wyktadniczym rozbieganiu poczgtkowo bliskich trajektoric w ograniczonym obszarze prze-
strzeni fazowej. z [1]

Definicja 1.4 Zbior A C X nazywamy niezmienniczym dla ustalonego uktadu dyna-
miczneqo w X jezeli:
VienSi(A) = A



2 Roéwnanie logistyczne

Definicja 2.1 Odwzorowaniem logistycznym bedziemy nazywaé réownanie:

v(n+1) = fr(z(n)) = re(n)(1 - z(n)) (2.1)
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Rysunek 1: diagram bifurkacji odwzorowania logistycznego

Na osi poziomej mamy parametr r, a na pionowej x(n).
Na diagramie bifurkacyjnym mozemy obserwowaé jaki rodzaj ruchu jest mozliwy dla
danego parametru r.

Definicja 2.2 Mdowimy Ze dla parametru ro w punkcie xq zachodzi bifurkacja podwojenia
okresu jezeli istniejq takie parametry r1 < ro < ry oraz przedial P = [xq,xs] , Ze:

L fr()(Io) = 2o

o diar; < r < ryg w przedziale P istnieje doktadnie jedno rozwigzanie réwnania

frlz) ==

o diar, <r < ryw przedziale P nie istniejg rozwigzania réwnania f(x) = x nie
bedgce rozwigzaniami rownania f.(x) = x
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e dla r =rq jedynym rozwigzaniem réwnania f?(x) = x na przedziale P jest x

o dlarg <r <ryistniejg doktadnie 2 rozwiazania réwnania f*(x) = x na zbiorze P
nie bedgce rozwiazaniami rownania f.(x) = x

Co mozna zaobserwowa¢ na przyktadzie odzorowania logicznego:

1. Podwajanie okresu
Mechanizm ten jest jednym ze scenariuszy przej$cia do chaosu. Znany jest pod
nazwa scenariusza Feigenbauma i pojawia si¢ w wiekszosci réwnan roéznicowych
pierwszego rzedu, poza nielicznymi wyjatkami. Ciekawe jest iz mozna scharaktery-
zowaé podwajanie okresu dla odwzorowan ktore maja kwadratowe maksima przez
tzw. liczbe Feigenbauma, nie zalezy ona od natury odwzorowania, jest uniwersalna.

Definicja 2.3 Liczbg Feigenbauma nazywamy:
0= limTHoo% = 4,669201609102...
gdzie g jest k-tq liczbg dla ktorej zachodzi bifurkacja.

Whiosek:
Uzywajac ¢ do konstrukcji ciaggu py otrzymujemu, ze dla p = 3.569... uktad musi
przejsé¢ przez nieskonczenie wiele bifurkacji.

2. Okna okresowe
Mozemy zauwazy¢ ze obszary zachowan chaotycznych dla r» > u sa poprzecinane
przez przedzialty zachowan okresowych. Zwré¢émy uwage na jeden z najszerszych-
takich przedzialéw w okolicach r = 3.83

Przyktad zastosowania réwnania logistycznego do modelowania sytuacji rzeczywi-
stej:
Roéwnanie zostato zaproponowane przez P.I Verhulsa do symulacji wzrostu populacji w
ograniczonym Srodowisku.
n - rok dla ktorego jest badana populacja
z(n) - liczba osobnikow w roku n
Rozwazmy taki model wzrostu populacji, ze liczba osobnikéw w roku n+1 jest pro-
porcjonalna do ich liczby w roku poprzednim oraz do powierzchni dostepnego obszaru,
ktora zmniejsza sie proporcjonalnie do liczby ludnosci. Wéwezas réwnanie opisujace ta
sytuacje ma postac (2.1)



3 Odwzorowanie Hénona

Definicja 3.1 Odwzorowaniem Hénona nazywamy nastepujgcy uktad réwnan réznico-
wych:

r(n+1)=1—a(z(n))*+yn
y(n+1) = ba(n)

gdzie a oraz |b| <1 sq parametrami

Zauwazmy, ze odwzorowanie Hénona jest dwuwymiarowym rozszerzeniem odwzorowania
logistycznego.

_______

Rysunek 2: atraktor Henona

Definicja 3.2 Dla uktadu dynamicznego okreslonego w X atraktorem globalnym nazy-
wamy zbior ograniczony A C X, jesli A jest niezmienniczy i spetnia warunki jednostag-
nego przyciggania zbiorow ograniczonych, tzn. dla kazdego zbioru ograniczonego B C X
limy— oo supLepd(Si(x), A) =0

gdzie Sy - uktad dynamiczny, d(y,C) = inf.ecd(y, z) - odlegtosé punktu y od zbioru C
dana przez metryke d w X.



Charakterystyki ruchu chaotycznego

. Wyktadnik Lapunowa

Definicja 4.1 Dla odwzorowania z(n + 1) = f(z(n)) wyktadnikiem Lapunowa
nazywamy liczbe

A@(0)) = limycosln [£5500

Korzystajac z rozniczkowania funkcyi ztozZoney :

e /2 (@)ao) = [ [f(2(0)] f'(2(0)) = f'(x(1)) f'(x(0))

mozemy zZapisac:
. 1 N—1 / .
A(@(0)) = limy ooy 25y In[f'((4))]

Uwaga 4.1 Odwzorowanie n - wymiarowe bedzie miato n wyktadnikow Lapunowa.
Poczgtkowa n - wymiarowa objetosé fazowa ewoluuje wg wzorw:
V = %6(/\1+)‘2+"'+)‘”)n

Jezeli uktad jest chaotyczny przynajmnie) jeden wyktadnik jest dodatni.
. Miara niezmiennicza

Definicja 4.2 Niech f: X — X wyznacza dyskretny uktad dynamiczny. Miare u
na X nazywamy niezmienniczq (ze wzgledu na ten uktad), jezeli u(f~1(A)) = u(A)
dla kazdego mierzalnego zbioru A C X

Definicja 4.3 Miara niezmiennicza p(x) okresla gesto$é iteracji odwzorowania
z(n+1) = f(x(n)), z(n) € [0,1], n = 0,1,... na odcinku jednostkowym i jest
okreslona zwigzkiem :

pa) = limy ooy Y10 6 [2 = f1(2(0))]

Uwaga 4.2 Jezeli p(x) nie zalezy od x(0) to uktad jest nazywany ergodycznym
w takim przypadku powyzsza definicja pozwala nam na napisanie "Srednich czaso-
wych” funkcji g(x) jako $rednich z miarg niezmienniczq:

LMoo SN 0 g(2(0)) = LMy SN 0 g [F1(2(0))] = [y dp(x)g(z)



3. Funkcja korelacji

Definicja 4.4 Funkcja korelacji C(m) dla odwzorowania xz(n + 1) = f(x(n)),
z(n) € [0,1], n = 0,1, ... jest okreslona wzorem:
C(m) = limnqm% Zij\:ol TirmTs, gdzie

T = fi(2(0) = F, T = limpooss Yoy fi(2(0))

Uwaga 4.3 C(m) okresla miare nieregularnosci ciggu iteracji rézng od wykladni-
ka Lapunowa. Funkcja korelacyi pokazuje Srednio jak wiele wiedzq o sobie roznigce
ste 0 m krokow odchylenia iteracji od wartoSci Sredniey.



5 Atraktor chaotyczny i jego wlasciwosci

Wiele atraktoréw tworzonych przez odwzorowania chaotyczne cechuja si¢ bardzo duzaa
ztozonoscig. Bedziemy mowi¢ o atraktorach ukladéow dyspasywnych

Definicja 5.1 Uktad nazywamy dyspasywnym, jezeli istnieje zbior ograniczony By C X
pochtaniajgcy wszystkie zbiory ograniczone B C X tzn.

V3, Vi, St (B) C By
Przyktad 5.1 Atraktor Hénona ma charakter fraktalny - jest nieskoriczenie ztozZony.
1. Wymiar Fraktale maja najczesciej wymiar pojemnos$ciowy niewymierny.
Definicja 5.2 Jezeli istnieje granica

d(X) = -lim,_," %20

log(e)

gdzie (N, €) jest liczbg kostek n - wymiarowych (kostka n - wymiarowa to iloczyn
kartezjariski n odcinkéw [0,€] € R™

I(n,e) =[0,€] x [0,€] x ... x [0, €]

to nazywamy jqg wymiarem pojemnosciowym

2. Zwigzek wykladnika Lapunowa z wymiarem
Zwiazek ten podali Kaplan i Yorke.

Definicja 5.3 Wymiar Kaplana-Yorke’a definiujemy przez analogie do wymiaru
POJEMNOSCLOWEGO:

, d(log(N,e
dp(X) = lime_ |:_C(l(lgg((%);)i|

Dla przypadku n-wymiarowej przestrzeni fazowej (kartezjanski iloczyn n zbiorow)
mamy:

Ao+
[Aj+1]

dp =j+

)

gdzie \; sa uporzadkowane, z A\; najwiekszym, a j jest indeksem przy najmniejszym
nieujemnym wyktadniku Lapunowa
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