Justyna Signerska

- QGrafy losowe
Jako modele sieci




Gtowne metody konstruowania sieci:

e klasyczny graf losowy Gp p (Erdds, Rényi -
1960)

e graf losowy z ustalonym rozktadem stopni
wierzchotkow (~ 1972)-
tzw. model konfiguracyjny

e sieC "matych swiatow” (Small-world net-
works, Watts i Strogatz - 1998)

e sieC Barabasi-Albert (1999)



Gn p:

Sredni stopien wierzchotka
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Gn,p @ rzeczywiste sieci
Niech p, 0znacza prawdopodobienstwo, ze losowo
wybrany wierzchotek ma stopien k

1. klasyczny graf losowy posiada dwumianowy
rozktad stopni wierzchotkdw

P = ( n; ! )p’“(l —p)" Tk (2)

ktory w granicy n > kz przechodzi w rozktad

Poissona:

zke_

o (3)

(wiekszosc€ sieci rzeczywistych posiada rozktad
potegowy)

z

PE —

2. niski wspotczynnik grupowania

C~” (4)

n
- wiekszoSC rzeczywistych sieCi ma wysoKi
wspotczynnik C' (zjawisko the friend of my friend
is also my friend)



clustering coefficient

network n z | measured random graph
Internet {antonomous systems)* 6374 J.8 1024 0.00060
World-Wide Web (sites)® 153127 352|011 0.00023
power grid” 4941 2.7 | 0.080 0.00054
hiclogy collaborations? 1520251 155 | L0851 0.000010
mathematics collaborations® 253334 3.9 1015 0.000015
film actor collaborationst 4490913 1134 | 0.20 0.00025
company directorst TETI  14.4 | 0.59 0.0019
word co-occurrence® 460 902 701 | 044 0.0001L5
neural network® 282 140 ) 028 0.045
metabolic network? 315 253 | 0.59 0000
food web! 134 8.7 | 022 0.065
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W jaki sposob uogolnic klasyczny
model grafu losowego, aby lepiegj
modelowat sieci rzeczywiste?

- graf posiadajacy specyficzny rozktad stopni
wierzchotkow p,. (lub ustalony ciag stopni wierz-
chotkow {k;}, ¢ = 1,2,...,n zbiegajacy do p; dla
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Dla tak zdefiniowanego modelu:

k

22 = (k%) — (k), (6)

gdzie zo - Srednia liczba sasiadow drugiego rzedu
dla losowo wybranego wierzchotka
Ogadlnie:




PrzejScia fazowe

Przejscie fazowe to taka zmiana uktadu, ktorej
towarzyszy nagta zmiana parametrow uktadu,
np. zmiana stanu skupienia uktadu lub jego
sktadowych, perkolacja.

Wyrdzniamy dwa parametry:

e parametr kontroli -np. p w modelu G(n,p)

e parametr porzadku -np. S-liczba wierzchotkow
grafu G(n,p) w tzw. giant connected com-
ponent w stosunku do n

Podstawowa zasada, ktdora konstytuuje dziedzine
fizyki zajmujaca sie teoria przejsC fazowych jako
samodzielny obszar badawczy, jest fakt, ze zupetnie
rozne substancje przejawiaja w ramach zjawisk
towarzyszacych przejsciom fazowym takie samo
zachowanie, co jest tresScia hipotezy uniwer-
salnosci opisu przejs€ fazowych.

PrzejScie fazowe w grafie losowym

polega na pojawieniu sie tzw. giant connected
component.



Perkolacja

W matematyce teoria perkolacji opisuje zachowanie
sie potaczonych grup wierzchotkbw w grafie
losowym. Znajduje ona takze szersze zastosowanie,
np. w chemii czy inzynierii materiatowej.
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W klasycznym grafie losowym Gy p Obserwu-
jemy przejscie fazowe, gdy z = 1.

W grafie z danym rozktadem stopni wierzchotkow,
gdy z1 = zo lub rownowaznie, gdy:

@)
(k%) —2(k) =0 <= Y k(k—2)p, =0 (8)
k=0
(Molloy, Reed 1995)
Powyzej przejscia fazowego mozemy rozwazac
Srednia odlegtosSC miedzy dwoma wierzchotkami
grafu - [:

| — log(n/z1)
|Og(Z2/Zl)

+1 (9)

Zauwazmy, ze nawet w bardzo duzych sieciach
[ jest dosyC mate-zjawisko to znane jest jako
small-world effect
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Wspotczynnik grupowania dla uogolnionego grafu
losowego:
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Funkcje generujace rozktady praw-

dopodobienstwa

a) pr-prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany
wierzchotek ma stopien k:

o0
Go(z) = Y ppa®, (11)
k=0
1 [dFGo
— 12
T

b) qi.-prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana
krawedz konczy sie wierzchotkiem stopnia

k-+ 1:

©, @)
Gi(z) = > g’ = .
— 2.5 JPj

_ XizoMppet Tl Gor(@) o
> JD; oz
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W+tasnosci funkcji generujacych:

1) jezeli rozktad, ktory generuje funkcja jest
poprawnie znormalizowany, to:

Go(l) =) pp=1 (14)
P

2) wartos¢ oczekiwana mozemy obliczy¢€ jako:

Go(1) =Y kp,=(k)  (15)
k

3) ogdlnie, n-ty moment rozktadu obliczamy
jako:

(6" = K = (o) Go)|

r=1

(16)

4) jesli funkcja generuje rozktad prawdopodobienstwa
dla pewnej wtasnosci k£ danego obiektu (np. stopien
wierzchotka w grafie), to rozktad tej witasnosci dla n
niezaleznych obiektow jest generowany przez [Go(x)]"™
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Rozmiary sktadowych spojnosci
grafu

A. Ponizej przejscia fazowego

Kazda skonczona sktadowa grafu nie ma cykli

- ma strukture drzewa (C — 0 dla n — o).
Wybierzmy losowa krawedz. Rozwazmy zbior
wierzchotkow, ktore sa " osiagalne” z jednego
konca tej krawedzi - klaster.

Niech Hq1(x) generuje rozktad liczby wierzchotkow
w takim klasterze (jego rozmiar):

Hi(z) =z Y g, [Hi(2)]" = 2G1(Hy(z)) (17)
k=0

OO O o[
F“+F‘ £ () o+ F o
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Funkcja generujaca rozktad liczby wierzchotkdow
w sktadowej spojnosci, do ktorej nalezy losowo
wybrany wierzchotek:

Ho(@) =2 S pp [Hi(@)]F = 2Go(Hi(x)).

k=0
(18)
Sredni rozmiar sktadowej spojnoséi:

(s) = Ho/(1) = |Go(H1(x)) + 2Go(Hy(2)) H ()]

r=1
=14 Gp(1)H] (1) (19)
lub rownowaznie:
52
(s) =14 —2 (20)
21 — 22

PrzejScie fazowe obserwujemy, gdy z1 = zo lub
G’l(l) = 1.
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B. Powyzej przejscia fazowego

-wiekszoSC sieci badanych doswiadczalnie
znajduje sie w tym stanie, ma tzw. giant con-
nected component (GCC). GCC nia ma struk-
tury drzewa dla n — oc.

Ho(x), H1(x) - funkcje generujace dla rozktadu
wielkosci sktadowych spdjnosci z wytaczeniem
GCC

Ps-rozktad prawdopodobienstwa dla rozmiarow
sktadowych spdjnoséi (poza GCCQ):

HO(]-) — ZP&

Hp(1) = liczba wierzchotkéw grafu poza GCC
w stosunku do n.
Rozmiar GCC, S, musi byC rozwiazaniem uktadu:

S=1-Gov), v = G1(v), (21)
gdzie v = H1(1).

16



Sredni rozmiar sktadowej spdjnosci grafu:

Z’U2

TSI = Guo)]

(s) =1 (22)

1.0

grant component sze
=
L
I
I

avg. component size

I:I- 1 1 1 IIIIII 1 1 1 1 1 11
0.1 1 10

cutoff parameter ¥
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Teoria perkolacji a odpornosc sieci
na "uszkodzenia”

Proces perkolacji w sieci polega ogolnie na losowym
podziale wierzchotkow lub krawedzi na dwa zbiory:
"czynne' i nieczynne” (working and not working).
Model perkolacji zostat po raz pierwszy zapro-
ponowany w latach 50-tych; motywacja byta
cheC lepszego zrozumienia zjawiska
rozprzestrzeniania sie chordb zakaznych.
Wyrdzniamy dwa rodzaje perkolacji:

site percolation i bond percolation:

sile percolation bond percolation

18



Miara odpornosci sieci na losowe usuwanie wierz-
chotkbw moze by¢ zmiana (lub brak zmiany)
liczby wierzchotkow, ktore znajduja sie w
najwiekszej sktadowej grafu (GCQ).

Proces losowego wytaczania wierzchotkdw mozna
rozpatrywac jako site percolation.

Wierzchotki, ktdre pozostaja w sieci czynne
(moga komunikowac sie ze soba) tworza

giant connected component w odpowiadajacym
modelu perkolaciji.
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Rozwazmy model grafu losowego, gdzie p; to
rozktad prawdopodobienstwa stopni wierzchotkow.
Zatdbzmy, ze q to czesC wierzchotkdw grafu,
ktore sa czynne (wierzchotki te losujemy jed-
nostajnie z catego grafu). Wtedy

@)
Pk = ) Pk ( :/ ) ¢"'(1 - )k ¥ (23)
k=K'

jest prawdopodobienstwem, ze losowo wybrany
wierzchotek czynny jest potaczony z K/

innymi czynnymi wierzchotkami.

Poniewaz wytaczanie wierzchotkow jest losowe
| niezalezne, to podzbidr wierzchotkdbw czyn-
nych tworzy inny model konfiguracyjny, gdzie
pr Jest rozktadem stopni wierzchotkow.

20



Ciekawe wyniki zostaty pokazane dla sieci z
rozktadem potegowym pip ~ k—% (« ustalone).
Dla aa < 3 wartosC krytyczna gq., kiedy do-
chodzi do przejscia fazowego i tworzy sie GCC,
jest niedodatnia, co oznacza, ze sieC zawsze
perkoluje. Pokazano ogodlnie, ze g- < 0 dla sieci
o rozktadzie p;, gdzie (k%) — oo dla n — oco.

21



Prawdopodobienstwo, ze dany wierzchotek jest
czynny moze zalezeC od jego stopnia k. Wtedy
zamiast statej ¢ mamy q;. - prawdopodobienstwo,
ze wierzchotek stopnia k jest czynny. Funkcje
generujace:

o0 k—1
>k kprarx
Fo(z) = ) PRapz”, Fi(z) = ST
k=0
(24)

Rozktad prawdopodobienstwa rozmiarow sktadowych
grafu, tworzonych przez wierzchotki czynne, do
ktorych nalezy losowo wybrany wierzchotek, jest
generowany poprzez funkcje Hp(x):

Ho(x) =1 — Fo(1) +xFo(H1(x)), (25)

gdzie:

Hi(x)=1-F1(1) +xF1(H1(x)) (26)

Sredni rozmiar sktadowej grafu (tworzonej przez
wierzchotki czynne):

FH(1)F1(1)
1— (1)

GCC formuje sie, gdy Fy(1) = 1.

(s) = Fo(1) + (27)

22



W niektorych sieciach, np. sieciach przesytajacych
energie elektryczna, zjawisko, gdy nagle jedna
krawedz lub wierzchotek przestaje dziataC, moze

W rezultacie zaburzy€ funkcjonowanie catej sieci.
Sieci opisane rozktadem potegowym sa szczegolnie
wrazliwe na usuwanie wierzchotow o0 wysokim

stopniu.

crtical fraction

0.03

0.02

0.01

exponent o
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Epidemiologia

Standardowe matematyczne podejscie do prob-
lemu rozprzestrzeniania sie choroby zakaznej w
populacji opiera sie na zatozeniu, ze kazda para
0s6b ma réwne szanse kontaktu ze soba (tzw.
fully mixed approximation). Zatozenie to jest
nierealistyczne. Realistyczne modele uzywaja
struktury sieci.

Najprostszym z nich jest model SIR (Reed, Frost
~ 1920):

S - susceptible
I - infective
R - recovered

Proces rozprzestrzeniania sie choroby w sieci
reprezentujacej populacje moze by€ utozsamiany
z bond percolation dla tej samej sieci.
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Niech 8 oznacza prawdopodobiestwo, ze osoba
zainfekowana zarazi swojego sasiada (z grupy

S) w ustalonej jednostce czasu. Wielkosci 3 sa
wylosowane z rozktadu P;(3). Niech v oznacza
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana os-

oba zainfekowana wyzdrowieje (w jednostce czasu),
gdzie P.(v) jest rozktadem odpowiadajacym tej
wielkosci. Uzyskany model okazuje sie byC rownowazny
Z jednostajnym bond percolation:

T=1- /OOO P.(B)Pr(v)e P dpdy,  (28)

gdzie T to prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana
krawedz jest czynna (nastapi zarazenie).
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Model perkolacji dostarcza nam wielu in-
formacji na temat rozprzestrzeniania sie choroby,
gtownie jej rozmiarow:

rozktad rozmiarow sktadowych grafu utworzonych
przez " funkcjonujace” krawedzie to rozktad rozmiarow
ognisk choroby zapoczatkowanych przez poje-
dyncza zainfekowana osobe, a przejscie fazowe

to tzw."” prog epidemiologiczny’ -stan, powyzej
ktorego mozliwy jest wybuch epidemii-jej zasieg

to liczba wierzchotkow w GCC.

Niestety model ten nie pozwala wnioskowacC o
ewolucji ognisk choroby w czasie.

26



Interesujace wnioski zostaty sformutowane dla
sieci z rozktadem potegowym p; ~ k™~

jesli tylko o < 3, to

"prog epidemiologiczny” < 0.

Wiekszos € realistycznych sieci realizuje to zatozenie,
tak wiec "choroby” beda sie zawsze na nich
rozprzestrzeniaty, nie zaleznie od rozktadu (

(po raz pierwszy pokazano to dla wirusow kom-
puterowych - Pastor-Satorras i Vespignani)
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Potaczenie zjawiska odpornosci sieci na losowe
usuwanie wierzchotkow z problemem
rozprzestrzeniania sie na niej choroby uzysku-
jemy, gdy rozwazamy Szczepienie |0sowo
wybranych osob z populacji przeciwko danej
chorobie - to z kolei mozemy modelowacC jako
site percolation. Jezeli proces site perco-
lation jest dodatnio skorelowany ze stopniem
wierzchotka, to otrzymujemy efektywna strategie
przeciwdziatania rozprzestrzenianiu sie choroby.
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