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Odwzorowanie okregu
]

Niech S' ¥ R/Z i 7 : R — S! bedzie naturalng projekcja.
Uwaga

Jezeli odwzorowanie okregu ¢ : S! — Sl jest ciagle, to istnieje
ciagte odwzorowanie f : R — R takie, ze ponizszy diagram jest

R f

przemienny:

7T 7T

Gl 0y . Gl

Wowczas f nazywamy podniesieniem ¢.
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Stopie n odwzorowania okregu
]

Uwaga
Jesli f : R — IR jest podniesieniem ¢ do R to spelniony jest
warunek:

p(z) =¥ dla z =%, x e R

Podniesienie f jest wyznaczone jednoznacznie z dokladnoscia
do przesuniecia o liczbe catkowita:

[stnieje stata d taka, ze f(x + 1) = f(x) 4 d dla wszystkich
x € R.

d nazywamy stopniem odwzorowania ¢ (stopieri
odwzorowania nie zalezy od wyboru podniesienia f).
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Podniesienie homeomorfizmu okregu
—/—/— ]

Uwaga
Jezeli ¢ : St — S! jest homeomorfizmem, to podniesienie f : R — R jest
monotonicznie rosnaca funkcja spetniajaca

flx+1)=f(x)+1, x €R (1)
lub malejaca o analogicznej wlasnosci

flx+1)=f(x)—1, x € R, (2)
co oznacza, ze homeomorfizm okregu jest zawsze stopnia 1 lub —1.
Definicja
Méwimy, ze homeomorfizm okregu ¢ : St — S! zachowuje
orientacje, jesli jego podniesienie f spelnia (1). W przeciwnym

wypadku (fj. gdy zachodzi (2)) méwimy, ze ¢ zmienia
orientacje.
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Liczba obrotu
O

Twierdzenie
Niech ¢ : S! — S! bedzie homeomorfizmemi f : R — R bedzie
podniesieniem ¢. Dla kazdego xy € R granica

lim £ (xg) = 0 o

n—oo 11

istnieje i nie zalezy od wyboru xg. Jest ona liczba wymierna
wtedy i tylko, gdy ¢ ma orbite periodyczna.

Definicja

Liczbe ¢ nazywamy liczba obrotu odwzorowania f.

Liczba obrotu homeomorfizmu ¢ : S' — S! nazywamy liczbe
0 € |0,1) okreslona jako ¢ = ¢y mod 1, gdzie ¢ sa liczbami
obrotu podniesien f; : R — R.
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Wiasno Sci liczby obrotu
S

Twierdzenie
Jesli homeomorfizm ¢ : S! — S! zachowuje orientacje, to

ot oy) = o(9).

Fakt

Niech ¢ : S — S! bedzie homeomorfizmem zachowujacym
orientacje takim, ze ¢ € Q. Wowczas wszystkie orbity
periodyczne maja ten sam okres.

Twierdzenie
Liczba obrotu o(-) jest ciagta w topologii C'.
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Wiasno Sci liczby obrotu
S

Niech ¢g, @1 : St — S! beda homeomorfizmami
zachowujacymi orientacje. OkreSlmy homotopie pomiedzy ¢ i

. oo+ (1—t . .
@7 jako @ = Ht;ﬁgigl_t;gi”,t € [0,1]. Niech fy i f1 beda

podniesieniami ¢g i ¢1 odpowiednio, uzyskanymi poprzez

podniesienie tej homotopii do RR.
Definicja
Powiemy, ze @g < @1, jesli fo(x) < f1(x) dla kazdego x € RR.

Twierdzenie
Liczba obrotu ¢(-) jest monotoniczna: jesli ¢1 < ¢», to

o(¢1) < o(¢2)-

I Interdvscvplinarne Warsztatv Matematvczne — . 8 /1



Monotoniczno Sc liczby obrotu
S

Twierdzenie

Jesli 1 < ¢o oraz o(¢@1) € R\ Q, to o(@1) < o(¢2).

Twierdzenie

Niech ¢ : S — S! bedzie homeomorfizmem zachowujacym
orientacje o wymiernej liczbie obrotu o(¢) = p/q, lecz
posiadajacym rowniez punkty nieokresowe. Wtedy wszystkie
dostatecznie mate perturbacje @ spelniajace ¢ < ¢ lub wszystkie
dostatecznie mate perturbacje ¢ takie, ze ¢ < @ maja liczbe

obrotu o(¢) = p/q.
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Diabelskie schody
]

Definicja

Monotoniczna funkgje
ciagta F : [0,1] — R
nazywamy  diabelskimi

schodami, jezeli  ist-
nieje rodzina { I },X cA _ﬁ

rozfacznych otwartych
podprzedzialéw  odcinka
0,1], ktérych suma jest

gesta w [0,1] i na ktérych

funkcja ~ F  przyjmuje

stale wartosci, rézne dla

X1 # X>.
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Monotoniczno Sc liczby obrotu - c.d.
—/—/— ]

Twierdzenie

Niech {0t };¢[o,1] bedzie monotoniczna ciagta rodzina
homeomorfizméw S1 zachowujacych orientacje taka, ze
przyporzadkowanie ¢ : t — o(¢;) nie jest state. Jesli istnieje
zbidr gesty A € Q taki, ze zadne z odwzorowan ¢; nie jest
topologicznie sprzezone z obrotem R, dlaa € A, to
odwzorowanie ¢(-) tworzy diabelskie schody.
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Klasyfikacja Poincare’go
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Wymierna liczba obrotu
]

Twierdzenie

Niech ¢ : S — S! bedzie homeomorfizmem zachowujacym
orientacje o wymiernej liczbie obrotu o(¢) = p/q. Wéwczas
istnieja dwa mozliwe rodzaje orbit nieokresowych
odwzorowania ¢:

B jesli ¢ ma doktadnie jedna orbite okresowa, to kazdy inny
punkt jest heterokliczny wzgledem odwzorowania ¢ do
dwoch punktéw na orbicie periodycznej, réznych jesli
orbita periodyczna nie jest jednopunktowa,

B jesli ¢ ma wiecej orbit okresowych, to kazdy punkt
nieperiodyczny jest heterokliniczny pod dziataniem ¢ do
dwo6ch punktow na r6znych orbitach okresowych.
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Niewymierna liczba obrotu
]

Twierdzenie [Poincaré]

Niech homeomorfizm ¢ : S! — S! zachowujacy orientacje ma
niewymierna liczbe obrotu. Wéwczas:

B jesli ¢ jest tranzytywne, to jest sprzezone z obrotem Ro(g)r

B jesli ¢ nie jest tranzytywne, to jest semisprzezone z
obrotem R, za pomoca monotonicznego ciagtego
nieodwracalnego odwzorowania H : S! — S,
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Typy orbit a liczba obrotu
O

wymierna liczba obrotu o = p/q € Q

I. orbity periodyczne o tym samym okresie
rOwnym g i uporzadkowane w ten sam sposob

jak orbity obrotu R,

II. orbity homokliniczne do danej orbity

okresowej

III. orbity heterokliniczne do dwdéch réznych

orbit okresowych
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Typy orbit a liczba obrotu
O

niewymierna liczba obrotu o = a« € R\ Q

I. orbity geste w S! i uporzadkowane w ten

sam sposob jak orbity obrotu R,

I1. orbity geste w zbiorze Cantora

III. orbity homokliniczne do zbioru Cantora
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Homeomorfizm odwracajacy orientacje

Twierdzenie

Niech ¢ : S — S! bedzie homeomorfizmem odwracajacym
orientacje. Wowczas ¢ ma dokladnie dwa punkty stale i liczbe
obrotu réwna 0.
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