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Streszczenie

Prezentujemy ciekawe twierdzenie teorii modeli, umozliwiajace budo-
wanie modeli teorii pierwszego rzedu. Wprowadzamy jedynie konieczny
aparat pojeciowy, prezentujemy krétki dowdd, a nastepnie kilka konse-
kwencji: twierdzenie o zwartosci, istnienie niestandardowych modeli aryt-
metyki, oraz twierdzenie (metateorii cial algebraicznych) o charakterysty-
ce.

Wstep

Teoria modeli bada relacje miedzy wyrazeniami teorii (zdaniami pewnego jezy-
ka sformalizowanego), a strukturami matematycznymi, do ktérych te wyrazenia
si¢ odnosza. Na przyklad mozemy rozwazaé teorie grup: jej jezyk sklada si¢ z
jednego symbolu dziatania dwuargumentowego x i jednego symbolu stalej e,
dodatkowo za$ z relacji réwnosci =, logicznych symboli negacji —, alternaty-
wy V i kwantyfikatora egzystencjalnego 3, oraz przeliczalnie wielu symboli dla
zmiennych x1,xs,... (a takze nawiaséw okraglych). Na teorie grup sktadaé sie
wtedy moga zdania (pierwszego rzedul):

=((3z1) (Fr2) (Fzz) (X (X (21, ¥2), 73) = X (21, (X (22, 73)))),
=(Jz1)~(x (21, €) = X(€,21) = 21),
=(321)~((Bx2) (X (w1, 22) = €)).2

Modelem tej teorii (struktura w ktérej spelnione sa wszystkie jej zdania) jest
dowolna grupa, np. Zs, w ktorej interpretacja symbolu e jest stata 0, symbolu
x - dodawanie modulo 2, a zmienne przebiegaja zbiér {0, 1}.

Material przedstawiony w niniejszym referacie oméwiony jest m.in. w [1] (roz-
dzialy 8 i 9). Ciekawe wprowadzenie w teoric modeli znajdzie czytelnik w [2],
oraz szerzej w [3].

W jezykach pierwszego rzedu zmienna podkwantyfikatorowa moze przebiegaé jedynie in-
dywidua, a nie ich podzbiory czy np. formutly.

2Poniewaz tak zapisane zdania ciezko sie czyta, w dalszej czesci artykutu przyjmiemy skréty
i konwencje, wobec ktérych powyzsze zdania przyjma postaé:
(Vo) (V) (V=) (2 x y) x 2 = @ X (y x 2)),
(Vz)(z xe=ex z=x),
(Va)(3y)(z x y = e).



Definicje

Jezykiem L nazwiemy zbiér symboli, ktérymi oznaczaé bedziemy funkcje, state
i relacje, wraz z tzw. sygnatura o, czyli funkcja przyporzadkowujaca symbolowi
jego arno$é¢ (np. dla symbolu stalej ¢ mamy o(c) = 0, a dla symbolu relacji
dwuczlonowej r o(r) = 2).

L-strukturq nazwiemy uktad M = (M, {fM} ez, {cMYeer, {r™"}rer), gdzie
M # ¢ to tzw.uniwersum struktury; kazdemu symbolowi funkcyjnemu f € L
przyporzadkowujemy funkcje fM : M) — M zwana intepretacjg symbolu
funkcyjnego f w M. Analogicznie okreslamy interpretacje symboli relacyjnych
re L:r™M c M) i symboli statych ¢ € £: M € M.

Mocq struktury M nazywamy moc jej uniwersum |M |, natomiast mocg jezyka
L - wieksza z liczb Ng, |£]| (przyjmujemy tu, ze zbiér symboli zmiennych zawsze
jest przeliczalny).

Termem nazwiemy symbol dowolnej stalej ¢, zmiennej z; (i € N), badZ dla sym-
bolu f dowolnej funkcji n-arnej wyrazenie f(t1, ..., t,), w ktérym t1,...,t,, sa ter-
mami. W okreslonej strukturze M, przy okreslonym wartosciowaniu (czyli usta-
leniu ,znaczenia” wszystkich uzytych zmiennych) elementami (ay, ..., a) € M*
kazdy term ¢ posiada interpretacje (ozn. t™(ay, ..., ax)), bedaca réwniez przed-
miotem z M: interpretacja symbolu stalej ¢, jest przedmiot ¢™, interpretacja
symbolu zmiennej x; jest przedmiot a;, za$ interpretacja termu f(tq,...,t,) jest
wartosé¢ funkcji fM dla argumentéw bedacych interpretacjami terméw ty,...,t,
(przy tym samym warto$ciowaniu).

Formulg nazywamy wyrazenie postaci t1 = to gdzie t1, t2 sa termami, badz
tez dla dowolnego symbolu relacji n-arnej r wyrazenie 7(t1,...,t,), w ktérym
t1,...,tn sa termami, badz tez dla dowolnych formul ¢ i v wyrazenia postaci -,
@ V1 oraz (Fv)(p(v)). Zbiér formul jezyka £ oznaczaé bedziemy Formy.

Zdaniem nazywamy formule o wszystkich zmiennych zwigzanych3. Zbiér zdan
jezyka L oznaczaé bedziemy Sent .

Powiemy, ze formula ¢ jest spelniona w L-strukturze M przez uklad (a1, ...,a,) €
M™ (ozn. M | play, ..., a,)) wtedy, gdy:
e  jest postaci (1 = ta), t1,t2 sa termami, oraz
tMay, ...,a,) = t3Yay, ..., an),

e o jest postaci 7(t1,...,tm), t1, ..., tyy S& termami, oraz
(tMay, ... an), ... tMay, ..., a,)) € rM,

¢ jest postaci =), oraz nie jest M = ¥{a, ..., an),

e ¢ jest postaci ¥; V ¥9, oraz
M ': w1<(11, ...,an> lub M ): ¢2<a1, ...,an>,

© jest postaci (3z;)(¢(x;)), oraz
dla pewnego © € M jest M = (a1, ..., @i—1, %, Qit1, .., Gp)-

3Zmienna uwazamy za wolng, jesli nie wystepuje pod zadnym z kwantyfikatoréw. W prze-
ciwnym razie nazywamy ja zmienna zwigzang.



Jest jasne, ze spelnienie zdania nie zalezy od wartosciowania. Zdanie ¢, ktére
jest spelnione w strukturze M nazywamy prawdziwym w M, ozn. M = .

Teorig bedziemy nazywaé¢ dowolny zbiér zdan 3 C Sent,.

Modelem M teorii ¥ nazywamy kazda L-strukture w ktorej dla kazdego zdania
p € X jest M = ¢, co zapisujemy M | 3. Jedli teoria posiada model, to
moéwimy, ze jest niesprzeczna.

Konwenanse

Zdania metajezyka, czyli jezyka w ktorym mowimy, bedziemy si¢ starali zapisy-
waé w jezyku polskim, o ile to mozliwe unikajac symboli uzywanych w jezykach
o ktorych mowimy. Umawiamy sie raczej oznaczaé zmienne literami alfabetu ta-
ciniskiego x, ¥, z, ... zamiast x1, xa, ..., pisa¢ funkcje/relacje w postaci infiksowej,
oraz stosowaé nastepujace skroty:

A1) zamiast (- V =),

) zamiast (—p V 1),

x)) zamiast =(3x)—¢(x), oraz
# y) zamiast —(x = y).
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Jak skonstruowaé¢ duzy model?

Zalézmy, ze mamy rodzine modeli pewnej ustalonej teorii 3. Czy mozna w jaki$
sposob ,zlozy¢” z nich nowy model? Suma prosta grup jest zawsze grupa, zatem
nasuwa si¢ pomyst sktadania uniwerséw struktur za pomoca iloczynu kartezjan-
skiego, a nastepnie indukowanie w takim produkcie funkeji, statych i relacji (,,po
wspoélrzednych”). Metoda ta jednak w ogdlnosei zawodzi (np. suma prosta cial
nie jest juz cialem). Aby faktycznie otrzymaé nowy model teorii ¥ musimy uciec
sie do nieco bardziej skomplikowanej konstrukcji, tzw. ultraproduktu.

Filtr

Filtrem na X (gdzie X # ¢) nazywamy rodzing F C 2% spetaniajaca:

o¢F (1)
A, Be Fwiecc ANBeF (2)
(A € Foraz AC B) wigc Be F (3)

Filtr na X nazywamy ultrafiltrem, jesli jest maksymalny (w sensie inkluzji), co
jest rownowazne warunkom:

dla kazdego A € 2% jest A€ Flub (X — A) € F (4)
dla dowolnych A, B € 2% jest AUB € F, wiecc A€ F,lub Be F (5)



Produkt zredukowany

Niech {M;};cr bedzie rodzina indeksowana modeli teorii X, za$ F filtrem na

I. Produktem zredukowanym ][ M;/F nazwiemy strukture, ktérej uniwersum
il
jest iloraz produktu [] M; przez relacje ~, gdzie
iel

{ai}iej ~ {bi}iel wtw. gdy {’L el:a;= bl} e F. (6)
Jest to relacja réwnowaznosci:

° {iEI:aiZCLi}ZIG]:,
e {icl:ia=b}={iel: b =ua},

e{icliag=b}=AcF, {icl:bj=¢}=BeF,zatem ANB€EF (z
wlasnosci 2), oraz ANB C{i€l:a;=c¢}€F (z wladnosci 3).

Za interpretacje symboli statych, relacji i funkcji w [] M;/ ~ przyjmujemy:
i€l

e dla symbolu stalej c:
CHMi/}— _ [{CMi}iEI]Na

e dla symbolu funkcji f (o(f) = n):
A (falYier]n, o Hal bier)~) = {0l 0 af) bier) s

e dla symbolu relacji r (o(r) = n):

({alYier)mr oo Hal Yicr]n) € PITMYF i, gdy
{iel:(a},...;a?) e rMi} e F.
Nietrudno zauwazyé, ze jeéli zastosowany filtr jest filtrem gléwnym* genero-
wanym przez ustalony element ig € I, to otrzymany w ten sposob produkt
zredukowany bedzie izomorficzny z modelem M;, (co moze byé niepozadanym
efektem).

Jesli przy konstrukeji uzyto ultrafiltru, to otrzymana strukture nazywamy wul-
traproduktem, a jezeli dodatkowo wszystkie uzyte modele M; sa identyczne -
ultrapotegq.

Ultraprodukty posiadaja szczegdlnie dla nas interesujaca wlasnosé, ktéra wy-
powiedzial i dowiddt Jerzy Y.o$ ok. 1955 roku.

4Filtr nazywamy gtéwnym, jesli jest generowany przez skonczony zbiér elementéw; w tym
przypadku chodzi o filtr postaci {J C I :ip € J}.



Twierdzenie Y.osia o ultraprodukcie

Twierdzenie. Niech {M;}icr bedzie rodzing L-struktur, oraz U ultrafiltrem na
zbiorze indeksow I. Wowczas dla dowolnej formuly ¢ € Formg zachodzi:

gMi/U = o({a; Yierl, -+ {af Yier]) wtw, gdy
{iel:M; Eplal,..,a"} el.

W szczegdlnosci wiec ultraprodukt rodziny modeli pewnej teorii X jest réwniez
jej modelem.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze dla dowolnego termu ¢ zachodzi

M b Yic), o Hal bier)) = {#Y al, 0 bie] (7)

Przez indukcje na ztozono$é¢ terméw mamy:

e jesli t jest symbolem stalej ¢, to z definicji interpretacji symbolu statej w
ultraprodukcie jest
107 = [{eM e,

e jeslit jest symbolem zmiennej xy, to z definicji interpretacji symboli zmien-
nych

ot ol Yierl, o Yier) = ol e

o jedli za$ t jest postaci f(t1, ..., tx), gdzie f jest symbolem funkcji, o(f) = k,
a ty,...,t; sa termami, to z def. interpretacji symbolu funkcyjnego
Fltr, oo t) M ([fal i), ol bier) =
= AT TRy ambier)s oo 7)) =
(na mocy zalozenia indukcyjnego)
= fIIMA (Ml am) Y], oo LY Al oy ) Hier]) =
z def. interpretacji symbolu funcyjnego w ultraprodukcie
2
= [{fMl(t{Vlz <azla ) azn>’ X t'lg/[%azlv sy a?>)}i61] =
= [{f(th ey tk)Mi <a}7 ey a?>}i€1].

Teraz mozemy wykazaé teze twierdzenia, przez indukcje na ztozonosc formut:

e jesli tq1,to sa termami, to
_GHIMi/U E (ti = t2)({a] }ier], -, {al }ier])
wtw, gdy (z def.spelnienia)
A o), Ha e = A1 al e, o Hat bie ),

wtw, gdy (z wlasnsci 7)
[{t1(al, ooy a}) Yier] = ({82 (al, ey a]) Yaer,



wtw, gdy (z def.relacji ~)

[ €T 4l cya) = 30 (al, oy al)} €U,
wtw, gdy (z def. spelmema)

{iel: M; = (1l =1t2){(a},...,a")} €U;

e jedli ¢y, ..., tx sa termami, r symbolem relacji i o(r) =k, to
_GHIMi/U = r(ty, o tr)({a] ietls - [{af Yier]) wiw, gdy
el a7 € TTM t, gy
{iel: ({Vl<a11,., l),.. < ) € rMi} e U wiw, gdy
fiel: M;Er(t, )<i’ saf)} €U

e jesli ¢ jest formula, to

_GHIMi/U = —¢({a} }ierl, -, [{a} }ier]) wiw, gdy

{iel: M; E=elal,...;a")} ¢ U wtw, gdy
{iel: M; E-plal,..,a")} €U (z wlasnosci 4);

e jesli p, 9 sg fomutami, to
EHIMz‘/U E o({a; Yietls - [{a} }ier]), Tub

El_[IMi/U = ({ai Yierl, - {a} Yier]), wiw, gdy

A={iel: M; E¢lal,....,a")} €U, lub
B={iel: M; =val,...a®)} €U, wtw, gdy
(poniewaz A,B C AUB, z Wlasnoéci filtréw 3 oraz 5)
AuB={iel: M; )ztp\/z/J( ai,...,am} €U.

o jesli p(z;) jest formuly, to
HIMi/U = (Gxy) o(z;)([{ai bietl, ... [{af bier]) wiw, gdy
ic
dla pewnej klasy ciagéw [{b;}icr] € [] M/ ~ jest
iel

HIMi/U = o(l{ai bierl, - {bitied], -, {al Yie),

1€

co ma miejsce wtw, gdy dla pewnego ciagu {b; }icr € [] M; jest
iel

{iel: M; = pla}, .. b.., Z>}€L{ wtw, gdy
{i € I: M; |= (3m;) p(;){ai, ...af") } € U.



Twierdzenie o zwartosci

Jednym z wazniejszych narzedzi teorii modeli jest twierdzenie o zwartosci, do-
wiedzione przez Godla jako bezposrednia konsekwencja jego twierdzenia o pet-
noséci logiki pierwszego rzedu z 1930 roku, oraz - niezaleznie - przez Malcewa w
roku 1938. Twierdzenie to posiada zgrabny ,semantyczny” dowdd, opierajacy
si¢ na twierdzeniu Losia:

Twierdzenie. Teoria 3 posiada model wtw, gdy kazdy jej skornczony podzbior
Yo C X ma model.

Dowdd. Wynikanie ,w prawo” jest oczywiste - model teorii X jest tez oczywiscie
modelem kazdego jej podzbioru.

W druga strone, niech I bedzie zbiorem wszystkich skoficzonych podzbioréw
teorii ¥, a M; dla ¢ € I modelem teorii ¢ C ¥. Oznaczmy i* ={J € l:iC J}.
Rodzina {i*};cs jest scentrowana®, bo if N ... N4 = (i1 U ... Ui,)* # ¢, zatem
mozna, jg rozszerzyé¢ do pewnego ultrafiltru US.

Ultraprodukt [ M;/U jest modelem ¥, bowiem dla dowolnego ¢ € X, jest

el
{e}el,orazU 5 {p}* ={iel:pecifCc{iel: M; =y} el (zwL3),
zatem z tw.Losia otrzymujemy [[ M;/U E ¢, a wiec [[ M;/U E X. O
iel iel

Twierdzenie o zwartosci posiada liczne ciekawe konsekwencje; przedstawimy tu
jedynie dwie z nich, zainteresowanego czytelnika odsytajac (ponownie) do [1] i
[4].

50 rodzinie R C 2¥X powiemy ze jest scentrowana, jesli dla dowolnych A, B € R jest
AN B #g.
6Kazda rodzina scentrowana jest zawarta w pewnym ultrafiltrze.

Dowdd. Rodzina R wszystkich scentrowanych podzbioréw danego zb.X jest cze¢sciowo upo-
rzadkowana przez inkluzje; kazdy tancuch w tym porzadku posiada ograniczenie gérne - swoja
sume mnogosciowa. Gdyby taka suma nie byla rodzing scentrowans, to istniatyby w niej dwa
zbiory A € A, B € B (bez straty ogélnosci przyjmujemy A C B) takie, ze AN B = ¢ -
jednak A, B € B, oraz B jest rodzing scentrowang - sprzecznos¢. Zatem suma ta jest rodzing
scentrowana, czyli nalezy do R. Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna rodzina R posiada
wiec element maksymalny U. Latwo sprawdzi¢, ze maksymalna (w sensie inkluzji) rodzina
scentrowana musi by¢ ultrafiltrem. O



Modele niestandardowe arytmetyki

Zaskakujaca konsekwencja twierdzenia o zwartosci jest istnienie niestandardo-
wych modeli arytmetki.

Mozna np. latwo skonstruowaé¢ modele arytmetyki posiadajace element naj-
wiekszy: niech @) oznacza teori¢ arytmetyki Robinsona, zbudowana nad jezy-
kiem Lo = {0,s,+, x} (gdzie 0 to stala, s to funkcja jednoargumentowa, a
+, X to f. dwuargumentowe):

z)(Vy)(z + s(y) = s(z +y)),
z)(z x 0 =0),
2)(¥y) (@ x 5(y) = (@ x y) + )7

Do jezyka Lo dolaczmy nowa stala c. Rozwazmy teraz nowa teori Q2 =
QU {py : n € N}, gdzie ¢, to zdanie postaci (¢ # O A ... A ¢ # n). Oczywiscie
kazdy skonczony podzbiér teorii Q2 posiada model (standardowy (N, 0, s, +, x),
gdzie ¢ interpretujemy jako odpowiednio duza liczbe naturalna). Zatem, na mocy
twierdzenia o zwartoéci, cala teoria Q? posiada model, w ktérym interpretacja
staltej ¢ nie moze by¢ liczba naturalna.

(Sciélej rzecz biorac, skonstruowaliSmy w ten sposéb model arytmetyki wzbo-
gaconej o nowy symbol stalej, a wiec musimy wzial jeszcze tzw. redukt tegoz
modelu do jezyka arytmetyki w ktérym nie ma symbolu c - co jednak jest czysto
technicznym szczegblem - patrz.[1], rozdzial 5).

Twierdzenie o chatakterystyce

Ostatnie przedstawione twierdzenie $wiadczy o pewnej wlasnoéci jezykow pierw-
szego rzedu.

Niech LF = {+, X,0,1} oraz F bedzie teoria cial zbudowana nad Lp:

(Vz)(Vy)(V2)((z +y) + 2=+ (y + 2))

(Vo) (Vy)(z +y =y +x)

(Vz)(z 4+ 0 =1x)

(Vz)(3y)(z +y =0)

(Vz)(Vy) (V2)((z X y) X z = X (y X 2))

(Vz)(Vy)(z x y =y X )

(Vz)(x x 1 =2x)

(Vz)((z =0) vV (Jy)(z x y = 1))

(Vz)(Vy)(V2)(z x (y+2) =z X y+x X 2)
1

=]

"W arytmetyce Peano do powyzszego zestawu aksjomatéw dodalibmyémy jeszcze nieskon-
czenie wiele aksjomatéw postaci: (¢(0) A (Vz)(p(z) — ¢(s(z)))) — (Vz)(e(x)), gdzie ¢ jest
dowolng formuly jezyka arytmetyki, w ktérej zmienna x jest wolna (niezwiazana).



Twierdzenie. Dowolne zdanie ¢ € Sentr, prawdziwe we wszystkich ciatach
charakterystyki zero, jest prawdziwe réowniez we wszystkich ciatach odpowiednio
duzej charakterystyki.

Dowdd. Aby wyrazi¢ w jezyku Lp wlasnosé ,cialo posiada charakterystyke 0”
trzeba uzy¢ nieskonczenie wielu aksjomatéw ¢, (p = 2,3, ...) postaci ,14...+1 #
0”7, gdzie po lewej stronie znajduje sie p symboli ,1”7. Wezmy wiec teorie cial
charakterystyki zero: 3 = F U {9, : p € P}. Na mocy tw. o zwartosci, ¥ = ¢
wtw, gdy dla pewnych pi,...,px € P jest FU{¢p,,...,¥p. } = ¢. Zatem zdanie
© bedzie tez prawdziwe we wszystkich cialach charakterystyki nie mniejszej niz
max{p1, ..., Pk} O

No i beka z tego.
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