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Twierdzenie o liczbach pierwszych

Legendre, badajac rozktad liczb pierwszych, postawit nastepujaca
hipoteze:

Twierdzenie

Niech w(x) = > <, 1. Wtedy:

p<x

lim ()

n—oo x/Inx -

Podczas proby udowodnienia go, na podstawie kwantyfikacji sita
Eratostenesa, Legendre otrzymat nastepujacy wzér:

r(x) — m(vx) +1=x [[(1 - 1) + 0"V

Poniewaz jednak btad byt wyktadniczo wiekszy od wyrazu
gtéwnego, byto to stwierdzenie praktycznie bezuzyteczne.



Analiza w teorii liczb

Poczatek wykorzystaniu analizy matematycznej w teorii liczb dat
Euler, ktéry podczas proby udowodnienia nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie

Szereg >, % Jjest rozbiezny.

wprowadzit funkcje ((s) =, # =TI, 1%}),5 i otrzymat
wspomniane twierdzenie badajac In {(x).



Twierdzenie Dirichleta

Idee Eulera zostaty rozwinigte przez Dirichleta w dowodzie
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie (Dirichlet)

Niech a, b € N, NWD(a, b) = 1. Wtedy istnieje nieskoriczenie wiele
liczb pierwszych postaci an+ b, n € N.

Dirichlet wprowadzit pojecie charakteru modulo k oraz L-szeregu i
z rozbieznosci pewnych L-szeregéw wyprowadzit wyzej wymienione
twierdzenie.



Charaktery Dirichleta i L-szeregi

Definicja
Charakterem modulo k nazywamy funkcje x i : Z. — C spetniajaca
nastepujace warunki:

» NWD(a, k) > 1= xx(a) =0

» xk(1) #0

> Vabezxk(ab) = xk(a)x«(b)

» a= b mod k = xx(a) = xk(b)

Definicja
x(n)

L-szeregiem Dirichleta nazywamy szereg postaci L(s, x) = >, 5~

gdzie s € C, a x jest charakterem.




Dowdd twierdzenia Dirichleta

Dirichlet pokazat, ze jezeli NWD(a, b) = 1 i bytoby tylko
skonczenie wiele liczb pierwszych postaci an + b, pewne szeregi
pokrewne L-funkcjom bytyby zbiezne. Nastepnie udowodnit, ze
szeregi te w rzeczywistosci sg rozbiezne.



Funkcja ¢ Riemanna

Whktadem Riemanna do teorii liczb byto analityczne przedtuzenie

funkcji dzeta Eulera na cata ptaszczyzne zespolona i pokazanie, ze
Twierdzenie o liczbach pierwszych jest réwnowazne stwierdzeniu, ze
funkcja dzeta Riemanna nie ma miejsc zerowych na linii R(s) = 1.



Funkcje Czebyszewa

Definicja
Funkcje 0(x) = >-,<xInp, ¥(x) = 3 pk<x In p nazywamy
funkcjami Czebyszewa.

Twierdzenie

Nastepujace stwierdzenia sa réwnowazne:
> T(x) s
> O(x) « x

> P(x) « x



Lemat o asymptotach

Twierdzenie

Niech
Z f(p)Inp « rx.
p<x

Wtedy zachodzi

S f(p) - o

px In x

Z powyzszego lematu wynika pierwsza z wspomnianych
réwnowaznosci - skorzystamy z tego w dowodzie twierdzenia o
liczbach pierwszych.



Pierwsze dowody twierdzenia o liczbach pierwszych

Dowody Hadamarda i de la Vallee-Poussina opieraty sie na
pokazaniu, ze funkcja ¢ Riemanna nie ma miejsc zerowych takich,
ze R(s) = 1. Dowody te korzystaty z wiasnosci funkcji von
Mangoldta. Aktualnie dowodzi sie tego w prostszy sposéb, ktérego
nie bedziemy omawiacd.



Twierdzenia o zbieznosci

Twierdzenie
Niech c, bedzie ograniczonym ciagiem zespolonym. Zdefiniujmy
Cn

D(s) =

ns’
n

Jesli D(s) przedtuza sie do funkcji holomorficznej na zbiorze
zawierajagcym zbior {s € C : R(s) > 1}, to suma y_, c,/n° jest
zbiezna dla R(s) > 1.

Twierdzenie
Niech S bedzie funkcja ograniczona lokalnie catkowalna. Niech

F(s) = /0 T S(t)etdt

przedtuza sie do funkcji holomorficznej na zbiorze zawierajacym
zbiér {s € C: R(s) > 1}. Wtedy catka [;° S(t)e *'dt jest zbiezna
dla R(s) > 0 i réwna f(s).



Whiosek z twierdzenia o zbieznosci

Twierdzenie
Niech c, bedzie ciagiem nieujemnych liczb zespolonych. Niech
cplnn
D(s) = Z pra
n
Jezeli
S(x) = Z cnlnn
n<x

Jjest O(x) i (s — 1)D(s) rozszerza sie do funkcji holomorficznej na
zbiorze zawierajacym zbiér {s € C : R(s) > 1}, to

S(x) « px,

gdzie p jest residuum funkcji D(s) przy s = 1.



Zastosowanie do twierdzenia o liczbach pierwszych

Twierdzenie

0(x) «~ x

Dowdd.

Mamy:
d L i ey Inp B Inp
ElnC(X)_ gdsln(l p—°) = gps ;mqums.

Poniewaz funkcja ¢ nie znika dla (s) = 1, powyzsza funkcja jest
holomorficzna dla R(s) > 1 poza biegunem w s = 1 o residuum 1.
Zatem f(s) =, ';‘)sp tez jest tam holomorficzna. Whniosek z
twierdzenia o zbieznosci daje nam

G(X):ZInpmx

p<x




Uogélnienie na L-funkcje

Twierdzenie
Niech )

Ls) = 1;[ det(1, — p=5b,)’

gdzie ®,, jest macierza zespolong n X n o ograniczonych
wartosciach wiasnych. Jezeli (s — 1)L(s) jest holomorficzna i
niezerowa dla R(s) > 1, natomiast L(s) ma w s = 1 biegun o
residuum p, to mamy:

Zlnp-tﬂbpm{ x dlap70

0 w przeciwnym razie
p<x p y



Hipoteza Riemanna i jej znaczenie

Riemann pokazat, ze wszystkie nietrywialne zera funkcji ¢ musza
leze¢ w tzw. pasie krytycznym 0 < R(s) <1

Hipoteza Riemanna méwi, ze wszystkie nietrywialne zera funkgji ¢
Riemanna leza na prostej R(s) = %

Jedna z konsekwencji prawdziwosci hipotezy Riemanna jest

stwierdzenie, ze

70 = [+ o In),

Int

co wskazuje na bardziej uporzadkowane rozmieszczenie liczb
pierwszych.



Inne konsekwencje i préoby dowodu

Sama hipoteza Riemanna nie ma tak waznych konsekwencji, jak
sama metoda jej dowiedzenia. Jedna z konsekwencji dowodu
hipotezy mogtyby by¢ nowe metody faktoryzacji duzych liczb, co
ma znaczenie w kryptografii.

Aktualnie wiekszo$¢ prob dowodu opiera sie na algebraicznej teorii
liczb - okazuje sie, ze relacje pewnych struktur algebraicznych sa
zwiazane z miejscami zerowymi funkgcji .
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