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e Struktura matematyczna odnoszgca sie do konkretnego
zjawiska przyrodniczego, skonstruowana specjalnie do
wyjasnienia tego zjawiska i najczesciej bedaca efektem
przyjecia upraszczajgcych zatozen.

e Jest dowolnym, petnym niesprzecznym zbiorem rownan
matematycznych, majgcym odpowiada¢ pewnemu realnie
istniejgcemu obiektowi (zjawisku), ktére moze by¢
obiektem fizycznym, biologicznym spotecznym,
psychologicznym lub innym.
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rozwoj matematyki i sztuki tworzenia modeli.
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Zalozenia:

w $rodowisku wystepuje jeden gatunek

zasoby sg nieograniczone

populacja jest jednorodna

osobniki nie umierajg

kazdy osobnik dzieli sie co 7 jednostek czasu
zawsze jeden rodziciel rodzi A\ dojrzatych potomkdow

w kazdym przedziale czasowym chwile, w ktérych
wystepuje rozmnozenie, sg roztozone réwnomiernie
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Model Malthusa (1789)

N(t) — liczebno$¢ populacji w chwili ¢,
N(0) = Ny — licz. pop. w chwili t = 0 (poczatek obserwacii)

N(t + Af) = N(1) + A%N(t),

gdzie
% — liczba rozmnozen w przedziale At,
A% — liczba potomkéw jednego osobnika w At,

Gdy At — 0, mamy
N'(t) = rN(2),

gdzie r = \/7 — wspdtczynnik rozrodczosci populacii.
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Model Malthusa, konsekwencje

N(t) = Noe”.
er>0 "przeludnienie”
e r<0 "wyginiecie"

er=0 "stabilizacja"
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Model Malthusa, uogdlnienie

Proces urodzin i $mierci.

r — wspotczynnik rozrodczosci populacii,
s — wspotczynnik $miertelnosci populacii,

N(t) = Noel™=S).

e r — s > 0—-rozrodczos¢ przewyzsza Smiertelnose,

e r — s < 0 - $miertelno$¢ przewyzsza rozrodczosc,

e r— s =0-38miertelno$¢ i rozrodczos¢ rownowazg sie:
"zastepowanie pokolen".
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Dyskretne modele narodzin i Smierci
Proces urodzin.
a=1+ )\% — wspétczynnik rozrodczosci populacii

Niy1 = aNt.

Proces $Smierci.
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I
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— &l — wspotczynnik $miertelnoSci

Niy1 = alNg.



Réwnanie Verhulsta (1838)

N'(t) = iN(t) - v(N(D)),

r —wspotczynnik rozrodczosci,
K — pojemnos$¢ srodowiska,
a = 4 — wspotczynnik konkurenciji,

funkcja v opisuje konkurencje o zasoby $rodowiska.
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Rownanie logistyczne — zatozenia

w Srodowisku wystepuje jeden gatunek,
populacja jest jednorodna,

zasoby sg ograniczone, wystepuje konkurencja miedzy
osobnikami,

liczebno$¢ populacji nie moze przekroczyé pewnej
wartosci K,

osobniki nie umieraja (urodziny przewyzszajg
Smiertelnosc),

osobnik dzieli sie co 7 jednostek,

jeden rodziciel rodzi A potomkédw,

momenty rozmnozenia sg roztozone rownomiernie,
r=\/r.
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Roéwnanie logistyczne

v zalezy od liczby spotkan miedzy osobnikami

v(N) = aN? a = r/K — wspotczynnik konkurenciji
N() = IN(E) (1 - Np) . N(0) = N,
K
N(t) = o MK—Np) *
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Model logistyczny przyktad

Ludnos$¢ USA w milionach od 1790 do 1990

1790 | 3.9 1860 | 31.4
1800 | 5.3 1870 | 38.6
1810 | 7.2 1880 | 50.2
1820 | 9.6 1890 | 62.9
1830 | 12.9 1900 | 76
1840 | 17.1 1910 | 92
1850 | 23.1 1920 | 105.7
265

y(t) =

1 +69exp(—0.03t)’

Uwaga: Za 0 przyjmujemy rok 1790.

1930

122.8

1940

131.7

1950

150.7

1960

179

1970

205

1980

226.5

1990

248.7

y(0) =3.9.
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Model Gompertza (1825)

N(t) = Kexp (— exp <—rt+ InIn (,@))) .



Rownanie logistyczne a rownanie Gompertza

K=2r=1,Ny = 4, K=2r=1,Ny=1.

2 2
1,4 1,8
1 1
1,4 1,4
1,7 1,2
1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

krzywa logarytmiczna krzywa logarytmiczna

krzywa Gompertza krzywa Gomperta



Rownanie logistyczne z op6znieniem (1948)

Zatozenie:

e Rozmnazajg sie tylko te osobniki, ktére sg w ustalonym
wieku 7.

N(t — 1) — liczba osobnikéw, ktére w chwili t sg w wieku 7.

N'(t) , <1 B N(tK— T)> . N(t) =f(t), te[-7,0].
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Réwnanie logistyczne z opdznieniem, cd.

Metoda krokow:
t
1 te[0,7], N(t) = Noeexp <_’r</ f(s— T)dS).
0

2 znamy rozwigzanie na [0, 7]; szukamy rozwigzania na
[1,27].

n+1 znamy rozwigzanie na [(n — 1)7, nt]; szukamy rozwigzania
na [nr,(n+1)7].



Rownanie logistyczne z op6znieniem,
zastosowanie i opis eksperymentu
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larwy byty uzywane w szpitalach do oczyszczania ran,
poniewaz zywig sie tylko chorymi, ropiejacymi tkankami.
Wedkarzom stuzg jako przynety. Zamieszkuja tereny
przybrzezne.

e Umieszczono doroste osobniki w temp. 25 st;
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Rownanie logistyczne z op6znieniem,
zastosowanie i opis eksperymentu

Lucilia australijska (Lucilia cuprina), sktadajg jaja na skoérze
zywych owiec powodujac Smiertelne dolegliwosci. Dawniej
larwy byty uzywane w szpitalach do oczyszczania ran,
poniewaz zywig sie tylko chorymi, ropiejacymi tkankami.
Wedkarzom stuzg jako przynety. Zamieszkuja tereny
przybrzezne.

e Umieszczono doroste osobniki w temp. 25 st;

dostarczano duzo pozywienia dla dorostych (woda, cukier);
doroste nie miaty kontaktu z larwami;

codziennie 50 g watroby;

codzienne liczenie owadow i jaj;

czas trwania eksperymentu okoto rok;

duza zgodno$¢ wynikow eksperymentalnych z teoria.
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Model Lotki — Volterry (1925, 1927) — zatozenia

e populacje rozmnazajg sie w sposdb ciggty, osobniki z
ré6znych pokolen wspétegzystuja,

¢ populacja drapieznika natychmiast "odpowiada" na wzrost
liczebnosci ofiar

e nie ma migracji

e brak drapieznikéw — liczebnos¢ ofiar rosnie wyktadniczo,
proces urodzin

e brak ofiar — liczebnos$¢ drapieznikédw maleje jak w procesie
Smierci

e drapiezniki polujg — ofiary ging (ich liczba si¢ zmniejsza),
sg pozywieniem, ktére daje energie do rozmnazania sie
drapieznikéw — ich liczba roénie.



Model Lotki — Volterry cd.

V(t) — gestos¢ populaciji ofiar,

P(t) — gestos¢ populacji drapieznikow,

r — wspotczynnik rozrodczosci ofiar,

a — wspotczynnik skutecznosci polowan,
aVP — biomasa upolowanych ofiar,

b — procent energii z upolowanych ofiar uzytej przez drapiezniki
na rozrdd,

s — wspotczynnik SmiertelnosSci drapieznikéw.
Vi(t) = rV(t)—aV(t)P(t),
P'(t) = baV(t)P(t) — sP(t).



25

Model Lotki — Volterry, przyktad

cz-ofiary, nieb—drapiezniki

A=0.5 B=0.7 R=0.5 S=0.2

40 50 60 70 80 920 100



Model Lotki — Volterry cd.

e Dane Hudson’s Bay Company z lat 1847 — 1903,
dotyczace liczby skupionych skér rysi i zajecy,
potwierdzajg wystepowanie oscylaciji.

o Wersja z ograniczong pojemnosciag srodowiska dla ofiar.

e Wersja z kryjéwkami dla ofiar.



Modele ze strukturg wieku — Model Lesliego (1945)

pj.i—ilosC osobnikow j-tej klasy w chwili /,

Pn.o PnA Pn.2 N ]
pn-10 / Pn-11  Pn12 - Pn-tli
p3so /" p3o S P32 ... pai
p2o0 /  p2o S p22 .. pai
pio S pio S P2 e P
poo /  po1 S po2  --- PO

n
> pj.i —ilos¢ osobnikéw w chwili .
j=0
Jak wyznaczy¢ pg.; ?



Model Lesliego — procesy narodzin i Smierci

Proces narodzin opisany przez rownanie odnowy

po,i+1 = Bopo,i + B1p1,i+ ...+ Bnpnis
Bj — wspotczynnik rozrodu j — tej grupy

Proces $mierci:

pi+1,j = pij—1— (te osobniki z j — 1 klasy, ktore nie przezyly),
czyli

Pi = Popi-1,0, pi2 = P1Pi-1,1, - Pi;n = Pn-1Pi-1,n-1,

gdzie p;—prawdopodobienstwo, ze osobnik z klasy j znajdzie
sie w klasie j + 1 (przezyje).



Model Lesliego (liniowy)

Piy1 = MP;,
gdzie

[ pin | [ 0 pn_y 0

Pi.n—1 0 0 Pn-2
P — Pi.r.172 M= : :

: 0 0 0

pid 0 0 0
| pio | Bn Bn-1 DBn2




gdzie

Model Lesliego (nieliniowy)

[e N )

L B/‘.n

Piy1 = M;P;,
Pi.n—1 0
0 Pin—2
0 0
0 0
Bin-1 Bin-2

- OO

Pi.1

BiA

o

Pio
Bio |




Model Lesliego, przyktad

B3 = 0.35,

300 T T T T T T T
10=0.9 r1=0.95 r2=0.95 r3=0.9 r4=0.7 r5=0.5 6=0.2 7=0.15 r8=0.1

0=b1=0 b2=0.15 b3=0.35 b4=0.34 b5=0.4 b6=0.25 b7=0.25 b8=bI=0

N=10056.9129 N=1000 0.00092078  N=2000 4.3728e-009

B3 = 0.45.

10=0.9 r1=0.95 r2=0.95 r3=0.9 r4=0.7 15=0.5 r6=0.2 r7=0.15 r8=0.1

b0=b1=0 b2=0.15 b3=0.45 b4=0.34 b5=0.4 b6=0.25 b7=0.25 bB8=b9=0

N=100314.5952  N=1000 26859.2264

100



Model McKendricka (1926), von Foerstera (1959)

p(t, a) — gestos¢ osobnikéw w wieku a w chwili t,
p(t, a)Aa— liczba osobnikéw w wieku od a do a+ Aaw chwili ¢,

> p(t,a)pra Aa— 0 / p(t,a)da
0

a0



Model McKendricka — von Foerstera
proces Smierci
p(a) — wspdtczynnik Smiertelnosci
e wczasie [t,t + Af] cze$¢ u(a)At osobnikdw, ktdre sg w
chwili t w wieku [a + Aa] umrze;



Model McKendricka — von Foerstera
proces Smierci
p(a) — wspdtczynnik Smiertelnosci
e wczasie [t,t + At] czes¢ p(a) At osobnikdw, ktdre sg w
chwili t w wieku [a + Aa] umrze;
e w chwili t mamy p(t, a)Aa osobnikow w wieku [a, a + Aa];



Model McKendricka — von Foerstera
proces Smierci
p(a) — wspdtczynnik Smiertelnosci
e wczasie [t,t + At] czes¢ p(a) At osobnikdw, ktdre sg w
chwili t w wieku [a + Aa] umrze;
e w chwili t mamy p(t, a)Aa osobnikow w wieku [a, a + Aa];

e liczba osobnikdéw z w/w grupy, ktéra umrze w czasie
[t, t + At] to p(t, a)Aap(a)At; reszta przezyije;



Model McKendricka — von Foerstera
proces Smierci
p(a) — wspdtczynnik Smiertelnosci

e wczasie [t,t + Af] cze$¢ u(a)At osobnikdw, ktdre sg w
chwili t w wieku [a + Aa] umrze;

e w chwili t mamy p(t, a)Aa osobnikbw w wieku [a, a + Aa];

e liczba osobnikdéw z w/w grupy, ktéra umrze w czasie
[t, t + At] to p(t, a)Aap(a)At; reszta przezyije;

 osobniki ktére w chwili t byty w wieku [a, a + Aa] w chwili
t+ At beda w wieku [a+ At, a+ Aa+ Af].



Model McKendricka — von Foerstera
proces Smierci
p(a) — wspdtczynnik Smiertelnosci
e wczasie [t,t + Af] cze$¢ u(a)At osobnikdw, ktdre sg w
chwili t w wieku [a + Aa] umrze;
e w chwili t mamy p(t, a)Aa osobnikbw w wieku [a, a + Aa];
e liczba osobnikdéw z w/w grupy, ktéra umrze w czasie
[t, t + At] to p(t, a)Aap(a)At; reszta przezyije;
 osobniki ktére w chwili t byty w wieku [a, a + Aa] w chwili
t+ At beda w wieku [a+ At, a+ Aa+ Af].
e Czyli

p(t+ At,a+ At)Aa = p(t,a)Aa — p(t, a)u(a)AaAt,

im p(t+ At,a+ At) — p(t, a)

At At :pf(t7 a)"’ﬂa(ta a)'



Model McKendricka — von Foerstera
proces urodzin

B(a) — wspotczynnik urodzin

e liczba potomkéw wydanych przez osobniki bedace w
wieku [a+ Aa] w czasie [t + At] to p(a, t)5(a)A(l),



Model McKendricka — von Foerstera
proces urodzin

B(a) — wspotczynnik urodzin

e liczba potomkéw wydanych przez osobniki bedace w
wieku [a+ Aa] w czasie [t + At] to p(a, t)5(a)A(t),

e liczba potomkéw, ktére urodzg sie w przedziale [t, t + At]
wynosi A(t) >, B(a)p(a, t)Aa.



Model McKendricka — von Foerstera
proces urodzin

B(a) — wspotczynnik urodzin
e liczba potomkéw wydanych przez osobniki bedace w
wieku [a+ Aa] w czasie [t + At] to p(a, t)5(a)A(t),

e liczba potomkéw, ktére urodzg sie w przedziale [t, t + At]
wynosi A(t) >, B(a)p(a, t)Aa.
e Gdy Aa — 0, to liczba nowych osobnikéw w chwili t wynosi

/O " B(a(t, a)da.



Model McKendricka — von Foerstera

pi(t,a) + pa(at) = —u(a)p(t,a),  proces $mierci
p(t,0) = / fB(a)p(t,a)da, rownanie odnowy
0
p(0,a) = ¢(a), rozktad poczgtkowy

zZ(t) = / p(t, a) da, ilos¢ osobnikdow.
0



Model Gurtina — MacCamy’ego (1974)

pi(t,a) + pa(t,a) = —u(a z(t))p(t, a), proces smierci
p(1,0) = / B(a, 2(t))p(t, a) da, réw. odnowy

0
p(0,a) = ¢(a), rozktad poczgtkowy

zZ(t) = / p(t, a) da, ilos¢ osobnikdow.
0



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty (1976)

N(t, a) —ilos¢ krwinek czerwonych w wieku < a,



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty (1976)

N(t, a) —ilos¢ krwinek czerwonych w wieku < a,

N(t) = aIim N(t, a) — catkowita ilo$¢ krwinek,



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty (1976)

N(t, a) —ilos¢ krwinek czerwonych w wieku < a,

N(t) = aIim N(t, a) — catkowita ilo$¢ krwinek,

n(t,a) = %N(t, a) — gestos¢ rozktadu wiekowego

/OO n(t,s)ds = N(t).
0



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty (1976)

N(t, a) —ilos¢ krwinek czerwonych w wieku < a,

N(t) = ali_)moo N(t, a) — catkowita ilo$¢ krwinek,

n(t,a) = %N(t, a) — gestos¢ rozktadu wiekowego
/OOO n(t,s)ds = N(t).

Intensywno$¢ destrukcji krwinek, ktére sg w wieku a:

i(t, a) = ,Limo n(t,a) — n(;+ h,a+ h).




Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty (1976)

N(t, a) —ilos¢ krwinek czerwonych w wieku < a,

N(t) = ali_)moo N(t, a) — catkowita ilo$¢ krwinek,

n(t,a) = %N(t, a) — gestos¢ rozktadu wiekowego
/OOO n(t,s)ds = N(t).

Intensywno$¢ destrukcji krwinek, ktére sg w wieku a:

i(t, a) = ,Limo n(t,a) — n(;+ h,a+ h).

Wspétczynnik destrukeji (prawdopodobienstwo)

At a) = ,’7((22))




Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

ni(t, a) + na(t, a) = —A(t, a)n(t, a).



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

ni(t, a) + na(t, a) = —A(t, a)n(t, a).

Jak wyznaczy¢ u(t,0) ? (warunek brzegowy)



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

ni(t, a) + na(t, a) = —A(t, a)n(t, a).

Jak wyznaczy¢ u(t,0) ? (warunek brzegowy)

e za duzo krwinek = zmniejszenie produkcji



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

ni(t, a) + na(t, a) = —A(t, a)n(t, a).

Jak wyznaczy¢ u(t,0) ? (warunek brzegowy)

e za duzo krwinek = zmniejszenie produkcji

e za mato krwinek = zwigkszenie produkcji



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

ni(t, a) + na(t, a) = —A(t, a)n(t, a).

Jak wyznaczy¢ u(t,0) ? (warunek brzegowy)

e za duzo krwinek = zmniejszenie produkcji
e za mato krwinek = zwigkszenie produkcji

S(t) — stopien pobudzenia uktadu krwinkotwoérczego

1 dp(t) .

(H) = O] przyrost produkcji

przyrost produkcji takiej czesci uktadu, ktéra daje
produkcje jednostkowa.



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

_d
=74
h — op6znienie z jakim dziata ukfad krwinkotwérczy,
~ —wspotczynnik proporcjonalnosci.

S(1) N(t — h),



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

_d
=74
h — op6znienie z jakim dziata ukfad krwinkotwérczy,
~ —wspotczynnik proporcjonalnosci.

S(1) N(t — h),

pt) = —p(t) TNt~ h),



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

_d
=74
h — op6znienie z jakim dziata ukfad krwinkotwérczy,
~ —wspotczynnik proporcjonalnosci.

S(1) N(t — h),

pt) = —p(t) TNt~ h),

p(t) = pe~ NN,

p — stata catkowania.



Model Wazewskiej — Czyzewskiej i Lasoty

ni(t,a) + na(t, a) = —A(t, a)n(t, a),

u(t,0) = pexp {—7 /OOO n(t— h, a)da} ,

u(0, a) = y(a), rozktad poczatkowy,

) — prawdopodobienstwo, ze krwinka, ktéra w chwili f jest w
wieku a zginie w jednostce czasu,

~ — pobudliwos$¢ uktadu krwinkotwdrczego; wzgledny przyrost
produkcji spowodowany jednostkowg zmiang ilosci krwinek w
jednostce czasu,

p — zapotrzebowanie organizmu na tlen; im jest ono wigksze,
tym wigksze jest p.
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Literatura — uwagi

Przystepnie podana wiedza ogd6lna dotyczgca w/w tematyki:
[3-6], [10], [14], [23].

Zaawansowane pozycje: [2], [18—20], [28, 29].

Ciekawe zastosowania:

1 Analiza zjawiska agregacji fotoplanktonu w oceanie.

22 Model opisujacy dynamike populacji, w ktérym uwzglednia
sie opieke macierzynska nad potomstwem, okres
dojrzewania osobnikéw oraz ich przemieszczanie sie.
Model jest dos¢ trudny.

26, 27 Modele dotyczace cyrkulacji krwinek czerwonych.
Stosowano je skutecznie w praktyce kliniczne;.



Slajdy przygotowane z wykorzystaniem: [2], [3], [6], [7], [10],
[26]. Rysunki otrzymane przy pomocy pakietow Maple, Matlab.



