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Motywacje

Koncepcja krytyczno$ci samoorganizujacej (SOC)

jest zainspirowana zjawiskami naturalnymi, a mianowicie:
> fraktalami
» rézowym szumem

> samoorganizacj3



Fraktale

Od dawna wiadomo, ze w uktadach dynamicznych mozna
zaobserwowac struktury wykazujace samopodobienstwo
przestrzenne - fraktale. Samopodobienstwo przestrzenne wystepuje
zarébwno w naturze, jak i w uktadach dynamicznych wytworzonych
przez cztowieka. Przez dtuzszy czas nie podjeto préb wyjasnienia
wszechobecnosci fraktali.



Rézowy szum (pink noise, 1/f noise)

Definicja

Rézowym szumem nazywamy sygnat lub proces, ktérego gestosc
widmowa S(f) spetnia zaleznos¢ S(f) ~ 1/f* a >0

(prawo potegowe).

Rézowy szum wystepuje w wielu procesach naturalnych, np.
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Samoorganizacja

W 1987 roku P. Bak zasugerowat, ze wyzej wymienione zjawiska
sg zwiazane ze sobg i powodowane przez "wrodzong" wtasciwo$é
uktadéw dynamicznych - SOC. Ale co to wtasciwie znaczy?



Automat komérkowy

Definicja

Na potrzeby niniejszej prezentacji uktadem dynamicznym bedziemy
nazywa¢ pewien uktad (np. zbidr), ktérego stan zmienia sie

w czasie w sposéb deterministyczny lub stochastyczny (czesciej
ten drugi). Stan ukfadu w kolejnym momencie tworzy sie

z poprzedniego stanu zgodnie ze znanymi regutami.

Intuicyjnie mozna mysle¢ o ukfadzie dynamicznym jako o rodzinie
zbioréw indeksowanej przez (ciagty lub dyskretny) czas.

Definicja

Automatem komdrkowym bedziemy nazywaé uktfad dynamiczny
z dyskretnym czasem i dyskretng przestrzenia stanéw.



Stan krytyczny

Definicja

Stanem krytycznym bedziemy nazywac taki stan ukfadu, w ktérym
dowolnie mata zmiana jakiegos parametru powoduje duza zmiane
w ukfadzie, np.

» woda z lodem w temperaturze topnienia
> réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie A =0

> préog perkolacji

Definicja

Powiemy, ze w ukfadzie wystepuje samoorganizacja do stanu
krytycznego (krytycznosé samoorganizujaca, SOC), jesli stan
krytyczny jest atraktorem.



Model BTW

Prostym uktadem dynamicznym, w ktérym wystepuje SOC jest
model BTW (Bak-Tang-Wiesenfeld sandpile). Definiujemy go
nastepujaco:
1. Jest dana prostokatna siatka m x n liczb naturalnych z;
2. W kazdym kroku losowe zj; — zj + 1
3. Jedli jakies z; > z. = 4, wystepuje lawina:
zj—zj—4
Zit1j — Zi+1j + 1
Zj+1 — Zjr1 + 1
4. Brzegi sa otwarte



Propagacja lawin




SOCw BTW

Niech S oznacza wielko$¢ lawiny - liczbe miejsc, ktére objeta. Z
analiz numerycznych wynika, ze jezeli dodajemy piasek losowo,
uktad wykazuje SOC. Atraktorem jest stan, w ktérym dodanie
jednego ziarenka piasku moze spowodowaé lawine o wielkosci S

rownej nawet wielkosci uktadu.



Rézowy szum

Niech D(S) oznacza liczbe lawin o wielkosci S. Z analiz

numerycznych wynika
D(S) ~ S0

czyli wystepuje rézowy szum. Podobnie jest dla czasu zycia lawin:
D(T)~ 77943

Bak pokazat, ze to zachowanie jest niezalezne od warunkéw
poczatkowych - czyli stanowi wtasciwo$¢ modelu.



Struktura (quasi-)fraktalna |

Definicja
Zdefiniujmy operator t; (toppling operator) za pomoca macierzy
4 dlai=j
Aj =4 —1 dla miejsci,j obok siebie

0 w innym przypadku

Definicja
Operator relaksacji R otrzymujemy przez dziatanie na stan
operatorem t; dla z; > z. i powtarzanie tego, az Viz; < z.

Definicja

Operator addycji «j definiujemy jako «jz; = z; + 1.
Definicja

Operator lawiny a; = R



Struktura (quasi-)fraktalna Il

Definicja

Stan rekursywny to stan C, ktéry mozna otrzymac z kazdego
innego stanu rekursywnego przez dziatanie operatorami a;. Zbiér
stanéw rekursywnych oznaczamy przez R.

Twierdzenie
Operatory a; komutuja i w R sa odwracalne.

Twierdzenie

Jesli zdefiniujemy operacje S1 @ Sp = R(z1,j + z2,i), to (R, ®) jest
grupa abelowa. W zwigzku z tym musi istnie¢ stan jednostkowy |
taki, zeVsS®Il=1d5=S.
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Model BS

Definicja
Model BS konstruujemy nastepujaco:
1. Mamy N osobnikéw na siatce 1-wymiarowej

2. Kazdemu przyporzadkowujemy losowa liczbe s; z przedziatu
[0, 1] (rozktad réwnomierny) - wartos¢ przystosowania

3. W kazdym kroku wybieramy osobnika o najnizszej wartosci
przystosowania i losujemy nowa wartos¢ przystosowania dla
niego i jego sasiadéw

Mimo swojej prostoty, model BS wykazuje samopodobienstwo
przestrzenne, rézowy szum i SOC.



SOC w modelu BS

Oznaczmy przez m; najmniejszg warto$¢ przystosowania w t-tym
kroku. Niech
G(t) = suptenms.

Funkcja G spetnia nastepujace rownanie rézniczkowe:

G 1-G
dt_NSG

Rozwiazujac to réwnanie, otrzymujemy:
1
Se = 6(t) ~ (¢/N) ==

gdzie s jest krytyczng wartoscia przystosowania. W jednym
wymiarze v = 2.7.



Wykres G(t)




Stan krytyczny
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Fraktalnosé




Rézowy szum

Dowodzi sie, ze w stanie krytycznym $rednia liczba osobnikéw
uczestniczacych w lawinie aktywnosci n(t),, jest stata. Wynika
stad, ze przyrost tej liczby musi statystycznie réwnowazy¢ jej
spadek, a zatem: n(t) ~ t~7*1. Dla przypadku jednowymiarowego
T=1.1.



Zastosowania SOC

Poniewaz SOC wystepuje prawie wszedzie w naturze, mozna z jej
pomoca modelowa¢ prawie wszystko, np.

» rynki finansowe
ewolucje
pozary laséw
trzesienia ziemi
lawiny
epidemie

sieci neuronowe
organizmy zywe
itd.
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