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| Wstep

W trakcie tego referatu porusze kilka zwigzanych
ze soba pojec takich jak:

# spacer losowy I ruchy Browna
» dyfuzja
» superdyfucja | pochodna utamkowa

—



| Spacer.losowy

Rozwazmy zwykly spacer losowy
jednowymiarowy. Punkt moze sie poruszac
zgodnie z reguta:

Gdzie z jest zmiang potozenia punktu.
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| Spacer.losowy
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Rysunek 1: Przyktady trajektorii dla jednowymi-
arowego spaceru losowego _l



I Dyfuzja

Ten spacer losowy jest zwigzany z klasyczna
dyfuzjg. Rozwazajgc ruchy Browna mozna dojsc
do rownania dyfuzji.

Wixz,t) - gestosc prawdopodobienstwa
znalezienia sie czastki w punkcie x w czasie t,
$(4) - prawdopodobienstwo przejscia czastki z
r—odox
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gdzie D = . [*°_6°®(d)do.
Rozwiazanie tego rOwnania ma postac:
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Wiz, t) =
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gdzie o2 = 2Dt, a funkcje W nazywamy
propagatorem. |



I A co.by.byto gdyby

PredkoSc rozprzestrzeniania sie czastek w tym
procesie jest proporcjonalna do v/t

A jakiego rownania uzyc do opisania szybsze]
dyfuzji, rozchodzacej sie z wiekszg predkoscig ?
Jak w ogolnosci opisac proces dla ktorego
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| Skoki Levy’'ego

W przeciwienstwie do klasycznego ruchu
Browna tutaj dlugoSc skokow jest losowana z
rozktadu Levy’ego.

A k) = exp(—dt|k|") =~ 1 — o”|k|"
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| Porownanie

Rysunek 2: Przyktady trajegorii 2-wym. ruchu

Levy’'ego | ruchu Browna |



| Przykiady

Gdzie wystepuje superdyfuzja?

» Model rozprzestrzeniania sie gatunkow z
noszukiwaniem pozywienia moze byc z
powodzeniem opisany przez skoki Levy’ego.

» Dyfuzja w uktadach z sita wymuszajaca.
» Dyfuzja na obiektach fraktalnych
» Dyfuzja w polimerach

—



| Pochodna utamkowa

Zeby opisa¢ superdyfuzje potrzebne nam beda
Inne niz klasyczne rownania rézniczkowe.
Wprowadzimy pochodng utamkowa oraz
utamkowe rownania rozniczkowe.



| Definicja Grunwald’a - Letnikow’a (

Definicila 1 Pochodna utamkowa Grinwald’a -
Letnikow’a rzedu p > 0 bedziemy nazywac:

DEfe) =t 5 S (D) fte = o)
nh=t—a r—(

gdzie p < n.
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| Definicja Riemann’a - Liouville’a

Definicja 2 Pochodng utamkowa Riemann’a -
Liouville’a rzedu p > 0 bedziemy nazywac:

1 (dk
['(k —p) dtF

t
DUf(t) = ) [ (=g
gdzie 0 < k—1<p<k.
Catka utamkowag nazywamy

D f(t) — ﬁ / (t — 7 f(r)dr

gdzie p > 0. |



| Wiasnosci

Kilka podstawowych wiasnosci rachunku
rozniczkowego utamkowego:

» Di(aD;7f(1)) = f(t)
» D, "(Dif(t)) = |
F() = Y5 oD F (D)) imaty
» D (D" f(t) =Dy " f(t),p=q=0
. dtn( DYf(t)) = oDy P f(2)

> aDg(anf( ) = -
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| Wiasnosci

Nalezy jednak uwazac, poniewaz generalnie

Di Dy f(1) # oDy (o Dy f (D))

» Operator rézniczkowania jest liniowy.
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| catka
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Rysunek 3: catka utamkowa z funkcji state] |




| pochodna

Rysunek 4: pochodna utamkowa z funkcji state] |




I utamkowa dyfuzja

Rownanie utamkowej dyfuzji ma postac:

oW (x,t)
ot

— KOD?W(:Evt)a
u(x,0) = d(x)

gdzie 0 < o < 2 oraz funkcja W(x,t) > 0|

Vo [ u(z,t)de = 1.
Wtedy rozwigzanie W (z,t) ma rozktad é‘(f‘fﬂ

< 2.



| dyfuzja na fraktalach

1

oDy J(t) = LX (1),
gdzie:
J(t) - makroskopowy przeptyw przez
powierzchnie fraktala
X (t) - lokalna sita unoszenia
L - stata
d - wymiar fraktalny



| Prawa Ficka

Prawo Ficka:

Am Ac
I ¥ « et
At Ax

Czyli masa czastek przechodzgcych przez
powierzchnie w danym czasie jest
proporcjonalna (wspt. D) do iloczynu powierzchni
| zmiany stezenia substancji na odcinku Ax

—



| odpowiednik prawa Ficka

1 OP(r,t K
D P(r.t) = AP 4 Epir )
gdzie: P(r,t) - Srednia gestoSc
prawdopodobienstwa spacero losowych na
fraktalach

A, k - state d - wymiar fraktalny

—
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Rysunek 5: Zmiana W w czasie dla klasycznej |
dyfuzji



I subdyfuzja
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Rysunek 6: Zmiana W w czasie dla subdyfuzji |
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