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Poj �ecia zwi �azane z
oscylatorami
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Faza oscylacji

Rozwa�zmy uk�ad dynamiczny postaci

�x = f (x) (1)

Za�ó �zmy, �ze uk�ad ten posiada wyk�adniczo stabilny cykl
graniczny C (tzn. �ze C jest stabilny i istnieje sta�a a taka, �ze d(x( t),C) < exp(� at)
dla dowolnego t, jeśli tylko x0 znajduje si�e dostatecznie blisko C).

Stan oscylatora mo�ze być wyra �zony przy pomocy pojedynczej
zmiennej J, zwanej faz �a oscylacji . Postać tej zmiennej zale�zy od
parametryzacji cyklu granicznego.

VI Matematyczne Warsztaty KaeNeMów – p. 6/50



Faza oscylacji

Wybieraj �ac punkt x0 na cyklu granicznym C o okresie T wybieramy punkt w
przestrzeni fazowej, któremu odpowiada faza J = 0 i ka �zdemu punktowi x( t)
mo �zemy przyporz �adkować faz�e J = t mod T.

parametryzacja S1 ! R2:

J ! x(J)
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Izochrony

Poj�ecie fazy oscylacji mo�zemy zastosować równie �z do punktów
znajduj �acych si�e poza atraktorem C.
Jeśli trajektoria y(t) zbli �za si�e do cyklu C dla t ! ¥ , to istnieje
pewien punkt x0 2 C (niekoniecznie najbli �zszy y0) taki, �ze

y(t) ! x(t) dla t ! ¥ . (2)

De�nicja
Ustalmy x0 2 C. Zbiór wszystkich y0 takich, �ze y(t) spe�nia (2)
nazywamy izochron �a(rozmaitości �a stabiln �a) punktu x0.
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Izochrony
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Izochrony

St �ad ka�zdemu punktowi x w przestrzeni fazowej (oprócz
niestabilnego equilibrium) mo �zemy przyporz �adkować faz�e J(x).
Izochrony to warstwice funkcji J(x).
W s �asiedztwie wyk�adniczo stabilnego cyklu granicznego
izochrony maj �a nast�epuj �ace w�asności:

� Ci �ag�ość : Funkcja J(x) jest ci �ag�a, czyli bliskie punkty maj �a
bliskie fazy

� Niezmienniczość : JeśliJ(x(0)) = J(y(0)) , to
J(x(t)) = J(y(t)) dla wszystkich t (izochrony przechodz �a na
izochrony pod dzia�aniem potoku indukowanego przez pole
wektore f ).
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Izochrony w oscylatorze Andronova-Hopfa

�z = ( 1 + i)z � zjzj2
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Izochrony w oscylatorze van der Pola

�x = x � x3 � y

�y = x
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PRC

Za�ó �zmy, �ze uk�ad (1) poddajemy w momentach f tsg perturbacjom
polegaj �acym na przesuni�eciu punktu x o sta�y wektor A:

�x = f (x) + Ad(t � ts). (3)

Takiemu przesuni�eciu o wektor odpowiada zmiana fazy uk�adu ,
która zale �zy nie tylko od A, ale równie �z od czasu ts wzgl�edem
fazy oscylacji J (wartości ts mod T), w którym dokonujemy
perturbacji.
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PRC

Dokonuj �ac perturbacji trajektorii w ró �znych fazach mo �zemy
uzyskać tzw. phase response curve(phase resetting curve, PRC):

PRC(J) = f Jnew � Jg mod T (shift=new phase-old phase).
(4)
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PRC dla oscylatora A-H
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PRC dla oscylatora van der Pola
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PTC

Równowa �znie mo �zemy rozpatrywać phase transition curves
(PTC):

Jnew = PTC(Jold). (5)

Zachodzi wi�ec relacja:

PTC(J) = f J + PRC(J)g mod T. (6)

Mo �zemy wyró �znić dwa typy perturbacji A (Winfree, 1980)

typ 1 - weak resetting - otrzymujemy ci �ag� �a krzyw �a PRC i
krzyw �a PTC ze średnim nachyleniem równym 1,

typ 0 - strong resetting - otrzymujemy nieci �ag� �a krzyw �a PRC i
krzyw �a PTC ze średnim nachyleniem równym 0.
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Weak & strong resetting

VI Matematyczne Warsztaty KaeNeMów – p. 18/50



Time-crystal

Zmieniaj �ac nie tylko faz�e perturbacji J, ale równie �z amplitud�e A
otrzymujemy sparametryzowane krzywe PRC(J, A) i PTC(J, A).
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Poincare phase map

Mo �zemy badać odpowiedź oscylatora nie tylko na pojedynczy
impuls, ale tak �ze na okresowe pobudzenia (perturbacje): Niech:

� Ts - okres „pulsuj �acej stymulacji”

� Jn - faza oscylacji w momencie n -tej perturbacji

Wtedy faza oscylacji zaraz przed przybyciem (n + 1) impulsu
wynosi Jn + PRC(Jn) + Ts.
Otrzymujemy odwzorowanie okr�egu zwane Poincare phase map,
którego kolejne iteracje wygl �adaj �a nast�epuj �aco:

Jn+ 1 = ( Jn + PRC(Jn) + Ts) mod T. (7)
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Poincare phase-map
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Poincare phase-map

W�asności badanego uk�adu odczytujemy badaj �ac struktur �e orbit
odwzorowania Poincarego.
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Synchronizacja i phase-locking

Stabilne punkty sta�e Poincare phase-mapodpowiadaj �a 1 : 1 oraz
p : 1 phase-locking .
Stabilne orbity periodyczne o okresie q odpowiadaj �a p : q
phase-locking .
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Arnold tongues
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Bifurkacje punktów sta�ych
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Model IAF i jego uogólnienia
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Integrate-and-Fire

Najprostszy model neuronu zosta� zaproponowany w 1907 roku
przez Lapicque:

du
dt

= � su + s(t),

u(t) = Q =) u(t+ ) = 0.
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Uogólnienia IAF

Cz�esto rozpatruje si�e modele IAF, gdzie wartości „ treshold” i „ reset”
nie s �a sta�e, lecz równie�z zmieniaj �a si�e w czasie:

du
dt

= � su + s(t),

u� (Tn) � lim
#! 0

u(Tn � #) = h(Tn),

u+ (Tn) � lim
#! 0

u(Tn + #) = g(Tn),

oraz gdzie ci �ag „ �ring times ” f Tng de�niujemy nast�epuj �aco:

Tn = inf f t : u(t) � h(t); t � Tn� 1g.

Funkcja s(t) cz�esto jest funkcj �a okresow �a.
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Firing maps

Rozwa�zmy ogólny model typu IAF postaci:

dx
dt

= F(t, x), x 2 R (8)

lim
t ! s+

x(t) = 0, jeśli x(s) = 1

i za�ó �zmy, �ze funkcja F : W � R2 ! R jest analityczna
w obszarze W � f� ¥ < t < + ¥ , 0 � x � 1g.
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Firing maps

Dla (t , m) 2 W niech x(t; t , m) oznacza rozwi �azania r-nia (8)
spe�niaj �ace warunek pocz �atkowy x(t ) = m.
De�nicja
Powiemy, �ze uk�ad �res from the initial condition t 2 R, jeśli
istnieje t0 > t takie, �ze x(t0; t , 0) = 1.

Wówczas równanie x(t; t , 0) = 1 ma minimalne rozwi �azanie i
mo �zemy zde�niować �ring map , f (�), nast�epuj �aco:

De�nicja [Firing map]

f (t ) = min f t > t : x(t; t , 0) = 1g. (9)
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Firing map

Dziedzin �a naturaln �a odwzorowania f (�) jest zbiór:

Df = f t 2 R : 9t0 > t t. �ze x(t0; t , 0) = 1g, (10)

a �ring sequence f tng startuj �acy w momencie t jest określony
rekurencyjnie jako:

t0 = t ,

tn+ 1 = f (tn).
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Obszary regularno ści �ring
map i teoria rotacji

Poincare'go
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Circle map

Niech T = R/ Z i p : R ! T b�edzie naturaln �a projekcj �a.

De�nicja [Odwzorowanie okr�egu]
Odwzorowaniem okr�egu nazywamy odwzorowanie g : T ! T .
Jeślig jest ci �ag�e, to istnieje ci �ag�e odwzorowanie G : R ! R takie,
�ze poni �zszy diagram jest przemienny:

Wówczas G nazywamy podniesieniem g.
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Circle map

Przyk�ad
„Klasycznie” (Arnold, 1965) odwzorowanie okr�egu jest dan e
poprzez kolejne iteracje odwzorowania
Qn+ 1 = Qn + w � K

2p sin(2p Qn).
Uwaga
Podniesienie G jest wyznaczone jednoznacznie z dok�adności �a do
przesuni�ecia o liczb�e ca�kowit �a:

eG(x) = G(x) + k, k 2 Z .

Istnieje sta�a d taka, �ze G(x + 1) = G(x) + d dla wszystkich x 2 R.
d nazywamy stopniem odwzorowania g (stopień odwzorowania
nie zale�zy od wyboru podniesienia G).
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Rotation number

Niech L1 oznacza rodzin�e wszystkich podniesień ci �ag�ych
odwzorowań okr�egu T stopnia d = 1 i niech G 2 L1.
Dla k 2 Z , G(x + k) = G(x) + k i dla ka �zdego n Gn 2 L1, czyli
Gn(x + k) = Gn(x) + k.
De�nicja
Górn �a i doln �a liczb�e obrotu ( rotation number, map winding number)
elementu x 2 R dla G 2 L1 de�niujemy odpowiednio jako:

$G(x) = lim sup
n! ¥

Gn(x) � x
n

, $
G

(x) = lim inf
n! ¥

Gn(x) � x
n

.

Jeśli$G(x) = $
G

(x), to piszemy po prostu $G(x) i nazywamy
liczb �a obrotu elementu x.
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Rotation number

JeśliG 2 L1, x 2 R, k 2 Z i n 2 N , to:

%G (x + k ) = %G (x), %Gn � k (x) = n%G (x) � k

(analogicznie dla $).

JeśliG jest podniesieniem g i gn(p (x)) = p (x), to Gn(x) = x + k
dla pewnego k 2 Z i

$G(x) =
k
n

.
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Rotation number

Niech L0
1 b�edzie rodzin �a wszystkich niemalej �acych elementów L1.

Twierdzenie
JeśliG 2 L0

1 jest podniesieniem odwzorowania okr�egu g, to $G(x)
istnieje dla wszystkich x 2 R i jest niezale�zne od x. Co wi�ecej
$G(x) = $G jest liczb �a wymiern �a wtedy i tylko wtedy, gdy
odwzorowanie okr�egu g posiada orbit�e periodyczn �a.
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Firing map - c.d.

Niech w modelu

dx
dt

= F(t, x), x 2 R (11)

lim
t ! s+

x(t) = 0, jeśli x(s) = 1

zachodzi F(t + T, x) = F(t, x) dla pewnego T 2 R (periodic forcing).
Bez straty ogólności T = 1.

Zamiast rozwa �zać �ring sequencef tng mo �zemy rozwa �zać �ring
phase sequence

f sn = tn mod 1g.
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Firing map - c.d.

Poniewa �z dla ka �zdego rozwi �azania x(t) r-nia (11), funkcja x(t + 1)
równie �z jest rozwi �azaniem, to �ring map f spe�nia:

f (t + 1) = f (t) + 1, (12)

czyli (jeśli Df = R), to f jest podniesieniem odwzorowania
okr�egu stopnia d = 1.
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Phase-locking

W�aściwości synchronizacyjne oscylatora s �a ukryte w dy namice
tego odwzorowania okr�egu:
Twierdzenie
System �res q times during p cycles of forcing (q : p phase-locking)
iff the �ring phase map has a periodic attractor of period qand
wrapping number p, i.e., there is a time t such that aq(t) = t + p, ...
... czyli jeśli liczba obrotu $f = p/ q.
De�nicja
Phase locking typu 1 : 1 nazywamy synchronizacj �a .
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Arnold tonques

Za�ó �zmy, �ze uk�ad (11) jest zale�zny od parametrów, tj.

dx
dt

= F(t, x; l ), gdzie l = ( l 1, ...,l 1).

De�nicja
Obszary w przestrzeni parametrów, gdzie �ring phase mapma
atraktor periodyczny nazywamy j�ezorami Arnolda .
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Devil's Staircase

Mianem diabelskich schodów określa si�e w matematyce funkcj�e
singularn �a, tj. funkcj�e f : [a, b] ! R o w�asnościach:

� f (x) jest ci �ag�a na [a, b],

� istnieje zbiór N miary 0 taki, �ze dla wszystkich x /2 N
pochodna f 0(x) istnieje i jest równa 0,

� f (x) jest niemalej �aca na[a, b],

� f (a) < f (b).
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Diabelskie schody i j �ezory Arnolda (raz jeszcze)

Diabelskie schody i j�ezory Arnolda dla klasycznego odwzor owania
okr�egu:
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Diabelskie schody i j �ezory Arnolda dla IAF

dV
dt

= � V + I + f (t) + x(t)

f (t) = A sin wt (13)
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Obszary regularno ści f

W zale �zności od w�asności �ring phase mapf l (t) mo �zemy
wyró �znić w przestrzeni parametrów cztery obszary regularnoś ci
uk�adu:

I. obszar, gdzie f l (t) jest homeomor�zmem

II. obszar, gdzie f l (t) jest ci �ag�a

III. obszar, gdzie f l (t) jest injekcj �a

IV. obszar, gdzie f l (t) nie jest ani ci �ag�a ani ró �znowartościowa .
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Obszary regularno ści f

I. Liczba obrotu $(f l ) istnieje i jest niezale�zna od t.
Jeśli$(f l ) = p/ q, to zbiór orbit periodycznych f l jest niepusty i
wszystkie te orbity maj �a okres q i wrapping number p.
Jeśli$(f l ) jest niewymierna to wszystkie orbity s �a aperiodyczne i
tworz �a zbiór g�esty w ca�ym okr�egu S1 (lub w podzbiorze Cantora
tego okr�egu, gdy f l nie jest dostatecznie g�adka). Nie ma wtedy
synchronizacji, ale obserwujemy zachowanie quasi - periodyczne.

Poza obszarem I. liczba obrotu $(f l ) mo �ze nie istnieć lub być
zale�zna od t.
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Obszary regularno ści f

II. Jeśli f l jest ci �ag�a, ale nie monotoniczna, to mo�zemy wyznaczyć
dla niej rotation interval o w�asności takiej, �ze dla ka �zdej liczby
wymiernej p/ q w tym przedziale �ring phase map f ma
przynajmniej jedn �a orbit�e periodyczn �a o okresie q
(multistabilność ).

III. Jeśli f l jest monotoniczna i nieci �ag�a, ale wszystkie jej
nieci �ag�ości s �a typu skokowego, to mo �zemy zde�niowac
pewien analog liczby obrotu $ i zale �znie od tego, czy $ jest
wymierna czy te �z nie, �ring map f l ma atraktory periodyczne
lub g�este orbity aperiodyczne w zbiorze Cantora.
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Twierdzenia o regularno ści f

Niektóre w�asności �ring phase map f mo �zemy odczytywać z
samej postaci uk�adu:

dx
dt

= F(t, x), x 2 R

lim
t ! s+

x(t) = 0, jeśli x(s) = 1.

Twierdzenie [Twierdzenie o injekcji f ]
Firing map f jest injekcj �a w int (Df ) iff F(t, 0) � 0 dla ka �zdego
t 2 int (Df ).

Twierdzenie [Twierdzenie o ci �ag�ości f ]
Firing map f jest ci �ag�a w int (Df ) iff F(t, 1) � 0 dla ka �zdego t w
otoczeniu punktu f (t ), gdzie t jest dowolnym punktem w int (Df ).
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