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Pojeclia zwiazane z
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Faza oscylacjl
——

Rozwazmy uk ad dynamiczny postaci

x = f(x) (1)

Za 0zmy, ze uk ad ten posiada wyk adniczo stabilny cykI
graniczny C (izn. ze C jest stabilny i istnieje sta a ataka, ze d(x(t),C) < exp( at)
dla dowolnego t, jesli tylko Xg znajduje sie dostatecznie blisko C).

Stan oscylatora maoze byC wyrazony przy pomocy pojedyncze;
zmiennej J, zwanej faza oscylacji . Postac tej zmiennej zaley od
parametryzacji cyklu granicznego.

NKM
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Faza oscylacjl

Wybierajac punkt Xxg na cyklu granicznym C o okresie T wybieramy punkt w

przestrzeni fazowej, ktéremu odpowiada faza J = 0i kazdemu punktowi Xx(t)
mozemy przyporzadkowac faze J =t mod T.
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|lzochrony
]

Pojecie fazy oscylacji mozemy zastosowac rowniez do punktow
znajdujacych sie poza atraktorem C.

JeSli trajektoria y(t) zbliza sie docyklu Cdlat! ¥ ,toistnieje
pewien punkt xg 2 C (niekoniecznie najblizszy yg) taki, ze

y(t)! x(t) dla t! ¥. (2)
De nicja

Ustalmy xg 2 C. Zbior wszystkich yg takich, ze y(t) spe nia (2)
nazywamy izochrona(rozmaitoScia stabilna) punktu Xx.
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|lzochrony
]

Stad kazdemu punktowi x w przestrzeni fazowej (oprocz
niestabilnego equilibrium) mo zemy przyporzadkowac faze J(x).
|zochrony to warstwice funkcji  J(x).

W sasiedztwie wyk adniczo stabilnego cyklu granicznego
Izochrony maja nastepujace w asnosci:

Ciag 0S¢ Funkcja J(x) jest ciag a, czyli bliskie punkty maja
bliskie fazy

Niezmienniczosc¢ : JesliJ(x(0)) = J(y(0)), to

J(x(t)) = J(y(t)) dlawszystkich t (izochrony przechodza na

Izochrony pod dzia aniem potoku indukowanego przez pole
wektore f).
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|lzochrony w oscylatorze Andronova-Hopfa

z=(1+i)z Zz?
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lzochrony w oscylatorze van der Pola
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PRC
.

Za 0zmy, ze uk ad (1) poddajemy w momentach ftsg perturbacjom
polegajacym na przesunieciu punktu X o stay wektor A:

x= f(x)+ Ad(t tg). (3)

Takiemu przesunieciu o wektor odpowiada zmiana fazy uk adu
ktora zalezy nie tylko od A, ale rowniez od czasuts wzgledem
fazy oscylacji J (wartosci ts mod T), w ktorym dokonujemy
perturbacji.
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PRC
.

Dokonujac perturbaciji trajektorii w ré znych fazach mozemy
uzyskac tzw. phase response curvephase resetting cury®RC):

PRC(J) = fJnew Jg mod T (shift=new phase-old phase).
(4)
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PRC dla oscylatora A-H
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PRC dla oscylatora van der Pola
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PTC
.

Rownowaznie mozemy rozpatrywac phase transition curves
(PTC):
Jnew - PTC(JO|d) . (5)

Zachodzi wiec relacja:
PTC(J) = fJ+ PRC(J)g mod T. (6)

Mo zemy wyrd zniCc dwa typy perturbacji A (Winfree, 1980

typ 1 - weak resetting - otrzymujemy ciag a krzywa PRC |
krzywa PTC ze Srednim nachyleniem rownym 1,

typ O - strong resetting - otrzymujemy nieciag a krzywa PRC |
krzywa PTC ze Srednim nachyleniem rownym O.
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Weak & strong resetting
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Time-crystal

Zmieniajac nie tylko faze perturbacji J, ale rowniez amplitude A
otrzymujemy sparametryzowane krzywe PRC(J,A) i PTC(J,A).
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Poincare phase map
]

Mo zemy badac odpowiedz oscylatora nie tylko na pojedynczy
Impuls, ale tak ze na okresowe pobudzenia (perturbacje): Niech:

Ts - okres ,pulsujacej stymulacji”
Jn - faza oscylacji w momencie n -tej perturbacii

Wtedy faza oscylacji zaraz przed przybyciem (n+ 1) impulsu
wynosi Jy + PRC(Jp) + Ts.

Otrzymujemy odwzorowanie okregu zwane Poincare phase map
ktorego kolejne iteracje wygladaja nastepujaco:

Jn+1 - (Jn + PRC(Jn) + Ts) mOd T (7)
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Poincare phase-map
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Poincare phase-map

W asnosci badanego uk adu odczytujemy badajac struktur e orbit
odwzorowania Poincarego.
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Synchronizacja1 phase-locking
——

Stabilne punkty sta e Poincare phase-majupowiadaja 1 : 1 oraz
p : 1 phase-locking .

Stabilne orbity periodyczne o okresie godpowiadaja p : g
phase-locking .
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Arnold tongues
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Bifurkacje punktow sta ych
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Model IAF | jego uogolnienia
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Integrate-and-Fire

Najprostszy model neuronu zosta zaproponowany w 1907 roku
przez Lapicque:

du

dt

u(t)

su+ s(t),

Q =) u(t")=0
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Uogolnienia IAF
]

Czesto rozpatruje sie modele IAF, gdzie wartosci,, treshold i, reset
nie sa sta e, lecz rdwniez zmieniaja sie w czasie:

du

Fri su+ s(t),
u (T gmou(T” # = h(T"),
(T mu(mr A= (T,

oraz gdzie ciag ,, ring times " f T"g de niujemy nastepujaco:
TN =infft: u(t) h():;t T" lg.

Funkcja s(t) czesto jest funkcja okresowa.
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Firing maps

Rozwazmy ogolny model typu IAF postaci:

3—1( = F(t,x), x2R (8)
im x(t) = 0, jesli x(s)=1

tl st

iza6zmy, ze funkcja F: W R? ! R jestanalityczna
wobszarzeW f ¥ <t< +¥,0 x 1g.
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Firing maps
]

Dla (t,m 2 Wniech x(t;t,m oznacza rozwiazania r-nia (8)
spe niajace warunek poczatkowy x(t) = m

De nicja

Powiemy, ze uk ad res from the initial condition t 2 R, jesli
istnieje t9> t takie, ze x(t%t,0) = 1.

Wodéwczas rownanie x(t;t,0) = 1 ma minimalne rozwiazanie i
mozemy zde niowac ring map , f (), nastepujaco:

De nicja [Firing map]

f(t)= minft>1t: x(t;t,0 = 1g. (9)
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Firing map
]

Dziedzina naturalna odwzorowania f () jest zbior:
Di = ft 2 R: 9t9> t t. zex(t®t,0) = 1g, (10)

a ring sequence ft,g startujacy w momencie t jest okreSlony
rekurencyjnie jako:

to = ¢,
tn+1 — f(tn)
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Obszary regularno Sci ring
map | teoria rotacji
Poincare'go
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Circle map
]

Niech T =R/Z 1 p:R! T bedzie naturalna projekcja

De nicja [Odwzorowanie okregu]

Odwzorowaniem okregu nazywamy odwzorowanie g: T ! T.
Jeslig jest ciag e, to istnieje ciag e odwzorowanie G: R ! R takie,
Ze ponizszy diagram jest przemienny:

Wowczas G nazywamy podniesieniem g.
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Circle map
]

Przyk ad

,Klasycznie” (Arnold, 1965) odwzorowanie okregu jest dan e
poprzez kolejne iteracje odwzorowania

Qn+1= Qnt w % sin(2p Qn).

Uwaga

Podniesienie G jest wyznaczone jednoznacznie z dok adnoscia do
przesuniecia o liczbe ca kowita:

6(x)= G(x)+ k, k2 Z.

Istnieje sta adtaka, ze G(x + 1) = G(x)+ ddlawszystkich x 2 R.
d nazywamy stopniem odwzorowania ¢ (stopien odwzorowania
nie zalezy od wyboru podniesienia G).
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Rotation number
O

Niech L1 oznacza rodzine wszystkich podniesien ciag ych
odwzorowan okregu T stopniad= 1liniech G2 Lj.

Dlak2 Z,G(x+ k) = G(x)+ kidlakazdegon G" 2 L4, czyli
G"'(x+ k) = G"(x) + k.

De nicja

Gorna i dolna liczbe obrotu ( rotation number, map winding numbggr
elementu x 2 R dla G 2 L; de niujemy odpowiednio jako:

. G"(x) X . G'(x) x
$s(x) = Ilrr?!sgp - : §G(x) = Ilmlgf - .

Jesli$;(x) = §G(x), to piszemy po prostu $s(x) i nazywamy
liczba obrotu elementu x.
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Rotation number
O

JesSliG2L,x2R,k2Zin2 N,to:
% (x+ k)= %g(x),  %gn k(x)= n%c(x) k
(analogicznie dla ).

JesliG jest podniesieniem gi g"(p(x)) = p(x),to G"(x) = x+ k
dla pewnego k2 Z |

$s(x) =

S| X
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Rotation number
O

Niech L(l) bedzie rodzina wszystkich niemalejacych elementow L ;.

Twierdzenie

JesliG 2 LY jest podniesieniem odwzorowania okregu g, to $g(x)
Istnieje dla wszystkich x 2 R ijest niezalezne od x. Co wiecej
$c(X) = $¢ jest liczba wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy
odwzorowanie okregu g posiada orbite periodyczna.
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Firing map - c.d.

Niech w modelu

2—): = F(t,x), x2R (11)
im x(t) = 0, jesli x(s)=1

zachodzi F(t + T,x) = F(t,x) dlapewnego T 2 R (periodic forcing,.
Bez straty ogolnosci T = 1.

Zamiast rozwa zac ring sequencd t,g mozemy rozwazac ring

phase sequence
fsh =t, mod 1g.
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Firing map - c.d.
—

Poniewaz dla kazdego rozwiazania x(t) r-nia (11), funkcja x(t + 1)
rownie z jest rozwiazaniem, to ring map f spe nia:

f(t+ 1) = f(t)+ 1, (12)

czyli (jesSl D = R), tof jest podniesieniem odwzorowania
okregu stopnia d= 1.
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Phase-locking
—

W aSciwosci synchronizacyjne oscylatora sa ukryte w dy namice
tego odwzorowania okregu:

Twierdzenie

System res gtimes during p cycles of forcing (q: p phase-locking
Iff the ring phase map has a periodic attractor of period gand
wrapping number pi.e., there is atimet such that a4(t) = t + p, ...

... czyli jesli liczba obrotu $ = p/ q.

De nicja

Phase locking typu 1 : 1 nazywamy synchronizacja .
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Arnold tonques
]

Za 0zmy, ze uk ad (11) jest zalezny od parametrow, tj.

dx _ F(t,x;1), gdzie | =(14,..11).

dt
De nicja
Obszary w przestrzeni parametrow, gdzie ring phase mapma
atraktor periodyczny nazywamy jezorami Arnolda .
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Devil's Staircase
N

Mianem diabelskich schodow okreSla sie w matematyce funkcje
singularna, tj. funkcje f :[a,b]! R ow asnoSciach:

f(x) jest ciag a na[a, b],

istnieje zbior N miary O taki, ze dla wszystkich x 2 N
pochodna fYx) istnieje i jest réwna 0,

f(x) jest niemalejaca na[a, b],
f(a) < f(b).
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Diabelskie schody i jezory Arnolda  (raz jeszcze)

Diabelskie schody i jezory Arnolda dla klasycznego odwzor owania
okregu:
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Diabelskie schody i jezory Arnolda dla IAF

dv
dt
£(1)

V+ |+ f(t)+ x(t)

A sin wt (13)
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Obszary regularno Sci f
G

W zaleznosci od w asnosci ring phase mapf | (t) mozemy

wyro zniC w przestrzeni parametrow cztery obszary regularno$ ci
uk adu:

|. obszar, gdzief | (t) jesthomeomor zmem
Il. obszar, gdzief (t) jestciag a
lll. obszar, gdzie f| (t) jestinjekcja

IV. obszar, gdzief (t) nie jestani ciag a ani r0 znowartoSciowa .
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Obszary regularno Sci f
G

|. Liczba obrotu $(f | ) istnieje i jest niezalezna od t.

Jesli$(f| ) = p/ q, to zbidr orbit periodycznych f, jest niepusty i
wszystkie te orbity maja okres qi wrapping number p

Jesli$(f | ) jest niewymierna to wszystkie orbity sa aperiodyczne i
tworza zbior gesty w ca ym okregu St (lub w podzbiorze Cantora
tego okregu, gdy f| nie jest dostatecznie g adka). Nie ma wtedy
synchronizacji, ale obserwujemy zachowanie quasi - periodyczne.

Poza obszarem |I. liczba obrotu $(f | ) moze nie istniec€ lub byc¢
zalezna od t.
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Obszary regularno Sci f
G

Il. Jeslif | jest ciag a, ale nie monotoniczna, to mozemy wyznaczyc
dla niej rotation interval 0 w asnosci takiej, ze dla kazdej liczby
wymierne] p/ qw tym przedziale ring phase map f ma
przynajmniej jedna orbite periodyczna o okresie q

(multistabilnoSc ).

Ill. Jesli f| jest monotoniczna i nieciag a, ale wszystkie jej
nieciag osci sa typu skokowego, to mo zemy zde niowac
pewien analog liczby obrotu $izaleznie od tego, czy $ jest
wymierna czy te z nie, ring map f,; ma atraktory periodyczne
lub geste orbity aperiodyczne w zbiorze Cantora.
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Twierdzenia o regularno Sci f
G

Niektore w asnosci ring phase map f mozemy odczytywac z
samej postaci uk adu:

dx
il F(t,x), x2R
im x(t) = 0, jesli x(s)= 1.

tl st

Twierdzenie [Twierdzenie o injekcji f ]
Firing map f jestinjekcjaw int (D¢ ) iff F(t,0) 0 dla kazdego
t 2 int(Ds).

Twierdzenie [Twierdzenie o ciag oSci f ]
Firing map f jestciagawint(Ds) iff F(t,1) 0dlakazdegotw
otoczeniu punktu f (t), gdzie t jest dowolnym punktem wint (Dg).
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