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Prawdopodobienstwo w teorii uktadow
dynamicznych

Empiryczna definicja prawdopodobienstwa:
R - liczba wszystkich roztacznych zdarzen, ktore moga
byC wynikami eksperymentu

i H; -relatywna czestosC wystepowania

n

zdarzenia i w ciagu n niezaleznych eksperymentow

lim H; = p; - prawdopodobienstwo obserwadji

n—aoo

zdarzenia i
W uktadach chaotycznych:

LIn+1 — f(xn)

un(A)-prawdopodobienstwo znalezienia n-tej
iteracji xn, odwzorowania f w zbiorze A:

pn(A) = [ pn(@)de,  n>0
(pn -gestos¢ prawdopodobienstwa)
pnt1(A) = pa(f~H(A)) (1)
pn+1(A) = pn(A) (2)

Miare probabilistyczna u, spetniajaca warunki (1) i (2)
nazywamy [miara niezmiennicza, a odpowiadajaca
jej gestosc p, gestoscia niezmiennicza.



\) p(A) = u(f~1(A)) (3)

v / dz = / dr (4
A fp@de= [ Cp@de (@)
WartosC oczekiwana obserwabli Q:

@ = [ p@Q@)dr — (Q) = [ Q=)du()

Wartosci oczekiwane obserwabli sa
niezmiennicze wzgledem odwzorowania f:

@ = [ Q@du) = [ Q@du(f  (2)) =
= [ QU@)du@) = Qo f)  (5)

Srednia czasowa obserwabli Q wzgledem ustalone;
trajektorii:



ErgodycznoscC

Mowimy, ze odwzorowanie f . X — X Zza-
chowujace miare na przestrzeni probabilisty-
cznej (X, 3, u) jest ergodyczne, jesli wszystkie
zbiory f - niezmiennicze sa miary O lub 1.

Twierdzenie ergodyczne (Birkhoff):
Jesli odwzorowanie f : X — X jest ergodyczne
oraz u jest miara niezmiennicza, to:

Q= (Q) pu-prawie wszedzie. (6)



Fraktale

Iterated function system (IFS)

(X,d) - zwarta przestrzen metryczna
{w; : X - X| i=1,2,..N} - uktad kontrakcji

takich, ze w;(X) = X
L iSC Barnsley’a :

Ti(x,y) = (a112 + a1y + b1, a21% + asoy + bo),
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Samopodobienstwo (self-similarity):

Zwarta przestrzen topologiczna X jest samopodobna,
jezeli istnieje skonczony zbidr niesurjektywnych
homeomorfizmow {fs : X — X},cg, takich, ze:

X = UsESfS(X)




Wymiar fraktalny (box dimension):

D) = — tim M)

gdzie:
e=0 Ine ’

r(e)-liczba obiektow (" pudetek”) o liniowym rozmiarze
g, ktorymi mozemy pokryC badany obiekt

Wymiar Hausdorffa:
Zbior fraktalny A pokrywamy zbiorami o, 0 Srednicy ey,
gdzie ¢, < e. Dla 8 > 0 definiujemy:
m(B,¢) ;= inf Y (e)”
{ok} k
Istnieje Bp takie, ze:

e— 0=m(B,e) — 0, dla 3> [o;
e— 0=m(B,e) — o0, dla < (.

Bo nazywamy wymiarem Hausdorffa Dy zbioru A:

Dy = Bo



"Dwuskalowy” zbior Cantora :
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Multifraktale...

300

250

200

150

100

30

30 100 150 200 250 300



300

250

200

150

100

30

30 100 150 200 250 300



Informacja Shannona

C2-zbior N zdarzen elementarnych w
O rownym prawdopodobienstwie
p;-Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia 1
w zbiorze R roztacznych zdarzen : = 1,2,..., R:

N; i

p; = —, gdzie N=)> N, (7)

N i=1
InN - liczba bitowa potrzebna, aby wybraC ustalone
zdarzenie w ze zbioru 2

b;-liczba bitowa potrzebna, aby wybrac podzbior
(zdarzenia) 1 C Q2

b +InN;, =InN (8)

b; = —Inp; (9)
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R
(=b;) = I(p) = > piInp; -informacja Shannona
i=1

S(p) = —I(p) -entropia Shannona

(funkcje rozktadu p)

WHitasnosci funkcji I(p):

e I(p) przyjmuje maksymalna wartos¢ O dla
rozktadu p; = 9;;

e I(p) przyjmuje minimalna wartos¢ — In R dla

rozktadu jednostajnego p; =

e I(p) jest wypukta funkcja rozktadu
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Aksjomaty Khinchin’'a
I. I(p) = I(p1,---,PR)
1. I(f F - g) < I(p)

1. I(p1,...,rr) = I(p1,...,PR,0)

Jesli system (€2,p) ze zdarzeniami postaci (i,7)

jest ztozeniem systemow (Qf, p!) i (Q, pll),

w ktorych wyrdzniamy odpowiednio zdarzenia ¢ i 5, to
zachodzi:

IV. I(p) = I(p!) + X pl I(P)i),

gdzie:

e P(jl|i)-prawdopodobienstwo warunkowe, ze Qf
jest w stanie j, jesli Q! jest w stanie i

e pij = P(jli)p!,

o [(P|i) = Z]. P(jli) In P(j|i) - informacja warunkowa
rozktadu P(j|i) prawdopodobienstwa zdarzen j przy
ustalonym zdarzeniu «z.
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Inne miary informacji

Informacja Rényi’'ego

1
3-1

Ig(p) = In Y (p;)P, (10)
1=1

gdzie:
- parametr g e R
- r - liczba zdarzen ¢, dla ktorych p; #= 0.

13



Wiasnosci funkcji Iz(p) w zaleznosci od
parametru S :

1. 3=0
Io(p) = —Inr

|Io(p)| wzrasta logarytmicznie wraz z liczba

niepustych zdarzen 1

2. p=1
podstawiajac e = 8 — 1 otrzymujemy:

T T
> pite=> pieap(einp) =

r T
~ Zpi(l —|—€|npi) =1 +€sz'|npi7
=1 1=1
a stad:

. . 1 T T
lim I4(p) = lim ~in(1 +s§;pnnp@-) = X;p In p;,
1= 1=
czyli:

1im 15(p) = 1(p) (11)
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Zasada maksymalnej entropii

M,f—wartos’é o-obserwabli dla :-tego mikrostanu
Warunki dla wartosci oczekiwanych tych obser-
wabli:

R
M° = Z pi M7
1 =1

Warunek dla normalizacji rozktadu:

R
> pi=1
1=1

Zasada maksymalnej entropii (minimalnej in-
formacji):

6I(p) =0
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Zatem:

R
§I(p) = > (14 1Inp))dp; =0
i=1
Dla " nieskonczenie matych wariacji (?)" dp; za-
chodzi:

R
> Mop; =0 (12)
1=1
R
» op;=0 (13)
1=1

Uwzgledniajac powyzsze warunki otrzymujemy:

R
> (Inp; =W +> BsM7)op; =0,
i=1 o

gdzie 5 i W sa mnoznikami Lagrange’'a odpowied-
nio dla warunkow (12) i (13).

Poniewaz dp; moga przyjmowac dowolne wartosci,
zasade maksimum entropii spetnia rozktad o
postaci:

P = exp(W — 3 B MY) (14)

Rozktad taki nazywamy rozktadem kanonicznym
(Gibbs’a )
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Entropia rozktadu kanonicznego (14):
S=-Vv4+)>) B,M° (15)
o

W nie jest niezaleznym parametrem. Warunek
normalizacji rozkladu:

R
> P=1,
i
daje
v = —InZ,

gdzie:
R
Z =73 exp(=3_ B M) (16)

to tzw. funkcja podziatu.
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Transformacja Legendre’a

Majac wypukta lub wklesta funkcje F(x), oz-
naczamy:
dF(x)

- Y (17)

y(x) jest monotoniczna; definiujemy funkcje
L(y):
L(y) = —F(z) +xy

Otrzymujemy:
dL.  dFdzx dx
dy  dz dy dy

Korzystajac z (17) uzyskujemy:

dL(y)
=
dy
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Zatozmy, ze mamy tylko jeden warunek typu
(12). RoOzniczkujac:

S=-V+408M
po M, otrzymujemy:
as dv dg dg

and ~ apan T Mgy TP 08)

Z definicji funkcji podziatu (16) wynika:
d\W
— = M,
ag
CO po podstawieniu do (18) daje:
dS

ar P

Powyzsze rowazania tatwo uogolnic dla wiekszej
liczby warunkow typu (12):

V(B)+ SM) = ZﬁaMU

ow 0S
—_ /80- pu—
0Bo oOMP©°

o
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Rozktady eskortowe

Zatdézmy, ze mamy dowolny rozktad p.
Zdefiniujmy transformacje:

Py

> Fp}
Wykorzystujac zaleznosc: p; = exp(—b;),
mozemy zapisa€ (19) w postaci analogiczne]
do rozktadu kanonicznego (14):

exp(—b;) — exp(W—pb;),

p; BeER (19)

gdzie:
R R
WV =—-InZ Z=Zemp(—ﬁbi)22piﬁ.
() ? (20)
Mamy rowniez:
1 " 1
@) =g—gn 3 p=—5—7v@E. (D
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Multifraktale

Zatdzmy ze mamy miare probabilistyczna p na
fraktalnym nosniku w d-wymiarowej przestrzeni
fazowej €.

R~ e % - liczba d-wymiarowych "'szesScianow”
O boku £ — O pokrywajacych 2.

r-liczba " szesSciandow’' O niezerowym
prawdopodobienstwie.

p; - Miara u i-tego "szescianu” o Srodku w
punkcie x, : =1,2,...,r

Zdefiniujmy:
0i(e) = ale.z) = P _ \skaznik osobliwosci
Ine (22)
a(x) = ell_n% a(e, x) - wymiar punktowy

Fraktal nazywamy multifraktalem jezeli a(x)
nie jest state.
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Korzystajac z (22) oraz p; = exp(—b;), mamy:

b; = —Ozz'(f:‘) Ine. (23)

Z (21) otrzymujemy, ze rozktady eskortowe (19)
maja postac :

P; = exp(W — b;),
gdzie:

W(B) =—1In Z exp(—pb;) = —(8 — 1)I3(p).

=1
Funkcja podziatu dana jest wzorem:

Z(B) = Z p; = ) exp(—Pb;) = exp[-W(B)],

1=1 =1
a informacje Rényi'’ego mozna wyrazi€ jako:

In Z(3).

Ig(p) = -1
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Wymiary Rényi'ego

D(3) = lim ﬁ(p):lim ! (ﬁinlni;p?

e—0 Ine e—=01lne
(24)

Zatem dla € — O:;

Z(B) ~ B-1IDB)

a stad otrzymujemy:

e dla =0
D(0)- box dimension

e dlaf—1
D(1) = Iln%n— Z p;Inp;, =
— lim — = Iim iz(p) ()

e—01lne e—0|n
D(1)-wymiar informacji
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e dla g=2

D(2)-wymiar korelacji

e D(+o0)

e D(—00)

WHtasciwosci wymiaru Rényi'ego

1. D(B) =20

2. D(B") < D(B) dla g’ >

24
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Uogolniony wymiar Renyi’'ego

{01,009, ...0r0 }-pOkrycie multifraktala roztacznymi
zbiorami o roznych ksztattach i

srednicach [; <[, 1 —1,2,...,r

p;-Miara probabilistyczna zbioru o;

Uogodlniona funkcje podziatu definujemy jako:

infipy Si_y (9] /17), dla B<1, 7<0;
Z(B,7) = {o} zrl zﬁ/zT
SUP{ 4} > /1T), dla B8>1, 7>0.
Istnieje 79(B) = (B — 1)D(3) takie, ze:
lim Z(8,19) — O(1)
D(B) nazywamy uogolnionym wymiarem Renyi’ego.
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Spektrum osobliwosci f(a)

Oznaczajac V. = —In(e), granice V. — oo nazywac
bedziemy granica termodynamiczna.
W granicy termodynamicznej wyrazenie na
energie swobodna W (20) zastepujemy przez:
Omax
v = |lim —In/ exp(—paV)y(a)da.

V —o00 Qynin

Zaktadajac ze v(a) ~ e—f(a) otrzymujemy:

W= |im —In/:mme:cp([f(a) — Ba]V)da.

V —o00 min

Niech teraz & = a(B) oznacza wartos¢ «, dla
ktorej wyrazenie f(a) — Ba 0siaga maksimum.

of B 02 f

g 0=0 = B @M:& < 0;
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Mamy wtedy:

W~ [Ba — f(a)]V (25)

Korzystajac z zaleznosci (15) oraz (23) mamy:

v =p3aV—S (26)

Porownujac (25) i (26) otrzymujemy:

S
lim V—f(oz)

V—o0
Natomiast z (24) i (21) otrzymujemy:

V—00

lim % — +(8)
T(B) = (B8 —1)D(B)
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Wielkosci f(a) i 7(8) powiazane sa transfor-
macja Legendre’'a w granicy termodynamicznej

podobnie jak S i W dla skonczonych wartosci
V.

S(b) = Bb— W(B)
v _ ., ds _

w="
Analogicznie:
fla) = pa—71(8) (27)
dr  _ daf
B-% F=P (28)

Oznaczajac a(fB) = a mozemy przedstawic (28)
w postaci:

a(B) = D(B) + (8 - 1)D'(B)
fa(B)) = D(B) + B(B —1)D'(B)
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Daje to w szczegdlnosci:
f(a(0)) = D(0) = a(0) 4+ D'(0)
fla(1l)) = D(1) = a(1)

Mozna rowniez pokazac:

Amin — D(+o0) Qmaz = D(—00)

Sile)
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HiperbolicznosC

W) = {y: Jlim > In|f"@) - ["(»)] < 0}

n—aoeo

Wh(z) = {y: lim ——In|f"(z) — f"(y)| < O}

n—aeo —n

. W
W

"

(b)
(a)
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Odwzorowanie Ulam’a:

r— 1— 222 x € [—1,1]

f(a)

———————

wi-Q

35






Odwzorowanie Henon'a:

0.4

0.5
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